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TOWARZYSTWA NAUKOWEGO WARSZAWSKIEGO

Wydziat 11l nauk matematyczno-fizycznych.

Posiedzenie
z dnia 23 stycznia 1932 r.

Stefan Mazurkiewicz.

Przyczynek do aksjomatyki rachunku
prawdopodobienstwa.

Komunikat przedstawiony dnia 23 stycznia 1932 r.

Streszezenie.

W komunikacie niniejszym podaje nowy uklad aksjomatow
rachunku prawdopodobienstwa. Cecha charakterystyczng tego
ukfadu jest: 1) ze prawdopodobienstwo jest przyporzadkowane
nie zdarzeniom a zdaniom; 2) Ze jest ono zrelatywizowane
wzgledem zmiennego niesprzecznego ukladu dedukeyjnego. Po-
nadto okreslam pewien uproszczony, tréjwartosciowy rachunek
prawdopodobiefistwa i rozpatruje jego stosunek do logiki troj-
wartosciowe;j.

Stefan Mazurkiewicz.

Zur Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Vorgelegt am 23.1 1932,

Den Ausgangspunkt dieser Mitteilung bildet die bekannte
Bohlmann'sche Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsrechnung '),
ich vermeide aber ginzlich den Ereignisbegriff, indem bei mir

) Bohlmann: Atti del quarto congresso internazionzle dei mate-
matici in Roma 1908, vol 3 p. 244 (1909); Bohlmann—Potarin du Motel
Encyclopédie d. Sciences Mathématiques I 25 (T. I vol, 4 p. 496497, 1911)



nicht Ereignisse, sondern Aussagen als wahrscheinlich gelten !).
Ich stiitze mich dabei auf die metamathematischen Untersuchun-
gen von Tarski ?) und erhalte fir die Bohlmann’'schen
Axiome einen logischen Unterbau. Es scheint allerdings dass
man sich einstweilen auf diskontinuirliche Wahrscheinlichkeiten
beschrinken muss entsprechend der Tatsache, dass die Menge
aller sinnvollen Aussagen abzihlbar ist #).

Sind x, y Aussagen, so bezeichne ich nach Tarski mit
n(x) die Negation von x, mit ¢(x, y) die Implikation mit dem
Vorderglied x und dem Nachglied y; ich setze weiter: x |- y=—
=c(n(x), y) und xy=n(n(x)-Fn(y). Ist V eine Aussagen-
menge, so bezeichne ich mit F(V) die Folgerungsmenge von V*),
mit N (V) die Menge E (n(x)) d. h. die Menge der Negationen

xeV :
aller Aussagen aus V. Ein deduktives, widerspruchfreies System ®)
nenne ich kurz W-System. Die Aussagen x, y heissen dquiva-
lent in Bezug auf die Aussagenmenge V, in Zeichen: x~y
(rel. V) wenn F(V-{-(x))=F(V-+(y)).

Die Axiome sind in zwei Gruppen eingeteilt.

I. Axiome des Feldes.

Es sei Il eine Menge von 3-Systemen, und es sei jedem
U:1I eine Aussagenmenge M (U) eindeutig zugeordnet. Es sei
weiter: Z(U)=U-N(U)-M(U). Wir nennen Il ein Feld

wenn folgende Axiome erfiillt sind.

I, 1 Wenn x:M(U), x~y (rel. U) so ist y=M(U)

L2 U Mg)=

L3 MU)=NMU))

I, 4 Wenn x:M(U), ye M(U), soist (x—+y)z:U--M(U)
I, 5 Wenn x: M(U) so ist U(x)=F(U--(x))=1I

I, 6 Wenn x=M(U) soist: M(U(x))C_ MU) Z (U (x)).

) Dieser Standpunkt ist nicht neu, vgl. Reichenbach: Math,
Zeitschr. 34 p. 568—618. Die Relativisierungsidee findet sich bei K eynes:
A treatise on Probability, London 1921 und ebenfalls bei Reichenbac h,
allerdings in einer wesentlich anderen Fassung.

?) Tarski: C.R. Soc. d. Se. Varsovie CI. IlI, XXIII p. 22—29 (1530).

%) Tarski: L. c. p. 24, Axiom 1.

) Tarski: L e p. 23,

" Tarski: L e p. 25, 26.

ll. Axiome der Wahrscheinlichkeit 1),

Es sei p(x, U) eine reelle, nichtnegative Funktion die fii
Uzll, x=Z(U) definiert ist. Wir nennen sie Wahrscheinlichkeit
der Aussage x in Bezug auf das System U, wenn folgende
Axiome gelten:

L1 ple; UI=1 e xel)
I, 2 Wenn xy=N(U) so ist: p(x-Fy, U)y=p(x, U)+p(y, U)
II, 3 WennxzU-+M(U)soist: p(xy, U)=p(x, U)p(y, U(x)).

Betrachtet man z. B. ein Gliicksspiel, so kann das Feld Il
etwa in folgender Weise bestimmt werden. Es sei U, das System
der Logik und Arithmetik - die Gesammtheit der Spielregeln.
M(U,) sei die Menge der méglichen (also den Regeln nicht
widersprechenden) Spielergebnisse. I besteht aus U, sowie aus
allen -Systemen die aus U, durch Adjunktion der Elemente
von M(U;) und die Operation F entstehen.

Es scheint auch, dass sich das »Prinzip des mangelnden
Grundes”, relativisiert im Bezug auf ein W-System, exakt formu-
lieren ldsst, was mir aber zurzeit noch nicht gelungen ist”,

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung erscheint von diesem Stand-
punkt aus als eine Art mehrwertiger Aussagerechnung, und es
entsteht naturgemiss die Frage ihrer Beziehungen zur mehrwer-
tigen Logik von Lukasiewicz ?). Ich werde im folgenden ein
besonderes Feld und eine vereinfachte ndreiwertige Wahrschein-
lichkeitsrechnung” in Bezug auf ihr Verhiltnis zur dreiwertigen
Logik untersuchen.

Es sei S die Menge aller sinnvollen Aussagen, Il die Menge
aller in S enthaltenen -Systeme; wir setzen fiir (/= 11:

MU)=S—[U+NWU); ZWU)=S
IT ist offenbar ein Feld.
Die Axiome der zweiten Gruppe ersetzen wir durch :

I, 1 p(x, U)=1 fiir xeU

I, 2 p(x, U)=0 fir x:N()

I, 3 p(x, U)=: fir x=M(U).

') Ich hatte urspriinglich noch folgendes Axiom angenommen: wenn
x~y (rel. U) so ist p(x, U)=p(y, U). Tarski hat aber bewicsen
dass dieses Axiom eine Konsequenz der iibrigen ist.

®) Lukasiewicuz: C.R. Soc.d.Sc. Varsovie CL III, XXIII p. 51-—717.



Nun bilden wir fiir ein festes U die Matrix welche die
Wahrscheinlichkeiten der Aussagen n(x) und ¢(x, y) angiebt:

cl O : 1|r_:__
oj1 1 1|1
ot oder 11|
110 4 10

Der Unterschied gegeniiber der Matrix der dreiwertigen
Logik liegt darin, dass in der dreiwertigen Logik c(i, !)=1;
dagegen fiir x= M(U), y=MU) ist p(c(x, y), U) gleich : oder 1
(fir y=n(x) erhalten wir @, fiir y = x dagegen 1).

F. Leja.

O spélczynnikach zbieznosci szeregdéw
funkecyj analitycznych.

Komunikat zgloszeny dnia 23 stycznia 1932 r.

Sur les facteurs de convergence des séries des
fonctions analytiques.

Mémoire présenté dans la séance du 23 janvier 1932,

Niech bedzie dany szereg
(1) pWAG)
0

ktérego wyrazy f (z), n=0, 1, ..., sa funkcjami analitycznemi,
regularnemi w pewnym obszarze D,

Nazwijmy czynnikiem zbieznosci szeregu (1) w obszarze D
gorny kres ), zbioru wszystkich liczb nieujemnych /, dla ktérych
szereg

@) pNAORS
0

jest jednostajnie zbiezny w kazdym obszarze domknigtym, zawar-
tym wewnatrz obszaru D,

Kaidy szereg funkcyjny postaci (1), ktorego wyrazy sa
okreslone w obszarze D, posiada w mysl tej definicji okreslony

czynnik zbieznosci k,, ktéry moze byé liczba dodatnia, zerem
lub nieskoniczonoscia. Przedmiotem tego komunikatu jest pytanie:

Jaki jest czynnik zbieinos$ci 2, szeregu (1),
gdy szereg ten jest zbieiny w obszarze D?

Zauwazmy najpierw, ze 1, =1, gdy szereg (1) jest jedno-
stajnie zbieZny w obszarze D, co wynika wprost z okreslenia
czynnika ’,. Podobng wlasnoéé posiada szereg (1) w przypadku
zbieznosci niejednostajnej, ale pod zalozeniem, ze wyrazy tego
szeregu s funkcjami mniej ogélnemi. W jednym z komunikatéw,
ogloszonych gdzieindziej, ') zwrécilem uwage na nastepujaca
wlasnosé szeregow wielomiandw :

Jezeli szereg wielomianow

| Al
®) D Pule)=2 (" Far a2,
1] (1]
ktéorego n-ty wyraz jest wielomianem co najwyzej n-go stopnia,
jest zbiezny prawie wszedzie na okregu pewnego kola |z—a|=r,?)
to jego czynnik zbieznosci wewnatrz tego kola jest nie mniejszy
od jednoéci.

Wynika stad bezposrednio nastepujace twierdzenie :

Twierdzenie 1. Jesli szereg (1) jest zbiezny prawie wszedzie®)
w obszarze D, a przytem f,(z) jest wielomianem stopnia < n,
to czynnik ), tego szeregu jest nie mniejszy od jednosci.

W przypadku jednak, gdy funkcje analityczne f,(x) sa do-
wolne, a zbiezno$¢ szeregu (1) nie jest jednostajna, czynnik ),
nie musi byé =1. Nie mniej jednak i wéwczas czynnik ten nie
moze byé dowolny, mozna bowiem dowie$¢ co nastepuje:

Twierdzenie 2. Jesli szereg (1) jest zbiezny prawie wszedzie
w obszarze D "), to jego czynnik ), albo jest réwny zeru, albo
nie jest mniejszy od jednosci.

) C. Rt 193, 1931, p. 764—766.
®) Wystarezy zaloiyé, ie ciag wyrazéw szeregu (3) jest ograniczony
prawie wszedzie na okregu kola |z —a | =r. <
%) Wystarezy, gdy do kaidego punktu P obszaru D istnieje kolo do
ktérego wnetrza nalezy punkt P i na ktérego okregu ciag {f,(2)} jest prawie
wszedzie ograniczony.
1) Wystarezy zalozyé, ze w kaidem otoczeniu dowelnego punktu P
obszaru D istnicje kolo, do ktérego wngtrza nalezy punkt P i na ktérego
ogregu ciag wyrazéw {f,(z)} szeregu (1) jest prawie wszedzie ograniczony.





