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(2 Wstep

WsSréd standardowych tearii fizycznych termodynamika jest ty
dziedzing, ktéra jest najczedciej krytykowana za brak <cislogci
matematycznej oraz za pewien zamet pojeciowy. Pod tym wzgledem
jest czesto przeciwstawiana meéhanice klasycznej, ktdéra powsze-
chnie uwaza Si¢ za wzdédr teoril fizycznej. Dla podkredlenia tego
stanu rzeczy formutowane s3 wrecz opinie, Ze podczas gdy mecha-
nika jest teoria matematyczng, to termodynamika jest teoria fi-
zyczna. Nalezy jednak pamietad, Ze mechanika klasyczna byla wie-
lokrotnie przeformulowywana z uzyciem coraz to nowych metod ma-
‘tematycznych i w rezultacie stata sie teoria bardziej precyzyjng,
zwigzla, latwiejsza do przyswojenia, a jednoczednie szerszz w za-—
stosowaniach. Najdwiezszym tego przykladem jest kolejna geometry-
zac ja mechaniki klasycznej przy uzyciu takich pojed, Jjak: rozma-
itosci rézniczkowe, wiazki styczne i kostyczne, formy rézniczko-
we, rozmajitodci symplektyczne itp. Oczywidcie nie bez znaczenia
dla rozwoju mechaniki byl K fakt, Ze dotyczy ona zjawisk, ktére
najtatwiej jest mierzyd i z tego powodu jest ona najbardzie]j
intuicyjnym dziatem fizyki. Poza tym mozna dofd <gcidle okreslid
jeJ zakres zastosowan.

Historia rozwoju termodynamiki jest nie tylko krdétsza od his-
torii mechaniki, ale przebiegala ona innymi drogami. Od samego
"poczatku termodynamika byta obcigZzona réznymi niejasnymi poje-
ciami, ktére pdZniej okazaly sie biedne (pojecie cieplikad lub
takimi, ktérych zrozumienie nastepowato powoli i z duzymi trud-
nosciami. Przyktadem tej drugiej grupy pojed Jjest pojgcie entro-
pii wprowadzone przez Clausiusa w polowie dziewietnastego wieku.
Gkébsze zrozumienie pojecia entropii nastapito kilkadziesiat
‘lat po~jego formalnym wprowadzeniu. Przyczynity sie do tego po-
séépy dokonane zardéwno w fizyce jak i w matematyce. Od strony fi-
tzykf chodzito Lu.o odkrycie molekularnej budowy materii, przy
czym istotne bylo tu uzyskanie bezpodrednich fizycznych dowoddéw
istnieriia atoméw i molekut, a nie tylko postugiwanie sie hipote-
zami majacymi oparcie w badaniach chemicznych. Z matematyczne]



strony chodzito tu o Leorie prawdopodobienstwa, ktdrej wlasgciwy
rozwsdj rozpoczat sig pod koniec dziewigtnastego wieku Cwczesniej—
sza teoria prawdopodobieristwa zajmowala sie gldéwnie grami loso-
wymid. Kroétko méwigc pojecie entropii zyskato gtebszy sens po
sformutowaniu podstaw mechaniki statystycznej, ktéra powstata
w wyniku préb oparcia termodynamiki na mechanice za pomoca metod
statystycznych. kaczymy to w pierwszym rzedzie = pracami Boltz-
manna, Maxwella i Gibbsa. Powstanie mechaniki statystycznej nie
od razu jednak usunglo wszystkie niejasnogci towarzyszace poje-—
ciu entropii, poniewaz na przelomie wiekdw pojgcia przypadku,
prawdopodobieristwa i zmiennej losowej byly prawie tak samo nie-
Jjasne jak pojgcie entropii, Matematycznle poprawna definicja
prawdopodobxeﬁstwa zostata podana dopiero w latach trzydziestych
naszego wieku przez Kolmogorowa.

Ogtoszenie teorii informacji przez Shannona (1] w 1948 r.
oraz praca Jaynesa [2] z 1957 r. o zasadzie maksimum informacji
Centropiid wywarly duzy wp¥yw na cé!@'fizykg statystyczna i tym
samym pojgcie entropii uzyskalo giebszy sens i szerszy zakres
zastosowani. Powstanie teorii informacji pozwolilc rdéwniez wyjas-
nid, Z2e pojecia prawdopodobierstwa i entropii - aczkolwiek réz-
ne - s3 w pewnym sensie rdéwnowazne. Chodzi tu o to, ze prawdopo-
dobleﬁstwo da sig zdefiniowad za pomoca entropii i na odwrét.
Ten wzajemny zwigzek zostal wyjagniony w pracy Ingardena i Urba-
nika (3] z 1961 r >

Rozwdé § Lermodynémiki fenomenologicznej jake teorii fizyczne]j
byt zawsze <cidle zwiazany z wykorzystaniem metod geometrycznych.
Szczegdédlny wktad w tym zakresie zostatl wniesiony przez Gibbsa [4].
W swojej pierwszej pracy zatytulowanej Graphical methods in the
thermodynamics of fluids Gibbs badal przydatnogd réznych dwuwy-
miarowych diagraméw do reprezentacji relacji termodynamicznych.
Miedzy innymi zauwazy}, Ze np. diagram V - S byt szczegdlnie uzy-
teczny przy reprezentowaniu standw uktadu, a nie pracy lub cie-
-ﬁla proceséw; W drugiej pracy zatytukowanej A method of geomet-—
‘rical representation of the thermodynamic properties of substan-—
ces by ﬁéans of surfaces Gibbs wprowadzil! pojecie przestrzeni
standw termodynamicznych Cobecnie nazywane]j przestrzenia Gibbsa),

w ktérej kartezjariskie wspdirzedne punktdw oznaczaty objetod< Vv,
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entrople S I energle wawngtlrzng U.'Zwiqzbk pomigdzy Lymi wiel -
podciami, U = (XS5, V) lub § = 9CU,V), Gibbs nazwal relacjq funda-
mentalng, a odpowladajgcy jej powierzchnig = powierzchnia termo-
dynamiczng ciata, Te dwie prace przesungly punkt ciezkodci
z procesow Lermodynamicznych na stany rdéwnowagl. Zamiast wigc
rozwazad wielkadci Lermodynamiczne wiazace rézne stany uktadu
mozna bylo ograniczyd sig¢ do wielhodci opisujacych jeden konkret-
ny stan rdwnowagi. Byta Lo isLoLna zmiana podejscia z globalnego
na lokalne. Pozwolita ona Gibbsowi nadad lokalna postad prawom
termodynamiki { uwolnid sie od niewygodnego odwolywanta sie¢ do
cykli, maszyn cieplnych, perpetuum mobile {tp. Ta zmiana per-
speklywy z globalnej na lokalng stymulowala réwniez rozwdj zas-
Ltosowarnt geomelrii rdziniczkowej w termodynamice.

Kazda teoria fizyczna wyrdéinia pewna wladgciwa soble przes-
trzet standw z okreslona struktura geometryczna i dziarajaca
na niej grupa dyfeomorfizmdéw. Geometrycznym odzwierciedleniem
praw danej teorii sa witedy wybrane klasy pédrozmmaitosci przes-
trzenl standw, ktdre sa powiazane z jej struktura geometryczna.
Prawa te s3 niezmiennicze wzgledem Lych dyfeomorfizmédw przes-
trzenl 'standw, ktdére zachowuja jej strukture geometrycznz i tym
samym"zachowuja zbiér wspomnianych wyzej podrozmaitodci. Termo-
dynamika fenomenologicina'oslagnela ten stoplient ogédlnosci po
wprowaazeniu przestrzeni standw majacej strukture przestrzeni
kontaktowej. Z propozycja zastosowania geometrii kontaktowej
w termodynamice wystapit R. Hermann (S) w 1973 r. Kierunek ten
byt nastepnie rozwijany przez autora tej pracy w }ozprawie dok -
LorskieJ (6] { w péiniejszych publikacjach (7- 813 Najogdlniej
podeJécie to mozna scharakteryzowad nastepujaco. W Lermodynamxce
fenomenologiczney standw réwnowagi przestrzen stanéw ma zawsze
wymiar nieparzysty { jest wyposazona w strukture kontaktowy.
Dziata na niej grupa dyfeomorfizméw kontaktowych, a prawa termo-
dynamiki s3 reprezentowane przez niektdére rozmaitogci catkowe
pewn&ch zewngtrznych réwnas rézniczkowych.

Celém tej pracy Jjest zbadanie pewnych ogélnych aspektdéw ter-
modynamiki standw réwnowagli z geometrycznego punktu widzenia.
¥ykorzystywane sa metody geometrii kontaktowej { geometrii Rie-

manna, o odpowiada plerwszej { druglej zasadzie termodymnamiki.
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Stusowane jest gldwnie podejdcie lokalne, tzn, 2= badane si wlas-
nedel standw Lermodynamicznych, a nie procasdw. W opracy moina
wyrdznid dwie zasadnicza aczgdci. Rozdzialy & - O poswigcone s34
calkowiclie Lernodynamice fenomenclogicznej i zastosowaniom melod
geomeLrii kontaktowej. Rozdzialy 7 - 12 dotycza natomiast Lermo-—
dynamiki statystycznej i renomenologicznej oraz geomelrii kontak-
tows2j i geometrii Piemanna, przy czym nacisk jest poloiony na ten
‘drugl Lyp geomelrii, '

Rozdzial drugi pracy jest podwigcony krdétkiemu omédwieniu roz-
naitodgci dzetdw jako Zrdédel struktur kontaktowych dowolnego rzg-
du. Motywem do zamieszczenia tego rozdzialu byl nmigdzy {nnymi
fakt, 2e termodynamika nie byla do tej pory Coprécz pracy auto-
ra (9) i podrecznika [(18]) w.sposéb jawny formulowana z wyko-
rzystaniem przestrzeni dzetdéw. Ze wzgledu na ewentualne uogdl-
nienia material potraktowano nieco szerzej niz wynikatoby to
z potrzeb tej pracy przez dopuszczenie dowolnego wymiaru jedne
z rozmaitodci sktadajacej sie pojecie przestrzeni dietdw (roz-
maitodeci WD. Nie ma to wpliywu na oqutoéé tego rozdziatu. Roz--
dzial trzeci jest adaptacja materialu z rozdziaitu drugiego dla
potrieb termodynamiki i zawiera konstrukcjeg termodynamiczne)
przestrzentl fazowe) CTPF) i jej rozszerzen. Konstrukcje Le gwa-
rantuja odpowiednio istnienie struktury kéntaktowej i struktur
kontaktowych wyZszych rzedéw na tych przestrzeniach.

Czwarty rozdziat podwigecony jest oméwieniu rozmaitosci Legen-
dre'a w termodynamicznej przestrzeni fazowej oraz ich zwiazkom
z.powierzchniahi standw termodynamicznych spetniajacymi ograni-
czenia wynikajace z plerwszej zasady termodynamiki.

Rozdzial piaty stanowi zasadnicza czes<é pierwszej czgsci tej
pracy i podwiecony Jjest oméwieniu symetrii termodynamicznej
przestrzeni fazowej. Migdzy innymi podano w nim nowa konstrukcje
| kontaktowych pél wektorowych Xf generowanych przez funkcje [
Chamiltoniany kontaktowe) oraz udowodniono kilka wiasnosci tych
p&l. W tym celu forma kontaktowa zostala potraktowana Jako forma
koneksji na TPF. Dla konkretnych funkcji f obliczono peola wekto-
rowe X/ i odpowiadajace im strumienie fazowe. Okazalo sig, ze dla
klasy funkcji f zerujacych sie¢ na powlerzchni termodynamicznej
odpowi adajace im strumienie moga byd formalnie potraktowane jako
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model e procesdw Lermodynamicznych, lub odwrotnie, procesy Lurno-
dynamiczne mogy by< tlraklowane Jako clagte przeksztalcenla kon-
Laklowe. Osiagniglo w Len sposédéb formalng analoglie z mechaniky
hamiltonowska, w ktdérej ruch (strumied fazowy) jJest przeksztal -
cenlem kanonicznym, Rezultatem ubocznym jest uzyskanie nowego
spojrzenia na pole kilerunkéw charakterysLycznych i na krzywe
charakterystyczne rdéwnanh }étniczkowych czaslkowych pierwszego
rzedu. Inna klasa funkcji f generuje strumienie fazowe, ktére
przeprowadzaja Cdeformuja) powierzchnie reprezentujaca np. gaz
idealny w powierzchnie przedstawiajace inne uktady termodynami -
czne, np. w gaz Lwardych kul, gaz oddziatujacych czastek punkto-
wych lub w gaz Lypu van der Waalsa, Metoda ta pozwala generowad
nowe réwnania standw i nowe relacje fundamentalne z odpowiednich
réwnanh standw L relacji fundamentalnych dla znanych ukladéw, Me-
toda ta oczywiscie nie mote odﬁowiodz;od na pytanie, czy tstnie-
Ja realne uklady fizyczne opisywane tymi nowymi zwiazzkami.
Bezposrednia kontynuacja rozdzialu piqtego Jest rozdziatr szdésty,
w' ktérym zostaky oméwione trzy typy nawiasdéw funkcji termodyna-
micznych generowanych przez strukturg kontaktowy TPF.

Druga c¢z€sS< rozprawy rnozpoczyna rozdziatr sidédmy poswigcony
przegladowi fenomenologicznych i péifenomenclogicznych definicji
metryk wedlug Weinholda, Ruppeinera i Gilméra. Dwa plerwsze tLypy
metryk dotyczyty tylko powierzchni termodynamicznych. natomi ast
metryka Gilmora byla zdefiniowana na pézestrzeni Gibbsa.

Rozdzial osmy zawiera przeglgd inforﬁ#cyjnych C(statystycznychd
definicji metryk na przestrzeniach parametréw yystgpujqcych
w funkcjach rozkladu prawdoéodqbieﬁstwa, Wszystkie informacyjne
definicje dystansu wywodza sig z informacji Kullbacka Cinforma-
cji wzglednejo, dla ktérej tensor metryciny pokrywa sie ze znany
wczesniej maclierzy informaéyjnq Fishera. Poczatkowo metryki te
" byly stosowane w czystej statystyce matematycznej { w problemach
biologicznych, lech pdiniej zostaly przeniesione réwniez do ter-
modynamiki. W termodynamice informacja wzgledna okresla metryke
na przestrzeni paramelrdw Ltermodynamicznych, ktdére parametryzuja
rozmaitodci Legendre'a,

Rozdzial dziewiaty zawiera zasaﬁniézy materfial drugiej czedct

rozprawy. Pokazano w nim w jakl sposéb oble struktury geometry-

- [
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cune, kontalktowya { melryczng, moina w naturalny i jednolily spo-

C~

sob uzyshad 2 uogdlnfonego hanonicznego rozktadu prawdopodolied-
Stwa., W o szezegdlnoicl polazano, Ze forme kontakhlowy otrzynuje
Sigy z wartodci <Sredniej roiniczki entropii mikroskopowej, nalo-
miast formg metryczna z dyspersji rézniczki entropii wzglednej.
Celowym okazalo sig¢ rozwazenie najplerw nieunormowanych rozkla-
dow prawdopodobiernstw, ktére pozwolily zdefiniowad forme kontak -
towa i niezdegenerowany symetryczna formeg biliniowa (metryczna)d
na petnej termodynamicznej przestrzeni fazowej. Narzucenie wa-
runku normal{zacyjnego na rozklad prawdopodobierstwa odpowiada
wtedy ograniczeniu sig do podrozmaitosci Legendre'a (powierzchni
Lermodynamicznychd w TPF. Procedura ta redukuje forme bilinioway
z TPF do melryki rdéwnowaznej metrykom Weinholda, Ruppeinera

{ Kullbacka. Przy okazji, redukujac wyjéciowa forme biliniowa

do przestrzeni Gibbsa zawartej w TPF, uzyskano forme metryczng
na przestrzeni Gibbsa. Te metryke mozna potraktowad jako alter-
natywna do nieco niejasnej i raczejf nieudanej metryki zapropo-
nowanej przez Gilmora.

Dziesiaty rozdzial ma charakter ogélny { zawiera oméwienie
wplywu dwédch klas Lréns{ormacji kontaktowych na tensor metryczny
na powierzchni termodynamicznej,

Istnienie metryki Riemanna na powierzchni termodynamiczne
pozwala w szczegdélnodci obliczad skladowe tensora krzywizny Rie-
manna i krzywizng skalarna. W rozdziale jedenastym obliczono
krzywizny skalarne Riemanna dla idealnych gazéw bozonowych i fer-
mionowych. Wyrazenie na krzywizne skalarna jest nowa wielkogcia
termodynamiczna, ktéra nie byla Brana de uwage w standardowych
sformutowaniach termodynamiki. Z fenomenclogicznego punktu wi-
dzenia krzywizna skalarna wyraza sie przez drugie i tLrzeclie po=~
chodne potencjatu termodynamicznego. Ze statystycznego punktu
widzenia natomliast krzywizna wyraza sie przez drugie i trzecie
momenty Ckorelacje) odpowiednich zmiennych stochastycznych. Te
ogdlne fakty oraz analiza krzywizny powierzchni termodynamicz-
nych dla réznych uktaddéw idealnych Cdla klasycznego gazu ideal -
nego krzywizna wynosi{ zero) { nieidealnych pozwolily na wysunie-
cie wspdlnie z H. Janyszkiém tezy, aby krzywizne skalarna inter-
pretowac jako pewna mlare stabilnogci ukladéw termodynamicznych
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(15,17.21). Zagadnienia zwijzane z melryky i krzywizng 534 jednak
pardzo nowe i wymagaja dalszych badan.
Nietrywialne rezultaty geometryczne otrzynu je sie dla dwu

i wiecej wymiarowych rozmaitodci Riemanna. Fizycznie oznacza to,
te rozkltad kanoniczny Gibbsa z jedna temperaturay i jedna zmienng
stochastyczng jest "za maty". Nalezy wychodzid z rozkladdéw, ktdre
maja co najmniej dwie temperatury statystyczne, np. z rozktadu
Bogustawskiego lub wielkiego rozkladu kanonicznego. Tak faktycz-
nie sig postepuje w fizyce statystycznej. Staranna analiza wielu
standardowych problemédw pokazuje, Zze chociaz czgsto punktem wyj-
£cia byl rozkigd kanoniczny, to dalsze oper,ac je matematyczne de
" facto oznaczaly rozszerzenie tego rozkladu. Dla przykiadu obli-
czanlie sumy standéw dla rozkladu kanonicznego z uzyciem transfor-
maty Lapléce'a. w ktérej catkuje sie po objetogci, oznacza przej-
écie do rozkladu Bogustawskiego.

Mozna by postawid pytanie, czy dla termodynamiki lepszy jest
formalizm kontaktowy C(nieparzysty wymiar przestrzeni standéwd
czy symplektyczny Cparzysty wymiar przestrzeni standéw). J. Ki-
jowski i W.M. Tulczyjew w ksiazce 4 symplectic Framework for
field theories (22] wskazuja miedzy innymi na wykorzystanie geo-
metrii symplektycznej w termostatyce. OdpowiedZ na tak postawio-
ne pytanie bedzie zalezed raczej od indywidualnych preferencji,
niz od istotnych faktédw matematycznych czy fizycznych. Wiadomo-
bowiem, Ze geometria kontaktowa i1 symplektyczna s3 ze soba gci-
sle zwigzane. Migdzy innymi oferuja one dwa sposoby analizy réw—
nan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzgdu. Dla przyktadu
w mechanice rdéwnanie Hamiltona-Jacobiego wigze sie z geometria
konthktowq; natomiast réwnania Hamiltona, ktére sa ukiadem cha-
rakterystycznym dla réwnania Hamiltona-Jacobiego, wiaza sie ra-
czej z geometria symplektyczna. Praca ta stara sie uzasadni¢
poglad autora, ze w termodyﬂamice wygodniejszym i bardziej natu-
ralnym Jest uZycie geometrii kontaktowej. Z argumentdw popiera- '
jqcych ten wybdér wymiefmy tylko:
- wyrdzniong role jaka graja w termodynamice potencjaty ter medy-

namiczne, ktére sz odpowiedzialne za nieparzysty wymlar. ponie-

waz nie ma parametru sprz¢zonego do potencjatu,

- wyrdiniona role transformacji Legendre’a, ktdre na przestrzeni
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kontaktowe ) staja sie zwyklymi przeksztalceniami punktowymi,
- wyrdzniong role rozmaitosci 1-dzetdw jako naturalnych modeli
przestrzeni kontaktowych i przestrzeni termodynamicznych,
- latwosd uogdlniel na wyzsze przestrzenie dzieldw, a tym samyn
na przestrzenie termodynamiczne z wyzszymi pochodnymi .
Cata praca dostarcza dalszych argumentdw za dokonanym wyborem.
Mamy nadzieje¢, 2e praca ta przyczyni sie do lepszego zrozu-
mienia struktury matematycznej termodynamiki, jak rdéwniez do
dalszego ujednolicenia metod matematycznych uzywanych w termody-
namice i innych dziatach fizyki, a szczegdédlnie w mechanice kla-

sycznej.

Autor pragnie podzigkowad prof. dr. R.S. Ingardenowi 1 kolegom
z Zaktadu Fizyki Statystycznej UMK za liczne dyskusje i uwagi
w trakcie pﬁzygétowywanié tej pracy. Czedd zamieszczonych tu wy-
nikdéw uzyékano w ramach badant autora finansowanych przez Insty-
tut Matematyczny PAN C(problem PAN 12-/10), cze4d w ramach cen-
;Lralnego problemu badawczego CPB 01.03, a czedd byla finansowana
przez Interdisciﬁlinary Research Center for Scientific Modeling
and Computation Uniwersytetu Stanowego w San Diego, USA.



2. Rozmaitodgci dzetdw

Badania ukladdw réwnaid rdédzniczkowych czagstkowych lub zew-—
netrznych ukitaddéw rdédzniczkowych w naturalny sposdédb prowadza
do pojgcia rozmaitosci dzetdw. Matematyczna teoria singular-
nogci 1 bifurkacji, nazywana czesto teoria katastrof, rdéwniez
jest formutowana w jgzyku teorii dZetdw. Wprowadzone przez
C. Ehresmanna rozmaitogci dzetédw (23 - 31 pozwalaja na
uniezalezZnienie sig od konkretnych ukladdw: wspdirzednych
i na operowanie w sposéb niezmienniczy catymi obiektami geo-
metrycznymi, a nie ich reprezentantami wzgledem wybranych
ukladdw wspdsdirzednych.

Niniejszy rozdziat jest poswiecony wprowadzeniu pojegcia
przestrzeni dzZzetdw w sposéb najbardziej odpowliedni dla ter-—
modynamiki i dla dalszych czedci tej pracy. WEréd argumentdw
przemawiajacych za uzyciem przestrzeni dzZetdéw w termoedynamice
wymierimy tylko nastepujace’ fakty:

- termodynamika klasyczhé Jest tradycyjnie formutowana przy
pomocy form rézniczkowych,

- teoria katastrof jest wykorzystywana do klasyfikacji prze-
j&< fazowych,

- uZydie wyzszych przestrzeni dzZzetdw dostarcza automathznie
odpowliedzi na pytanie o prawo transformacyjne wyzszych po-
chodnych funkcji termodynamicznych. Problem ten byl rozwa-
zany, ale nie zostalr definitywnie rozwiaiany np. w dwdch
pracach Gilmora (32, 33].

Jako jeszcze jeden argument za umieszczeniem tego rozdziatu
niech postuzy réwniez fakt, ze termodynamika klasyczna nie
byta do tej pory Coprécz pracy (81 i podrecznika (1810 w spo-
s&b Jawny formutowana z wykorzystaniem przestrzeni dzetdw.

Intuicyjnie pojecie dzetu funkcji Jjest zwigzane ze skoficzo-
nym odcinkiem szeregu Taylora tej funkcji. Rozwazmy dla przy-

ktadu rzeczywistag funkcje n zmiennych, f : PR R e wprowa-—

dZmy standardowe oznaczenia (271]:
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a = Co , & D, Ial = o + + a , a = 0,1,2, » Ry
1 n 3 n 1
o
alel
0%y = - — f ca.1>
Ix .OX n
n
I o ot
Cx = x> =0Cx = x DO Cx = x_ > ",
o1 n on
ol = ol a !
1 n

Dobrze wiadomo, Zze pochodne czastkowe Daf nie s3 wielkogciami
niezmienniczymi wzgledem zamiany wsp&dirzednych. Sens niezmien-
niczy wzgledem zmian wsp&irzednych posiada natomiast odcinek'
szeregu Taylora funkcji f w punkcie X

Cx - xo)a
5 ca.2d

(s}
fCx D + E D% fCx >
IalSk

ol

poniewaz kazdy sktadnik tej sumy ma sens niezmienniczy. Wsp&i-
czynniki wielomianu (2,20 nazywa sig¢ k-dz2etem funkcji f lub
k-dzetowym rozszerzenilem funkcji f (w ukladzie wspdirzednych x).
Wyrazenie C2.2) posiéda prostga interpretacje geometryczna.
Mianowicie, jedli dwie funkcje maja identyczne wszystkie odcin-
ki szeregdw Taylora az do rzedu kR w punkcie X to wykresy tych
funkcji majg w X stycznosgd rzedu co najmniej k. ‘

Po tych wstepnych uwagach podamy obecnie precyzyjng i nieza-
lezng od uktadu wspdlrzednych definicje rozmaitodci dietdw skori—
czonego rzedu (29] 1 jej podstawowe wrasnogci niezbedne w dal -
szej czesci pracy.

Niech V i W bgda dwiema rozmaitogciami rdézZniczkowymi klasy

c® o wymiarach odpowiednioc n i m. Przez c¥cv ., wo oznaczymy zbidr
wszystkich gtadkich odwzérowaﬁ V w W. O dwéch odwzorowaniach

f+.8 € c®ev,wd méwimy, zZe:
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2) majz stycznosd pierwszego rzedu w punkcie a € V, jesli
- = > = W ~ = 1 - T /
fCad sCad b e oraz fxa & s gdzie f*a,g“a. TaV——»;bh
25 indukowanymi przez f i g liniowymi odwzorowaniami (odwzoro-
waniami stycznymi) przestrzeni stycznej TaV w przestrzen stycz-
na Tbkh

b)) majz stycznogd rzedu k w punkcie a € V, jesli [, = TV—3TW
i 8, TV—aTW maja stycznodd rzedu k-1 w kazdym punkcie przes-—

Y i ¥
trzenl -

Oznaczmy przez =~ relacje réwnowaznosci w cv.w) taka. ze

f p g wtedy i tylko wtedy, gdy f i g majg stycznosdc rzedu R

w pewnym punkcie a € V. Odpowiednio Hev.w = VLW [~

a,b

jest zbiorem klas réwnowaznosci ze wzgledu na relacje g

w zbiorze odwzorowan f : V—¥W spetniajacych warunek fC(a = L.

DEFINICJA 2.1. Przestrzeniq k-dzetdw odwzorowarl kaV.W) na—

zywa sie przestrzen

v w = U .r"cv,w;a 2§ ce. 3
Ca,bd)eVxVW

Elementy przestrzeni .fCV,WQ nazywa sie k-dzetami odwzorowant

2 V do W. Odpowiadajqce kazdemu f € c®cv,w> kanoniczne odwzo—
2 Kk J.k

rowante j f : V—aJ CV, WO, okreslone wzorem:

kaCa) = klasa rdwnowaznogci odwzorowania f

c2. 4
” J"-cv,ma’fc@.

nrazywa sie k—dze towym rozszerzeniem odwzorowanta f.

Z podanej konstrukcji wynika, ze J%CV.WJ jest gtadky rozma-—
itofcia réin;czkowq-_Miahowicie. niech X oessoX beda lokalnymi

Qspélrzednymi na otwartym otoczeniu A < ¥V punktu a, a ¥, vees oY
lokalnymi wspéirzednymi na otwartym otoczeniu B < ¥ punktu b.
Ponadto niech f ..-.,f beda lokalnym przedstawieniem odwzoro—

wania f : V—aW. W przestrzeni wektorowe .J’C!/,W’)c,.b wprowadza

" 1S



sie wspdirzedne pwlzwiqzane z baza

k O(‘ &
J [Cx el SENPEPR S S S “}Ca)
1 n on

o1
dla wszystkich la[ = Rk, gdzie x . sa wspdirzednymi punktu a.
1

W tych wspdlirzednych jkaa) ma postad

Xk o 1 1
J fCad = [xox" . .XOn,fICa),- b .fmCa),D fICCL),D sza)._ o
k k
C)f;(a),.-..D f (a)]. ce.5)
m
LZn.
Sl
R 3 . (o L
o [_} fCa_')] = D%fCcad = Cad. 2.6
x L e o
8x 1...8X n
1 n
Na otwartym zbiorze O = U Jev,.w 5 wspélrzedne
Ca, b €AxB .

wprowadza sie nastepujaco: kazdy punkt =z € O jest jednoznacznie

okredlony wspdirzednymi punktu Ca,dd € A x B takiego, zZe

O
W ten sposéb punkt =z € O jest jednoznacznie okredlony wspdi-—

z € JkCV.hOa b Oraz wspdlrzednymi Plo punktu = w JkCV.W)a

rzgdﬂymi*

s EORRN [al < k]. c2c. 7P

[xi’- - - rxn;ytt- “Le 'ym;p!.a'

Nalezatoby jeszcze pokazad Cco tutaj jest pominieted, Ze jedsli
z € ON 0", to wspdirzedne punktu =z zwiaiane z otoczeniem O’ s3
gtadkimi funkcjami wspdirzednych punktu =z zwiazanymi z otocze-
niem O (311].

Jesli dodatkowo Br---28_ Sa lokalnym przedstawieniem odwzo-

rowania g, to f ko 8 wtedy i tylko wtedy, gdy

Daf_;Ca) = DagLCaJ cz. 8
dla kazdego multiindeksu a = Cai.-..,a d. |a| = k., oraz dla
™

kazdego ¢ =1.,2,...,m Innymi stowy, f i g nalezg do tej samej
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klasy rédwnowaznosci wtedy | tylko wtedy, gdy pochodne czastkowe
az do rzedu k funkcji fi sg rdwne odpowiednim pochodnym czastko-
wym funkcji g, ¥ punkcie a. Wzdr (2.5) jest lokalnym przedsta-—
wieniem k-dzZetowego rozszerzenia odwzorowania f : V—al.

= (2.5 wynika tez, ze

k

dim VWD = n + m 2 [’”i“l] =n+m —C_’-;f%f_ : 2.9

=0

Druga réwnosc w (2.9) mozna dowiedd indukcyjnie wzgledem k.
Zauwazmy, zZe

cv.wd =V x W, J°fCad = Ca, fCad),

"
h.}
%

I

J‘CR‘.WDO 5 5 przestrzenn styczna do W w &, {2.10D

' ¥
J‘CV.R‘Da = TaV = przestrzen kostyczna do V w a.

»

.#CV.WD oprécz struktury rézniczkowej posiada réwniez

struktury rozmaitodci Qkéknistych ze wzgledu na naturalne

rzutowania
wooL TV Wi I CV W, 1 £ k,
m, : TV WD —V, m, TRV D iyl c2.11)
& . k pt o
n =M, Xm0V ox W = SO,

okredlone odpowiednioc wzorami

" L[jkaa)] = jtrcad, nv[jk/CaD] =
ca.12)

ﬂw[jkj’CaD] = fCaD.
W ogdlnodci _ﬁCV,WD nie jest wiazka wektorowya, poniewaz

w JkCV,WDa nie istnieje naturalna operacja dodawania Cnie

ol
kazda wiazka, ktdérej widkno jest przestrzeniag wektorowa jest

wiazka wektorowa [291). Jedynie dla W = R™, JCV,R™ jest
wigazka wektorowa nad V x R™. W tym wypadku dodawanie dZzetdw

w J*CV.Rm) Jest indukowane przez dodawanie odwzorowari repre-
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rentujacych te dzety.

k
W teoril przestrzeni JdV,W) wyrdiniong role gra ukitad form

2faffa, ktdére we wspdirzegdnych (2.7) maja postad (5] (szcze-

jOly sa podane w rozdz. 3D.

6 = B
LL dyl plL th ’
1 1
T T TR
1 1 1 2 2
.............................................. ce.13D
= d
8“’1 Lk 1 pll1 Llr-x v, pL\. .7 £,
i "I
L & L, s E., = Laiw s olis J & 1.:i0. vk

‘Jktad ten zadaje na.,fCV.WD uogdlniong strukture kontaktowa -
strukture kontaktowa rzgdu k. Maksymalnie wymiarowe podprzes-—

.rzenie styczne przestrzeni stycznychck:.ﬁCV,WD bedace anihi-

tatorami form (2.13) wyznaczaja na.ftV,WD tzw. dystrybucje
—artana. Dystrybucja ta jest uogdlnieniem zwyklej dystrybucji
<ontaktowej opisanej szczegdlowo w rozdz. 4 i S.

Przestrzenie dzZetdw s3 naturalnymi obiektami geometryczny-
i dla termodynamiki podobnie jak wiazki styczne i kostyczne
“ktére réwniez sg przestrzeniami dzZetdwd) sz naturalnymi obiek-
rami geometrycznymi dla mechaniki klasycznej. Na przykltad na-
toZzenie na uktady termodynamiczne réinego rodzaju wiezdbdw,
~ ktdérych wystepuja pochodne wyZzszych rzeddw ﬁéjnaturalniej
jest opisywad przy pomocy wyZszych przestrzeni dzetdw z uo-—
Jjélniong strukturg kontaktowg (2.13D.



Termwodynami czna przestrzen fazowa i rozszerzone

3.

termodynamiczne przestrzenie fazowe

Dla przedstawienia tradycyjnej termodynamiki standw rdéwno-
wagi podstawowe znaczenie ma przestrzed 1-dzetdw J'cv . RY,

gdzie V jest pewna rozmaltodcia n-wymiarowy, a R' oznacza ciato
l]iczb rzeczywistych. Material przedstawiony w poprzednim roz—

dziale zaadaptuJemy obecnie dla potrzeb termodynamiki oraz po-

kazemy w jaki sposédb na J%Jﬁif) powstaje naturalna struktura

rontaktowa.

Niech X'v. . X" X" ¢xX' 2 0, ¢ = 1,....n+1) oznacza zbiér
niezaleznych parametréw ekstensywnych, ktére jednoznacznie wyz-
naczaja stan rozwazanego ukladu termodynamicznego. Dla ukiadu
jednorodnego wlasnogci termodynamiczne nie zaleza od wielkosci

n+d &

uktadu i dlatego mozna wybrad np. X Cjesld x> oo Jako
parametr skalowania i wprowadzié n gestosci
X =X/e1, t=1.....n, X" 0. €3.13

X
Jako parametr skalowania x™t najczedciej wybiera sig¢ catkowi-
ta mase lub caltkowita objgtos< uklradu, chociaZz mozZze nim by<
jakikolwiek parametr ekstensywny. Z zalozZenia przyjmuje sie,

e zbidér wszystkich dopuszczalnych wartodci gestosci tworzy
pewna n-wymiarowz rozmaitos$< rézniczkowz B", ktéra jest pew—
nym obszarem w R". Lokalne wspdlrzedne punktu x € B" oznaczad

bedziemy przez Xﬂ.-.,xp. B" gra w termodynamice role podobna

do przestrzeni konfiguracyjnej w mechanice klasycznej w tym
sensie, Zze punkt x € B" czedciowo wyznacza stan ukiadu.

Z tego wzgledu B" bedziemy dalej nazywad przestrzeniz konfigu-
racyjna uktadu termodynamicznego lub krétko — przestrzenia :

konfiguracyjna;
DEFINICJA 3.1. Dla dowolnego ukladu termodynamicznego

o przestrzenil Ronfiguracyjnej B", przestrzen 1—d2etdu).fCB“,Rf)
bedziemy nazywad termodynamiczng przestrzeniq fazowq CTPF) ukladu.

1Q9



Funkc je rzeczywiste f : B "—R", przy pomocy ktérych defi—
niujemy 2'eB™. R, dla na jbardziej typowych wybordéw rozmaitosci

konfiguracyjnej B" beda miaty tutaj znaczenie ggstogci ener-—
gii wewnetrznej (reprezentacja energetycznad lub ggstosci en-—

tropii Creprezentacja entropi jna). Na podstawie poprzedniego
rozdziatu wiadomo, ze JtCBh,RtD jest (2n+l)-wymiarowg rozmai—

todcia rézniczkowy (wzédr (2.9)). Zgodnie z C2.11) J'¢B™, RD po—

siada réwniez struktury wigzek widknistych

o : J'eB™,RHY—B", B : J'¢B",.RH—RY,
) G329
ax 3 : JCB™,R"D—B" x R.
Przestrzer B x R' = J'OCB“, RD Jest nazywana przestrzeniq

Gibbsa. Z trzeciej réwnogci (2.10> wnioskujemy, zZe istnieje
. . : n _1 ¥ 5
naturalny izomorfizm miedzy J¢B .R)Bn x 2 T B dla kazde]j
ustalonej wartosci A € R'. w konsekwencji otrzymujemy
Fc™rH = T7B" x R 3 3.3
Ten rezultat pozwala latwo udowodnid nastepujjace twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.1. Termodynamiczna przestrzen fazowa J* CB".R‘)
posiada naturalng strukture kontakRtowsy, tzn. istinieje na ntej

globalnie okredlona 1—-forma rozniczkowa € spelniajqca warunek
8 ~ Caod” = 0. €34

CA jest symbolem (loczynu zewnetrznego, C(dED " oznacza n—krotny

iioczyn zewnetrzny dB8 A dB a...aA dED.
Dowsd. Dla skrécenia zapisu bedziemy w dalszym ciggu ozna-

czadé JCB™,RD przez M. Dzieki (3.30 dla dowolnego punktu
m € M otrzymujemy

3 3 P ¢ 1
TH=T ST BD e Tacm® * C3.9
gdzie w : H—-—tT*B“ jest rzutem M na plerwszy przestrzen w ilo-

czyﬁie kartezjaiskim (3.3). Wiadomo, Ze na wijzce kostyczne]



" jstnieje podstawowa kanoniczna 1-forma w € T“CT“B§)=Laka.

e
T B
b cdon™ # O [34 — 36]. We wspélrzednych na M, w ktérych
1 n [e] _ i n!' ,:
Ham_-:CX.....x.p‘,....pn.x). oCm) = CH 55 o X I
’ C3.6)
acmd = Cx?.....x".pt.....pn). md = xo.
w ma postaé
w=pidxt.-. e, S e R ' C3.7
: \ - * ; ;
pPonadto wykorzystujac naturalny izomorfizm TﬁcmDR“z R' oraz
¢3.5) 1 €3.72 mozna przyjad
3 * ' ‘
=M dx + w. 3.8

gdzie 11 sa odwzorowaniami form Cpull-back) 1ndukowanymi
odpowiednio przez 3 i m (34]. We wsp&irzednych C€3.6) forma 6
na M przyjmuje prosta postad S ' ' i -

6 = ax® + pax, U =1,....0 3.

Jest oczywiste, Zze tak okreslona forma € speinia warunek C3.4)
{ tym samym wprowadza strukture kontaktowa na M. = o

W stosunku do wzoru C2.13) nastapila tu zmiana znaku wspéi-
rzednych P, spowodowana wyborem sumy dwéch form, a.nie ich réz-
nicy, we wzorze (3.8). :

Dla <¢cistofci zaznaczmy, Zze struktura kontaktowa na H Jest
pojgciem ogdlniejszym od formy kontaktowej 6. Przez strukture
kontaktowa na M rozumie si¢ bowiem pewne gtadkie, niezdegene-
rowane pole hiperplaszczyzn stycznych do H (34]. Pole takie
lokalnie mozna zadad przy pomocy i-formy réiniczkowej N, kté6-
ra jest anihilowana przez wektory nalezace do hiperpltaszczyzn
wyznaczajacych strukture kontaktowa. Forma yn nie jest wyznaczo- *©
na jednoznacznie przez strukturq kontaktowa. poniewai zerowanie

sie n pociaga za soba zerowanie sig kazdej formy pn dla dowol- """
nej funkcji p : H——»Rf;wszedzie,réznej od ze}a na,H-Cpn oznacza

iloczyn formy m przez funkcje pD.;Warunekfna_n p?spaci C$,4D. i ol
n A~ CdpP” ® 0, jest jednym ze sposobdw wyrazenia niezdegenerowa;rf

nia pola hiperptaszczyzn okreflajacych strukture kontaktowy.:

a1l



Warunek ten pociaga za soba niezdegenerowanie formy pn. bowiem

Nn+d

on A [d(pn)]“ =™y AaCap” =20 Cdla p = O). C3.100

Zagadnienia te s3 oméwione dokladniej w nastgpnych rozdziatach
pracy.

Przy wyborze catkowitej liczby moli N jako parametru skalo-
wania X™*, wszystkie gestosci x} sa liczbowo réwne parametrom

ekstensywnym jednego mola. Jezeli jako wspdirzedne w R' 1 B"
wybierzemy

Cxo.x‘.xz.....xp) ] Cu.s.v.nl....,r%), o2 na-a2, ¢3.11>
gdzie u, s i v oznaczajj odpowiednio ggstosc energii wewne-

trznej, gestodd entropii i objetosé wirasciwa, nk==ﬁ&/w
CNL - lieczba moli sktadnika k), a wspdéirzedne P, oznaczyﬁy

jako Cpordéwnaj 2.6

s Cpi.pz...‘ .p!'\) (el C—T’P’“‘J‘.o PP .-‘Jr). C3. 12)
to forma kontaktowa (3.9) jest formg energii (reprezentacja
energetycznad

6" = du - Tds + Pdv -~ pdn = ... = pdn. €3.133
Natomiast dla wyboru

Cxp,xf.xz;....x") > Cs.u.v.na,...,n}D C38.14)

i odpowiednio

H 7
1 P « L ] C3.15)

Cpt.pz.....pn)q-—b [“_—T‘o -—To —T—'t---o—r‘
otrzymujemy inna przestrzen 1-dzetdw J‘CB“.R"). na ktérej
forma kontaktowa @ jest forma entropii Creprezentacja entro-
powad :

s i # ("

P a ,
8" = ds - e adu -T-du + —T—.dn‘ +... 4+ —y— dn( C3.16D

Oczywiscié mo%na stosowad inne reprezentacje, ktére zalezz od

poczatkowego wyboru n gestosci (3.1).
Dla sformutowania pierwszej zasady termodynamiki i do zba-
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dania jej konsekwencji wystarczy ograniczy<¢ sie do przestrze-—
ni 1-dzetdw z ich standardowg strukturg kontaktowa dang przez
1 -formg 6. Jednakze dla sformulowania drugiej zasady termody-
namiki., ktdéra naktada ograniczenia na drugie pochodne funkcji

Cpot,encjakéw) termodynamicznych, nalezy uzyd przestrzeni 2-dze-
LEW Jx B“.Rib. C(Potencjatem termodynamicznym nazywamy wielkosd
reprezentowana przez zmiennz x° zwiazang z R'.D Uogdlniajac

rezultat twierdzenia 3.1 mozna pockazad, ze fCB“.R‘D Jest wy-
posaiona w uogdlniong strukture kontaktowa dang przez n + 1

form Pfaffa postaci

®
1l
J
+
0
X

CRATD

-------------------------

Poniewaz wszystkie zmienne x<2, xi'. £;» p'tj s niezalezne, to

kazda z form C3.17) spelnia warunek (3.4), czyll sa one nie-—
zdegenerowane. PowyZsza procedurg mozZemy kontynuowad dla wyz-—

szych przestrzeni dzetdw. Jc B“,Ri) oraz wszystkie wyzZsze
przestrzenie dzetéw z odpowiadajacymi im uogélnionymi struk-
turami kontaktowymi bedziemy nazywad rozszerzonymi termodyna-—

mi cénymi przestrzeniani fazowyml.
W tej pracy beda uzywane przestrzenie JkCB“.Ri) dla k = 0,1,

2 i 3, przy czym JSCB“,Ri) pojawi sie dopiéro w rozdz. 11 przy
obliczaniu krzywizny Riemanna powlerzchni termodynami cznych.
W rozdz. 11 pokazano, ze ze wzgledu na szczegdlny wybdr tensora

metrycznego nie sa potrzebne przestrzenie 7%B", R do oblicze-

nia skiadowych tensora krzywizny Riemanna.



4. Podrozmaitosci Legendre®a termodynamiczne | przestrzend

fazowej

Empiryczne zasady rzadzace zachowvaniem sie ukiadéw termody-—
namicznych nazywa sie¢ tradycyjnie prawami lub zasadami termo-—
dynaﬁiki- Zasady te byly & =3 formulowane na wiele réwnowaznych
sposobéw. co ¥ szczegdlnodci dotyczy drugiej zasady termody-
namiki, ktérz moinarznaleZC w literaturze w trzynastu rdéZnych
postaciach. Historycznie pierwsze sformutowania oparte byly
o pojecie procesu lub cyklu, miaty wiec charakter globalny.
Ksiazki Werlego (371 i Gumitiskiego (38] zawieraja wtasnie tego
typu sformutowania zasad termodynamiki. W pracach Tiszy (33,401
i Caliena (41] prawa termodynamiki podane sa w postaci czterech
postulatéw, w ktérych pojeciem podstawowym jest pojecie stanu.
Postulaty te to: postulat istnienia stanéw réwnowagi termodyna-—
micznej, postulat maksimum entropii, postulat addytywnosci en—
Lrbpii i postulat Nernsta (41]). Okazato sie jednak, z2e uklad
tych czterech postulatbw nie byl uktadem zupelnym i wymagal
uzupelnienia o dodatkowy ‘postulat, ktdry ujednoznacznial fun-—
kcje entropii. Poprawiony zupelny ukiad piegciu postul atédw
bazujacych na pojeciu stanu jest podany w podreczniku (181.

W tej pracy prawa termodynamiki zostana sformutowane w je-—
szcze inny sposdéb poprzez wykorzystanie metod geometrii réz-—
niczkowej. W szczegdlnosci pokazemy zwiqzék pierwszej zasady
termodynamiki =z geometria kontaktowa oraz drugie] zasady ter-—
modynami ki z geometriz Riemanna.

Przystepujemy obecnie do zbadania podrozmaitogci zerowych
formy kontaktowej € w termodynamicznej przestrzeni fazowej oraz
do wskazania ich zwiazkdédw z termodynamik3a. Przestrzeﬁ kontakto—
wa M z forma kontaktow3y 6 oznaczad bedziemy jako pare CH,6D lub
krétko symbolem M., gdzie — tak jak w poprzednim rozdziale -

H = JcB".RD.
Niech Dn bedzie 2n—wymiarow3 liniowa podprzestrzenia prze-—
strzni stycznej TmH taka, Ze
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m

D= { X € TmH ey = O }. (X - wektor stycznyd, C4.12

Lzn- Dm jest jadrem réwnania liniowego 6CXD = O. Hiperptaszczy-—
zne sSLyczna Dm bedziemy dalej nazywad elementem kontaktowym.
Zbi ér wszystkich elementdéw kontaktowych na H,

o= U Dm » C4. 22

melM

czyli pole wszystkich elementéw kontaktowych Dm' bedziemy nazy-—
wal dystrybdbucjq kontaktowg (421]. Z geometrycznego punktu widze-
nia D stanowi podwiazke wigazki stycznej TH o 2n—wymiarowych
viédknach. Rozmaitosciq zerowq formy kontaktowej 8 (rozmaitosciq
calkowg réwnania € = O lub rozmai tosciq calkowq dystrydbucji
rontaktowej D) bedziemy nazywad kazdy (poddrozmaitosd N < H
tzka, zZe T&ﬂ < Dm . Vm € N. Podstawowy warunek na form¢ kon-—

taktowa € -~ Cdod™ # O oznacza, zgodnie z twierdzeniem Frobe-—
niusa [43 — 481, ze dystrybucja kontaktowa D nie jest komplet-—
nie calkowalna. tzn. ze nie posiada ona rozmaitodci catkowych
wymiaru 2n. Faktycznie dystrybucja kontaktowa D jest w pewnym
sensie maksymalnie niecatkowalna, poniewaz warunek € A d8 = O
wystepujacy w twierdzeniu:Frbbeniusa jest stabszy niz warunek

8 ~ CdedT% O. Sens tych niezbyt precyzyjnych stwierdzes wyja-
4nia ponizsze twierdzenie. Ze wzgledu na wage lego twierdzenia
dla geometrii kontaktowej i dla termodynamiki, Jak i ze wzgle-—
du na technike dowodu, przytoczymy pelny dowdd tego twierdzenia
v wersji wystepujacej w ksiazce Blaira (421.

TWIERDZENIE 4.1. -Jesli CH. 8 Jest (2n+ld-—wymiarowq rozmat to—
sciq kontaktowg. to rozmaitosci calkowe dystrydbuc ji kontaktowej
majq wymiar co najwyzej n.

Dowdd. Istnienie n—wymiarowych rozmaitosci catkowych réwna-—

‘nia ‘@ =0 jest zagwarantowane, ponliewaz s3 nimi na przykiad

powierzchnie dane réwnani ami x = c', gdzie <t s3 dowolnymi
stilymi. i =0.1,....n, lub powierzchnie dane przez n+i réwnan

axOCxx..-..x“)
" 1

(=1,....n. C4.3D

A d

xo = xOCxi...-.x“). P o JR el
* ) ax



Druga czgdd¢ dowodu wykorzystuje warunek niezdegenerowania

8 A Cdad"” = 0. Zatézmy, ze S jest R-wymiarowa rozmaitogcia cat-
kowa réwnania 6 = O i niech kR > n. Jedli o : F—3M jest wiozZe-—

niem ¥ w M, to p*e = O oraz qo*Cde) = dC»p*G) = 0. Niech Vorees

A WP beda liniowo niezaleZnymi polami wektorowymi

k

v LV
2N Zn+t

na M takimi, ze Vore--aY, S3 styczne do J, natomiast Vire-a ¥,

wyznaczaja dystrybucje kontaktowa D, tzn. QCv_t) =0dla t =1,
2,...+2n. Oczywiscie GCvznﬂ) # O, poniewaZ w przeciwnym wypad-

ku forma € bylaby identycznodciowo réwna zeru. Ponadto dla

i, < R zachodzi d&Cv,‘.vj_) = 0, poniewaz dGCvi,vj) = }a- { viGCv,D
. ] i

- ijCvi) o SC(vi,Yj])} = 0 ze wzgledu na to, Ze pola wektorowe

Voo vj oraz [Yi.'vj] sa styczne do # (na mocy twierdzenia Frobe—

niusa (43 - 48], sa wigc anihilowane przez 6. Natomiast jefli

t 1lub j s;q wieksze od kR, to d@Cvi,vj) nie musi znikad.

W wyrazeniu [8 A C_dG)“]Cvi.. ard ,vzn.\rz“ﬂ) Jjedynymi nieznikaja-
cymi czlonami moga by::_‘ cziony proporcjonalne do 9Cv2m_1). Jed-
nakze dla k > n w kazdym z nich musi wystapid przynaimniej
jedeﬁ mnoznik typu ds‘Cvt,vj) .z 1,7 = k. Zatem dla k > n musi
zachodzid [e ~ CdBJ“]Cvi,. ooV, w¥, D = 0. ZaloZenie

dim ¥ = k> n jest wiec falszywe, poniewazZz prowadzi do sprze—.
cznoécl z podstawowym warunkiem niezdegenerowania formy kontak-

-

towej (3.40.° ; a

WNIOSEZK Udowodnione twierdzenie wraz z twierdzeniem Frobe-
niusa wskazuje,' te;dyst.ryb_ucja kontaktowa nie jest inwolutywna...
Innymi stowy, nie'létnieje na M taki ukitad wspéirzednych lokal-

nycix u‘,_uz. w8 ,uzn.u‘z““. w ktérym dystrybucja kontaktowa byta-
by napieta przez pola wektorowe S P ,—--a—-— (481. Jeszcze
au' "

inaczej fakt ten mozna zinter pretowad w ten sposéb, Ze nie is-
tnieje na CHM,8) taki uklad wspéirzednych lokalnych, wzgledem
ktér ego dystrybucja kontak t.éwa" byt abyh dana przez pole “réwno-—
legt ych “ hiper pl asiczyzn 5



UWAGA 1. Klasyczny niejawny dowdd tego twierdzenia mozna
snalezdé u Carathéodory’ego (49) w § 1165. Dowdd ten polega na

tym., ze jezeli réwnania C(wg notacji Carathéodory’egod

le= xi(ua). y_L = y,‘Cua). L& 1w el o =1, , M

zadaja m-wymiarowa powierzchnieg w 2n-wymiarowej przestrzeni

zmiennych XU 3k 1 speiniaja one warunek

a + e B v:
v, x1 yzdxz + + yndxn das,

gdzie ds jest rézniczka zupeing pewnej funkcji S, to ostatni

warunek implikuje m < n.

W dalszym ciaggu przez J oznaczad bedziemy rozmaitosci cat-
kowe formy €@ o wymiarze maksymalnym C(réwnym nd). Nosza one nazwe
rozmattosct Legendre’a. Uzasadnieniem tej nazwy jest fakt, ze
dobrze znane w termodynamice transformacje Legendre’®a przepro-
wadzaja rozmaitodci zerowe réwnania 8 = O w siebile (zachowuja
zbiér tych rozmaitodcid. Z termodynamicznego punktu widzenia
wymiar rozmaitosci Legendre’a pokrywa sie z ilofcia stopni swo-
body ukladu. )

Lokalny opis rozmaitosci Legendre’'a podaje nastegpujace

twierdzenie [341].

TWIERDZENIE 4.2. Dla dowolnego podztialu I U J wskazZnikdow

Cl1,...,n) na dwa nieprzecinajqce sile podzdbiory t dla dowolnej

funke jt prI,xJ) n zmiennych P, U & Iy, orde xj. J € J, rdwnania

x = gf ’ P, = = af. R <2 = 7 =~ p gf C4.4>D
Pi J axJ L PL

defintujq podrozmaitosd Legendre’a w RZ™! Odwrotnie, kazdq

podrozmatl tosc¢ Legendre’a w R mozna w otoczeniu kazdego jej

punktu oRreglid za pomocq podanych rdwnait, chociazby przy Jed-

nym sposradd 2" mozliwych wybordw podzbiloru I.

Dowdd. Sprawdzenie, ze n+l réwnan (4.4) wyznacza rozmai-
to£é Legendre’a jest natychmiastowe. Podstawienie tych rdéwnan
do 6 powoduje bowiem zerowanie sie¢ formy 6.
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Na odwrdt, zaldézmy zZe lokalnie jakad wybrana powierzchnieg
.egendre'a J da sig sparametryzowad przy pomocy n zmiennych

Py xj). Zalozenie to jest prawdziwe, poniewaz n-wymiarowa pod-

zmaitodd moze byd “plonowa’ co najwyzej wzgledem n zmiennych,
le nigdy wzgledem Zn zmiennych C(p,x). Zgodnie z uczynionym za-

ozeniem ¥ jest okredlona przez n+l réwnan

2 = XOCpI.xJ). P, = p,CpI.xJ). X = x‘CpI.xJD. C4.5)
J

Jstawiajac (4.%9) do rdéwnania 8 = O otrzymujemy

o v’ o] i .
["" P, }dpt'P[ TP . & +p.]dx’=OC4.6>

3p. i c'?p_L axj LI WL J

“t,t'e I, J € JD. Poniewaz p, oraz xj sa zmiennymi niezaleZny-
i, to wspdiczynniki przy de oraz de muszay znikad. Ze znika-

1ia wspdtczynnikdw przy dxj otrzymujemy

. ol
ax’ ax" a o i dpCgpex "
o = - ~ =P, - = - s AW DX = - - W o - 5
i ax’ boax!? ax’ t ax’
gdzie dla wygody wprowadzono funkcje
J o J i J
prI,x ) = Xx CpI.x I 4 pgcCpI.x 2. C4.8d

Z zerowania sie wspolczynnikdw przy de w (4.6), po zastapie-

niu x° praez - f - p)é wg C(4.8), otrzymujemy
L

. afCo. .x
x = e . C4.9
ap.
\
Trzy ostatnie rdéwnosci dowodza prawdziwosci twierdzenia. o

Na podstawie (4.4) widad, Ze prI.xJ) mozna nazwad funkcja

tworzaca dla rozmaitosci Legendre’'a, poniewaz wszystkie zmien-

ne zalezne e x[, x° wyrazaja sig catkowicie przez f i jej
pochodne. Przy okazji warto zwrécid réwniez uwagg na zwigzek

réwnogci (4.8) z Lransférmacjami Legendre’a.
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Inny dowad twierdzenia 4.2 polega na pordwnaniu dwédch 1-form

réiniczkowy':h na JS:

e = dxo + pkd){k = dxo + plde + pJ,de C4.10D
oraz
d d
x = dfCp .xJD iR —ﬂi— dp, = f dxj = O C4.115
F dp { de

Poniewaz na ¥ zachodzi Glf,— x‘f): O, czyli

/§ ¥ . af
g e pIdx + o = = d[ f(pl.x " E Py ﬁa;; ] +

C4.12>

to z pordéwnania odpowiednich skltadnikéw sum po obu stronach
tej réwnosci otrzymujemy Cz doktadnogcig do statychd rdéwnosci

C4.40.
UWAGA 2. Rozmaitodd Legendre’a mogtaby by<¢ parameiryzowana

przez n zmiennych, wéréd ktérych wystapitro by xp. ale nie wnio-
sto by to nic nowego. Rozmaitod< Legendre’a nie moze byd¢ “réw-

nolegta® do osi x° Cw R*™, poniewaz wektor —23- nie nalezy
ax
do dystrybucji kontaktowej, bowiem 8[ _23 ] = 1. W standardo-
ax

wych wsp&irzednych dystrybucja kontaktowa moze by< dana np.
przez 2n pél wektorowych

2 . g e i ’ /e ARSI L C4.13
ap : k k o
k ax ax

Poniewaz J nie mozZze by<¢ *“rdéwnolegta® do osi x°, to posiada ona
zZawsze n-wymiarowy rzut na 2n-wymiarows podrozmaitosd paramet-

ryzowany przez p . xk. Wystarczy wiec parametryzowad J tylko

przy pomocy n zmiennych ze zbioru CFE' xﬁ).

UWAGA 3. Dowolna funkcja f wystepujaca w twierdzeniu 4.2
zalezy od n zmiennych, ws€rdéd ktérych nie ma Zadnej pary zmien-
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nych sprzegzonych, poniewvaz zbiory [ 1 J sz roztzczne. Oznacza
to. ze kazda zmienna bedaca argumentem funkcji f reprezentuje
inny stopied swobody. Pozmaitodd J mogltaby byd paramelryzowana
przez n zmiennych, wirédd ktérych wystapityby pary zmiennych
sprzezonych, ale wtedy n+l rdéwnan opisujgcych ¥ nie miato by
prostej postaci C4.4) i ¥ nie bylaby dana przez jedngy funkcje ’

tworzaca. Jednakze i w tym wypadku rdéwnania opisujace ¥ dato by

sie sprowadzid¢ do postaci (4.4D.

Konstruujac w rozdz. 3 termodynamicznz przestrzen fazowa
przyjglidmy milczaco pewne zalozenia., ktére obecnie sformulujemy
w formie postulatu. Postulat ten najtatwiej jest podad dla tzw.
ukladdw prostych, tzn. dla uktadéw, ktére sa makroskopowo jedno-
rodne i izotropowe, s3 elektrycznie i chemicznie obojgtne i s3
na tyle duze, Zze mozZna zaniedbad efekty powierzchniowe. Poza
tym nie s3a poddane dzialaniu p&l elektrycznych, magnetycznych
i grawitacyjnych. Uktad ztozony z kilku uktadéw prostych i pod-
dany dziataniu réznego typu psSl nazywa sie ukladem zlozonym.
Uogdélnienie formalizmu rozwinietego dla ukladdw prostych na
uktady zlozZone nie przedstawia na ogdéi wiekszych trudnosci

i bedzie tu pominigte.

POSTULAT I Cpostulat istnienia standw réwnowagi termodynami —
cznejd). W ustalonych warunkach zewnetrznych kazdy uklad prosty
znajduje sie w stanie réwnowagi termodynamiczne]. Stan ten jest
jednoznacznie WYZRACZONY pPrzez n+l parametrow ekstensyuwnych

ukTadu.

Formutujac ten postulat zaktada sie dodatkowo, Ze uktad -
niezaleznie od stanu poczatkowego - predzej czy péZniej osia-—
gnie stan réwnowagi. jesli tylko dostatecznie dlugo beda utrzy-—
mywane stalte warunki zewnetrzne. Ponadto ewentualne fluktuacje
moga odbywad sie tylko wokél danego stanu réwnowagi. Ilod<& pa-
rametréw ekstensywnych niezbgdnych do jednoznacznego scharak-
teryzowania stanu uktadu musi oczywigcie wynikad z dogwiadcze—
nia, a nie z teorii. Jezell wielkos£d ukladu nie jest istotna,
to wtedy stan réwnowagi jest dany przez n gestosci. Postulat I

mozna nazwad zerowq zasadq ‘termodynamiki. Plerwsza zasade ter-—
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.Odynamiki poda je kolejny postulat.

.

pOSTULAT II (pierwsza zasada termodynamikid. Rdownowagowy

d termodynamiczny jest reprezentowany w odpowiadajgce) mu

ukla
Lermgdynamicznej przestrzen! fazowe) (M,0) przez podrozmaltos-—
i Legendre’a rdwnanta 8 = Q.
w reprezentacji energetycznej (3.13) warunek 8 = O oznacza
s - + + = : - C
du = Tds Pdv pﬁdn‘ *, 0 p%dnr. r 1,....n-2, <<4.14

natomiast w reprezentac ji entropi jnej (3.16) odpowiednio

ooty & B ol F alri b e “r.dn C4.15)
= A T T R T :

w postulacie II uzylismy liczby mnogiej, poniewaz powierzchnia
reprezentujaca uklad termodynamiczny bedzie na ogét skladad sie
2z kilku ptatéw nalezacych do réznych rozmaitosci Legendre’a
i globalnie nie bgdzie rozmaitoscia rdéiniczkowy. Jedynie dla
ukk;déw idealnych, w ktérych nie wystepuja przejscia fazowe,
powierzchnia stanéw bedzie pokrywaé sig z jedna rozmaitogcia
Legendre’a.

Dla ukladéw termodynamicznych mozemy obecnie zastosowaé
twierdzenie 4.2, z ktdérego wynika, Ze w ustalonym ukladzie
wspéirzednych na M i dla konkretnej formy @ powierzchnia rep—-

rezentujgca uktad moze byd przedstawiona na a sposobdw, W ta-

beli 4.1 zestawione s3g wyniki dlq n=2i dla fqrmy kontakto-

wej 6% = du — Tds + Pdv. Widad, zaréwno z réwnafh C4.4) jak

i z tabeli 4.1, zZe kazdemu priedstawieniu rozmaitosci Legen-—
dre'a odpowiada pewien: potenc;af f Odpowiednio n pierwszych
réwvnan C(4.4) mozZzna - w odniesieniu do termodynamiki - nazwad
réuvnantiami stanu, natomiast ostatnie-z rdwn;ﬁ C4.40 moZzna naz-

wad relacjq fundamentalng (411, Podobnq tabélq moglibysmy skon-—

struowad dla formy 65. tzn. w reprezentacji entropijnej €¢3.16).
Dla n = 2 otrzymalibyémy trzy nowe potencjaty termodynamiczne
zwigzane z entropia, tzw. funkcje Massteu [(41]. Rezultaty twier-
dzenia 4.2 wiaza sie czedciowo zgtransformacjami kontaktowymi
termodynamicznej przestrzeni faiowej. o ktérych piszemy doktad-
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niej w rozdz. S-

Zhi &r wszystkich rozmaitodci Legendre’'a danej przestrzeni

L ontaktowe C(M.8) jest niezwykle bogaty i tylko nieliczne z nich

oga reprezentowaé rzeczywiste uktady termodynamiczne. O bogac-
m

Lwie rozwiazan ré&wnania 6 = O swiadezy chociazby fakt, Ze przez

kazdy punkt rozmaitosci kontaktowej przechodzi nieskoriczenie

wiele rozmai toscil catkowych Cmaksymalna niecarkowalnosd réwna-

L gn =i 0D, Widad to réwniez z tego, ze funkcja prI. xJ) wys-—
tepujaca W C4.4> jest dowolna. W tym olbrzymim zbiorze rozwiag-

zah réwnania 8 = O wystapia réwniez powierzchnie, kidérych nie

da sie przedstawid na wszystkie 2" sposob&w, o ktérych jest mo-

wa w twierdzeniu 4.2. Nastapi to wtedy, gdy powierzchnie te be-

da *“piocnowe” ze wzgledu na pewne zmienne.

Rozwazmy dla przykladu powierzchnie  w przedstawieniu I =0

dane przez funkcje tworzace fo}....,xn) takie, zZe wszystkie
p. = - 8f- = a. = const. PoniewazZ 27 = 0, to zgodnie z (4.4)
] P J <3p_l
otrzymujemy k
x° = GO = —ajx‘ + C, J=1.....n, C4.16D

gdzie C jest pewna staiy addytywna. Otrzymalidmy tu Cn+ld-wy-—
miarowa rodzine rozmaitosci Legendre'a‘fb parametryzowénych

przez a,...,a i C. Indeks p oznacza, ze f})jest pionowa Cwerty—

kalna) wzgledem IR DY - lecz horyzontalna wzgledem x}....,xp.
W tym wypadku pozostale przedstawienia nie sa3 mozliwe. Ten tLyp
rozmaiiﬁéci Legendre’a reprezentuje ukiady ziozone ze wspSi-—
istniejacych faz w ilofci maksymalnie mozliwej dla danego uk-
tadu, poniewaz parametry ekstensywne C(lub ggstoscid mogz ulegad
zmianom, natomiast parametry intensywne maja ustalone wartosci.
Dla ukladu jednoskitadnikowego odpowiada to wspétistnieniu trzech
faz, ;zyli tzw. punktowi potréjnemu. Oczywiscie £en “punkt pot-
>r6jny“ jest faktycznie n—-wymiarowa powierzchnia w TPF, tylko ‘
potozZzona w szczegdlny sposdb.

Wspétistnieniu faz, ale w ilodgci mniejszej od ich maksymal-
nej ilodci odpowiadaja podrozmaitogci czedciowo pionowe wzgle-
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dem mmiennych g (plonowe wzgl adem niektdryct p D Geometrycznie
1
padrozmal toscl takie wigZzq sSig Z powi erzchni ami rozwl jalnymi.
Inna szczegdlng klasa rozwiazah rownania a = O s3 podrozma-

itofci Legendre’a S  generowans przez funkcje fCov....pJ) ta-
X 1 n

L af .
' 6:') = & = const. Wtedy x° = £C g =

L

= =" fCpl - bt_o_. Jednakze 8 = O przy dx" = O oznacza,
L . L

ze dx’ = O na .)’x. Stad fCpd) = blp.L + D, gdzie D jest pewna sta-
tz catkowania. Otrzymalid<my wiec innz (n+l1) -parametrowa klaseg
rozwiazal réwnania € = O parametryzowanych przez t....6" i D.
Rozmaitogci typu f& sa wertykalne wzgledem x2 i xl,..-,xn oraz

horyzontalne wz ledem v....p . Stanowia one-najprostsza klase
g £,

n

rozwigazan réwnania 6 = O; rozwiazania te zostaly Jjuz wymienione
na poczatku dowodu twierdzenia 4.1. Wydaje sie, ie‘fx nie maja
znaczenia w termodynamice, poniewaz trudno jest sobie wyobrazid
uktad, w ktérym mozZzna dowolnie zmieniad parametry intensywne nie
zmieniajqc przy tym gestogci lub parametréw ekstensywnych.

Rozmaitogci typu J})i..?x stanowia w pewnym sensie “skrajne"

rozwigzania réwnania & = O. Pomiedzy nimi mamy rozmaitogci pio-
nowe tylko wzgledem niektérych zmiennych p lub x i takie, kté-
re nie s3 pionowe' wzgledem 2adnych zmiennych. Dyskusja ta ma
oczywidcie sens tylko w pewnym ustalonym ukladzie wspdirzednych
i tym samym ma lokalny charakter.

Obszerna dyskusje wlasnodci rozmaitosgci Legendre®a i rozma—
jtogci Lagrange’a (ktdre s3 odpowiedni kami rozmaitogci Legen—
dre’a w przestrzeniach symplektycznychd w odniesieniu do zagad-
niert mechaniki klasycznej i kwantowej moZna znalez& w pracach
J.J. Stawianowskiego (SO, S1]1. Bardzo interesujaca dyskusje
fizycznego (w odniesieniu do réznych dzialtéw fizykid i matema-—
tycznego znaczenia rozmaitosci Lagrange’a zawiera réwniez

ksiazka J. Kijowskiego i W.M. Tulczyjewa [22].

34



= S)’nw’Lt‘ie termodynamiczne j przestrzeni fazowej. Deformac je

rozmal Ltosct Legendre’a

razda teoria Tizyczna i1 matematyczna posiada witasciwg sobie
grupe symetrii. Felix Klein w stynnym Programie z Erlangen
s Ocit UYaAgs na fakt, ze kazdy Lyp geometrii moZna scharakte-—

ryzowaé za pomocy odpowiednie]j grupy transformacji i jej nie-—

smienni kév. Z tego punktu widzenia mechanike klasyczna w ujg-—

ciu Hamiltona mozna traktowad jako teorig¢ rozmaitosSci symplek-
tycznych. na ktérych dziala grupa przeksztatcer symplektycznych.
Niezmiennikami tej grupy sa biforma symplektyczna (forma zada—

aca strukture symplektyczng) oraz wszystkie obiekty skonstru-

J
owane z tej formy w niezmienniczy sposéb. Analogicznie termo—
dynamikeg mozna traktowad jako teorie przestrzeni kontaktowych

(plerwszego i wyzszych rzeddwd z grupjy przeksitalceﬁ kontakto-—

wych jako grupa symetrii. Podstawowym niezmiennikiem tej grupy

symetrii jest struktura kontaktowa, tzn. gladkie niezdegenero-—

wane pole hiperplaszczyzn stycznych Cdystrybucja kontaktowad.

2 nie sama forma kontaktowa (34]. W niniejszym rozdziaie skon-

céntrujemy sie przede wszystkim na infinitezymalnych transfor-—

macjach kontaktowych, tzn. na wektorowych polach kontaktowych.

Przedtem jednak przedyskutujemy ogdélnie skoticzone transformacje

kontaktowe — dyskretne i ciagte.

DEFINICJA S.1. Niech (H.8) bedzie (2n+1ld-wymiarowq przestirze-
niq kontaktowq. Dyfeomorfizm A : H—aM nazywamy dyfeomorfizmem

kontaktowym, jesli zachowuje on strukture kontaktowq, tzn. Jjesli
¥
N 6 = p8, €S5.12

»
gdzie p : H—*+Rf Jest pewng funkec jq na H rdznqg od zera, a A
odwzorowaniem indukowanym przez X. Dla p = 1. A nazywamy scislq

trans formac jq kontaktowq.

Juz poprzednioc zauwazylismy, 2Ze PO jest réwniez formy kon-—

N+l

taktowy. poniewaz pf - [?(p@)]n = p 6 ~ Caed” = O dla p = O,
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tzn. ze nowa 1-forma =) speinia podstawowy warunek (3.4). Po-

niewaz 6 ~ (d8O" jest forma objetodci na M, to pnﬂ jest jako-
bianem przeksztalcenia A. Warunek p # O jest wigc warunkiem ko-
niecznym tego, aby przeksztalcenie N bylo elementem grupy prze-—
ksztalcern kontaktowych. Transformacje typu (5.1 zachowuja dys-—
trybucje kontaktowa i odpowiednio zachowuja zbiér rozmaitogci
Legendre’a. Jak widad, w ogdélnosci nie zachowu ja one formy kon-
taktowej, ale nie jest to konieczne, poniewaz podstawowe zna-
czenie maja rozmaitogci Legendre’a, a nie forma kontaktowa.
Mnozenie formy kontaktowej 6 przez funkcje p # O jest swego
rodzaju "transformacja cechowania®™ wlafciwg dla termodynamiki.

W mechanice klasycznej mamy do czynienia z innego rodzaju ce-—

chowaniem. Mianowicie ‘“mechaniczna®” 1-forma w = pfkf th-— wspélah

rzedne uogdélnione, p. — pedy uogdlnione) ockresla tg samg fobhe
1
symplektyczna y = dw na T*Q co forma ' = w + dh, gdzie A jest

dowolna rdézniczkowalng funkcja na T*Q CQ - przestrzenn konfigu-
racyjnad). Ta réznica cechowan wynika stad, ze w mechanice -

w przeciwiefistwie do termodynamiki - podstawowe znaczenie ma
2-forma ¥y, a nie 1-forma w.

Tradycyjnie w termodynamice rozwaza sie tylko transformacje
Legedaré’a interpreﬂowane jako rodzaj dualizmu pomigdzy zwykla
geometria punktéw a geometria linii Plickera [39 - 411. Obszer-—
ny material na temat réznych aspektéw transformacji Legendre’a
mozna znalezd u Sewella [52] i w artykule Wightmana (831]. Z pun-—
ktu widzenia przestrzeni kantaktowej (M,86) transformac je Legen-—
dre’a stanowia podgrupe dyskretnych transformacji kontaktowych
z p =1, przy czym sa to zwykte transformacje punktowe na M.

Typowa czgdciowa transformacja Legendre’a jest dana przez Z2n+l

réwnan
~0 O a ;
X = x +t o X, (sumowane po ad
a
£5.e)
~ a ~a ~ 4\,0_’ a’
L= TX x = P £ = P s x = X
a a a a

gdzie indeksy primowane i nieprimowane nalezg do roziacznych

podzbioréw zbioru <1,2,....n>. Oczywidcie zachodzi tu



;\*Cdzo + ;_d;‘l) = ax” + pax'
L 1
Ogéfniejsze od transformacji Legendre’a s3 transformac je
typd

~0 O

2= XU e p .xD, (S. 32D

f o= flp .x 2. g =g Co.xD, (5. 3bD
] J L b) ) L

gdzie ¢ jest rdzniczkowalng funkcja 2n zmiennych p. ., x . Trans-
1

formacje te s3 nazywane transformacjami w zmiennych p, x (48],

poniewai funkc je ff gjrde zaleza od x°. Jedli zazadad spei-

pienia réwnosci & = dx’ + ffg% = ax® + pﬁb&, to otrzymuje
L

sie nastgpujace warunki na funkcje ¢:

98 . 3g .

9 «'F i =5 .+ f j 0. €s. 4
i j i L ap i ©Op
ax ax i i

W termcdynamice uzyteczne s3 réwniez transformacje z o # 1.
Trywialnym przykladem takiej transformacji jest przejscie od
reprezentacji energetycznej do entropijnej. Przejdcie to nie
jest traktowane w podrecznikach termodynamiki jako element
jakiejs grupy przeksztalceri, chociaz jest to prosta transfor-
macja kontaktowa. Dla n = 2 przejécie to jest dane przez pied

réwnani (dla jednego mola substancjid

1 . ~q

et o = - = o = e P ——
x = s, p, = - - x u, P, - x . EB.SEI
Faktycznie

k*[d;o + ;id;ci] = ds - ._1f du — _i du = =T 4™, CS. 6

Jakobian tej transformacji jest wiec réwny p3 == T A

Przejdziemy obecnie do om&wienia ciagtych transformacji kon-
taktowych. Transformacje tego typu nie byty dotychczas rozwaza-—
ne w tradycyjnej termodynamice Cw przeciwiernistwie do mechanikid
i dlatego dotaczenie tych transformacji stanowl istotne rozsze-

rzenie formalizmu termodynamiki. Niech A oznacza i—-parametrowy
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grupe dyfeomor i zmbw kontaktowych dzialajacych na M, ktérej ele—

menty oznaczymy przez Kl. t €« R'. A okredla na M pole wektorowe

X zgodnie ze wzorem

_d
XM = —— FENm CS.7d

t=0

gdzie f : H—R" jest dowolna funkcja klasy c' na M, m € M, oraz
k m = m. Z definicji (5.7) jest jasne, zZe pola wektorowe Lraktu—
jemy tu jako liniowe operatory rézniczkowe dziatajace na przest-—
rzeni funkcji réznlczkowalnych na M. Pole X bedziemy nazywad in—
fintitezymalng trans formac jq kontaktowq lub kontaktowym polem

wektorowym. Poniewaz zgodnie z definicja przeksztakcenia kontak-—
towego musi zachodzid K *o = ;>e dla pewnej funkcji P, = 0, to

pochodna Liego (43 - 471 rxe formy 8 wzgledem X ma postad

— 3 1 sy - = d i =
c£,@Cmd := lim _t-[xtecno ecm] Sl io RO = T OCm | oo
t—0 3
LZns
k.8 = e T = & | (8.8
X e R L at Pu - i

W szczegdlnosci X bédzie zwigzane ze Scisia transformacja kon-
taktows, jesli

xxe = 0O, (5.9

poniewaz P = 1 implikuje : 0.

TWIERDZENIE 5.1 (42). Zbior Qszysthich wektorowych pédl kon—
taktowych na M tworzy algedbreg Liego.

Dowsd. Niech X 1 Y beda kontaktowymi polami wektorowymi na.

M, dla ktdérych xka =716 1 x}e = o08. Wtedy 2[X.Y}e = [2*.3&]6 =
= fxCael - X&Cre) = kaa = f&r)@. CrX,Yl = XY - YXO. o

TWIERDZENIE S.2 (42]. Kontaktowe pole wektorowe nie mozZe na-—
lezed do dystrybucjt kontaktowe .

Dowdsd. Zatézmy, z2e kontaktowe pole wektorowe X nalezy do dys-—
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kontaktowej D. Wtedy xxe = ixde + JdCU ., 8) = ixda = 16,

gdzie ix“ oznacza iloczyn wewngtrzny (zwgzZenie, kontrakcj&d po-

A wek torowego X z formz w. Niech Y bedzie jakimkolwiek polem
wek torowym Cniekonieczrie kontaktowym) nalezacym do D. Wtedy

e R e iYCideD = iY(réD = T iYG = 0. R&wnodé ta jednak na-

rusz; podstawowy warunek €3.4), poniewaz implikuje ona, ze JdJ

jest zdegenerowana na D. Zatem zalozenie, ze X nalezy do D byio

f‘al szywe. a
Oprécz dystrybucji kontaktowej D forma 8 generuje na M kom—

plementarﬁa jednowymiarowa dystrybucje, ktbrq najwygodniej jest
zadad& przy pomocy tzw.  charakterystycznego pola wektorowego &

DEFINICJA S.2. Charakterystycznym polem.wektorowym na M na-

zywa Si€ pole wektorowe { taktie, 2e

ifde = 0, ife = 6CEd = 1. €5.,.100
Pierwsze réwnanie (S5.100 okre<la kierunek wektoréw £, nato-
miast drugie réwnanie jest mniej wazne 1 okre£la jedynie norma-—
l1izacje wektordw { wzgledem danej formy €. We wspéirzednych kon—
taktowych C3.6d ¢ ma postacd

B e ¢5.11)

ax°

Pole wektorowe I generuje Scisia transformacje kontaktowa, po—
niewaz na mocy ogdlnej wkasnogci pochodnej Liego xx = dix + ixd
otrzymujemy

2.6 = dC¢,8) + ijdg =0, €S.12)
g g g

Na rozmaitogci symplektycznej kazda rzeczywista funkcja H
CHamiltonian) generuje symplektyczne Chamil tonowskie) pole wek-—

torowe XH przy pomocy wzoru

i, y = - oH, (5.13

gdzie y jest forma symplektyczngi.
Na rozmaltodci kontaktowej CM,6) réwniez istnieje mozliwosdc
skonstruowania kontaktowego pola wektorowego Xf odpowi ada jacego
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dowolnej funkcji f : M—sR', ktéra mozna by nazwad odpowiednio

hami l tonianem kontaktowym. Doslowne przeniesienie definicji ty-

pu (5.13) nie jest Jednak mozliwe, poniewazZz na H™' nie istnie-

je zadna niezdegenerowana 2—-forma i tym samym nie istnieje zaden

naturalny izomorfizm miedzy TH i T*H. Gdyby przyjac formalnie

definicje¢ ix de = — df. uzupelniona np. przez réwnanie ix e = F,
f f

gdzie £ jest pewna nowa funkcja na okredlona przez f i 6, to

definicja ta bylaby w sprzecznosci z warunkiem Zx 6 = T8. Mia-
f

nowicie ¥, 6 = t, d8 + d i. el = - df + dfF = dC—f+F) jest réz-
Xf Xf Xf

niczka zupeinz funkcji F—f i nie moze by< proporcjonalne do 8.
Dla podania poprawne definicji pola kontaktowego Xf potrak-—

tujemy wrt jako 1-wymiarowy wiazke widknista o wiédknach danych
przez krzywe catkowe pola &, a € potraktujemy jako forme konek-—
sji na tej wiqzce {44, SO, S54-561. Zgodnie z terminologia uzywa-—
na w teorii koneks ji hiperplaszczyzny kontaktowe mozZemy nazywad
hiperptaszczyznami horyzontalnymi Niech X bedzie dowolnym wek-—
torem stycznym do M zaczeplonym w punkcie m € M. Przez vX ozna-—

czmy wertykalng czedé tego wektora dana réwnaniem
vX = 6CXd¢., (S.14D
natomiast przez AX oznaczmy czesé horyzontalna dana rdéwnaniem
ARX = X — vX. €8.153
Jest oczywiste, ze AX nalezy do dystrybucji kontaktowej Chory-—

zontalnej), poniewaz SChRX) = 6CX> — 6tXd> = O. Je<£li wektor X
we wspdirzednych kontaktowych (3.6 ma ogélna postad

£.
x ve ] L a % xx a. g C5.16)
o ap 1

ax i ax

‘Lo czedé wertykalna i horyzéntalna maja wtedy odpowiednio postad

o .
v = [x" + p,Xxj °_ €S.172)
| T (o)
l ax
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x a pi a x a
+

6xo dpL ax.L

€S.17bd

T, ﬁgx

DEFINICJA 5.3. Niech f bedzie dowolnq roézniczkowalng funkcjq

et a X dowolnym polem wektorowym na M. Rézniczke kowarilantng
n Al

of /unkcji f wzgledem koneksjt € defintujemy wzorem (54]

CDCXd = DFCXD = dfChXD. (5.18d

We wspékrzednych kontaktowych C3.6) Df ma postad

o -
Df = 21 dp. + —*£? = p_-—gi— dx". (5.19D
op L i i 4 o

i ax ax

TWIERDZENIE S5.3. Pomiedzy Df ¢ df zachodzi nastepujqcy
zwigzek
Df = df - CZfo8e. : c5.200

Dowdd. Poniewaz DfCX) jest liniowe w X, to wystarczy spraw-
dzi& €(5.20) dla AX i vX. Dla AX mamy DfFCRO = dfCﬂX) = dfChXd +
- CEPECRXD, poniewaz ostatni czion jest réwny zero. Dla skta-
dowej wertykalnej vX lewa strona C5.20) daje DfCvXd = O. Prawa
strona réwniez daje zero, poniewaz sktadowa wertykalna moZna
wyrazidc w postaci vK = gf, gdzie g jest pewna funkcja na M
i wtedy dfCuXd - CZfIeCvXd = dfC(gld - CEHeCgEd = g&f — 88f =

Na podstawie (5.19) lub (S5.200 tatwo pokazad, ze

DCf + & = Df + Dg. DCfgd = gDf + fDg. ¢s. 210

R&zZniczke kowariantnq Df wykorzystamy obecnie do definicji
waznego pola wektorowego na M Ci jego skladowej horyzontalneJ)

DEFINICJA S.4. Kontaktowym polem wektorowym na M odpowiada—
Jacym funkcji f Ckontaktowemu Hamil tontanowl f) nazywamy pole

X  okreglone rdwnantiami

f

i, dé = — Df. t, € = f. cs.220

Zauwazmy, ze pierwsze réwnanie jest odpowiednikiem relacji

definiujacej pole hamiltonowskie na rozmaitodci symplektyczne]
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z zamiana zwykle] r&zniczki na rézniczke kowaritantna. Drugie
réownanie (5.22) jest konieczne Z powodu degeneracji 2-formy df.
Z definicji tej jest oczywiste, Ze réwnania (5.22) definiuja

odpowiednio skiadowa horyzontalna i wertykalng Xf. Dla wygody

skl adowa horyzontalna hxf pola Xf oznaczymy przez if' Formalnie

¥  mozna by zdefiniowad wzor ami

i a8 = — Df, ii e = 0. (5.232

F f
We wspdlrzednych kontaktowych otrzymujemy

X

Ky = [f - P 2 ]—gg'+ [p. afo - af.] a2 5.2
* 3p 7 9x Y oax ax' op, 3p. ax"
L8
- api ax Y oax ax" 8pt -8pi ax"

Widac stad Cjak i z C5.22) i (5.230), 2e X pokrywa sig = i}

na 2n—wymiarowej podrozmaitoéci.deO).
Pole Xf zostalo nazwane polem kontaktowym, ale z definicji
(S.22) nie jest bynajmniej oczywiste, Ze xf jest polem kontak-—

towym. Udowodnimy wiec nastegpujace twierdzenie.
TWIERDZENIE 5.4. Pole wektorowe Xf spéfnia warunek

ZX 8 = CEfB, Jjest wiec generatorem trans formac jt kontaktowe Jj.
f

Xy

= cgpe. ' o

Dowsd. £, 6 = d[ix e] « iy, do = af - Df = df = df + XN =
% f v

Pole X  nie generuje transformacji kontaktowej, poniewaz ff

f
nalezy do dystrybucji kontaktowej Ctwierdzenie 5.2). Widad to

réwniez z réwnodci £ 6 = iy d8 + dli= el = -pf = —af + C£f26,
o D Xy

ktéra pokazuje, ze xﬁ-e nie jest proporcjonalne do 6.
-4

Latwo zauwazyd, zZe
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X = 73 dalias }C‘r. Xa = af Ca = stalad, )(1 = E. <8, 260

'a'

wza jemne relacje pomiedzy polami wektorowymi xf. xf i & s
pr,edstawione dodatkowo na ponizZzszym rysunku

-

UWAGA 1. Podana w tej pracy konstrukcja pola kontaktowego Xf |
jest inna niz konstrukcje spotykane w literaturze. Na przykitad
Arnold (341 konstruuje pole Xf przy pomocy symplektyzacji
wngciowej rozmaitofci kontaktowej fﬁ“ﬂ’i hamiltoniandéw jedno—
rodnych na tej C2n+2) -wymiarowej symplektyzacji, czyli stosuje
definicje €5.13). Inna konstrukcja, opisana miedzy innymi przez

Kobayasﬁiego (571 oparta jest o relacje x& 6 = 1t Cpor. (S.8)).
f

Jeszcze inna definicje podaje Hurt (58]. Konstrukcja podana w
tej pracy, w pordéwnaniu do wszystkich innychf ma bardziej geo-—
metryczny i intuicyjny charakter i ulatwia badanie wiasnosci

pél kontaktowych oraz dowodzenie réznych twierdzen.

UWAGA 2. Pole hamiltonowskie XH uzywane w mechanice jest
styczne do powierzchni statych enefgii H = const., poniewaz
dHCXH) = —[LXHr]CXH) = —YCXH.XH) = Q. Pole kontaktowe Xf nie
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pos1ada tej wlasnogci. Jak pokazuje nastegpne twierdzenie, Xf
jest w ogdlnymn przypadku styczne tylko do jednej powierzchni

rodziny f = const.. mianowicie do powierzchni. na ktére

g

{ = 0.

TWIERDZENIE S5.5. Sposrad wszystkich hiperpowierzchni, na RULS-

rych f jest stala, Xf jest styczne tylko do hiperpowierzchni
fiCO). Dla f spelniajacych warunek £f = 0, pole Xf Jjest stycz-—

ne do wszystRich hiperpowlerzchni [ = const. Pole ;f jest sty-—

czne do wszystRich hiperpowterzchnt f = const.

Dowsd. Na mocy definicji Xf i rézniczki kowariantnej mamy

0o = dGCXf,Xf) = (ixfde)CXfJ = -DfCXf) = —dfCXf) . Cff)eCXf).

Jednakze GCXf) ol O Lylko na fd%ID i odpowiednio dfCXf)‘= O

tylko na {ﬂCOD. Oznacza to, ze Xf jest styczne tylko do hiper—

powierzchni f 'C0). Dla szczegSlnych funkeji f. dla ktérych
Ef = O zawsze zachodzi dfCXfJ = 0, zatem )()r jest w tym wypadku

styczne do wszystkich powierzchni f = const. Powtérzenie powyzZ-—

szego rachunku dla Xf daje dj(i}) = 0, czyli i} jest styczne do

powierzchni f = const. a

TWIERDZENIE S.6. Pola Xf i Xf posiadajq nastepujace wlasnosci;

Ca — statad,

2> X_ = af. X, e X, =0

B)  X_, = X i—_f = —T('f’

o)t Ky gom Xt X X g™ Xp * X_.

. M S L e 85, i}g = fi? 4 gf}, Cs.27
e X f = &S X f = 0.

£ Xff" = nf -Ef.

Dowod. Udowodnimy'jedynie~w&asnoéci d i e. Rozwazmy w tym
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el pole wektorowe Y = f)(g 2 g}(f - f8f oraz dowolne pole wek-—

torowe Z. Wtedy &CYD fecxg) + g6CX D - fgOC¥D = f& oraz

f

deCY. D = 18X D + g-doCX D - fg-dECt,D =

£
= —f-DgCZD - g DfCD = -DCfgdCD. Dzieki dowolnogci Z mamy
y = ng » €O dowodzi pierwszej wlasnoscli d). Analogicznie poste-—
pujac mozemy dowiesc drugiej réwnogci d). Dla dowodu wrasnogci

f X

e) rozwazmy .t’x (GCX )] =¥, f = Xff. Jednakze z komutowania po-
f ¥

chodnej Liego z kontrékch mamy £ eCX D}l = ¥, 8jcx > +
Xf f & xf f

e[xxfxf] = CZex D + e[cx),.xfj] = f-£f. Wiasnos¢ f) wynika

bezposrednioc z ed. u]

Zauwazmy, Ze twierdzenie 5.5. wynika wprost z wlasnogci e).

W wigkszosci rozwazanych dalej przyktadéw uklady termodyna-
miczne bgeda reprezentowane przez podrozmaitodci Legendre’a
zawarte w podrozmaitogciach deO). Z tego wzgledu uzyteczne
bedzie ponizZzsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 5.7. Niech ¥ bedzie podrozmailtogciq Legendre’a
polozong calkowicie na hAilperpowierzchni f—1CO). Witedy )("r Jest
styczne do F.

Dowod. Oznaczmy przez Xi,. 5 ,Xh n niezaleznych p&l wektoro-
wych stycznych do f_iCO) i jednoczednie stycznych deo #. Oznacza
to., ze Xi,.. : ,Xh speiniaja na f_1CO) nastepujgace rdéwnania:
afcxy) =.0, GCX_L) = 0, dGCX_L,X‘) = O.

L J

Wystarczy pokazad, ze ){f Jest w kazdym punkcie f_1COD liniowa

kombinac jg wektordéw X:’ s o, o -Fakiyeznlie
n

e B A5 o Yt S 2 L por <
dBCX X [foae]cxi) DFCXD dfCXD + CEfOECXD = 0
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sia @ LOD, Zatem K.o= a X ms Foe) 1 Lgym Samym X  Jjest styc

f IIY f

. B - - . .
oz do S o f COI <a =4 pewnval Tunkejami na rO . u)
\

Przedstawiong teori-z pdl welk torowych Xi zastosujemy obecnie
dla hilhu szczegdélnych postaci funbcil f dla ukladdw gazowych.
Obliczenia zostana przeprowadzone dla 7-wymiarowe) rozmaitosci

rontaktowej (HM.8) z forma kontaktowq postaci

@ = duy - TdS + PdV — udN. €5, 28

tzn.. ze za wspdlrzedne kontaktowe wybierzemy teraz parametry

ekstensywne (a nie gestosci) i parametry intensywne:

€5, 292

Obliczenia X{ i krzywych catkowych pdl Xf sa stosunkowo proste

dla gazu idealnego. Dla dowolnych gazéw obliczenie Xf jest zaw—
sze mozliwe Crézniczkowanie funkcji fJ). natomiast obliczenie
krzywych calkowych mozZe by<¢ bardzo skomplikowane Ccatkowanie
uktadu réwnaﬁ_réiniczkowych zwyczajnychd.

Dla kazdego ukladu jednorodnego jest speinione réwnanie

U =TS — PV + uN. CS. 30

Dla gazu idealnego zachodza ponadto rdéwnania

3/2 -5/2
N U V (N
S~—E§+NRln[[g] ![ﬂ] ] CS.312)
_ 3 _ _ s _, _ S
U = 5 NRT, PV = NRT, 9 T[——a— R T] C5.31bD

gdzie R jest staly gazowa., a podkredlone litery oznaczaja odpo—
wiednio ilodd moli, energie wewnetrzna i objetosd stanu odnie-—
sienia. R&wnanie (S5.312) nosi nazweg relacjt fundamentalpej gazu
idealnego w reprezentacji entropi jnej, natomiast C(S.31bd> s3 row-—
naniamt stanu w te]j reprezentacji C€cidle biorac, w réwnaniu na
¢ nalezaloby zamiast S wstawic wyrazenie (S.31ad). Cztery réwna-
nia (S.31) wyznaczaja jedny z rozmaitodci Legendre’a rdéwnania
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g = O, rozmaitosd reprezentujacy gaz idealny.

PRZYKLELAD S.1. Niech

f€-) = U -~ g NRT . CS. 323

wtedy zgodnie z (S5.24) oerymujemy'

- 3 3 3 3 3 . a

to znaczy, Ze uogdlnione rdéwnania ruchu maja postad

U o= U, T =T, P = p, O o= u - g RT,
- (S.34)

S = g NR, v = 0, N = O.

Kropka oznacza pochodna wzgledem pewnego parametru ¢ — w tym
przyktadzie bezwymiarowego - parametryzujacego krzywe catkowe
pola Xf Czobacz (S.73). Krzywe te maja postad

= _ u e
L= U;e 3 T = Toe . P = Poe $ H = pe = RT e ¢,

s = So * g N;Rt. L V=V, N =N, €S. 38
gdzie U; = U t=0D itd. Réwnanie dla ¢ zostato scatkowane z wy-—
korzystaniem rela?ji C5.30). Wida<¢, ze Xf indukuje tutaj proces
izochoryczny na hiperpowierzchni N = Ngj= const. Proces ten na-
lezy traktowad jako proces réwnowagowy — w kazdej *chwili ¢
uktad jest w stanie rdéwnowagi. Dla odwrécenia kierunku procesu
naleéy wzigd funkcjg¢ —f (por. (5.27bd). Na podstawie réwnan
C(5.31) jest oczywiste, Ze ¥ reprezentujaca gaz idéalny lezy na

hiperpowierzchni f 'CO). Zatem dzieki twierdzeniom 5.5 i 5.7

Xf jest styczne do F, co oznacza, Ze Zzaden punkt polozZzony na ~*
nie opusci tej podrozmaitodci pod wplywem strumienia indukowa-—
nego przez funkcjeg (S5.32). Wszystkie réwnania charaktéryzujgce

gaz doskonalty powinny byd¢ wiec zachowane.Istotnie

U-TS + PV — uN = fu - TS + PV -uN ]e‘ = 0,
O O O O O o O

PV — NRT = [P

vV - N RT ]e‘ = 0, CS. 38
o O O [e]



S O e t
T = (,uo ~ .= RT + 7 70]'3 = Q

«

P4 RV

u—g-RT*'

.
-

podobnie dlia €5.3La). XI( jest generatorem tarnsformacji kon-

aktowej. poniewaz fo g = (rpre = a.

!
PRZYKLAD S5.2. Dla
fE-3 = PY = NRT (5. 371
Strzymujemy
a 3 a3 a
£ P s E— ot W s C
Xf P 30 RT o, + NR 32 + 3 ° {S. 38D
o ZNnaczZy
-7 =N=0, ©P=-P, p=-RL. S = NR, V =V. (5.39
Krzyﬁe catkowe tego pola maja postad
= = = -t F— —
U = Uo’ T To. P Poe - o H RTOt,
(S. 400
s =5 + NRt, v =v.et. N =N.
o o o o

Ponownie z (5.31D wynika, ze F reprezentujaca gaz idealny lezy

na hiperpowierzchni fACO)- Ponownie wigc Xf jest styczne do *
i tatwo sprawdzid, zZe wszystkie réwnania opisujace gaz idealny
sa zachowywane. Krzywe calkowe (S. 40> opisuja proces izotermi—
cz§o-izoenergetyczny na podrozmaitoéci N = NQ = const. Xf dane
przez (S.38) opisuje $ciska transformacje kontaktowz, poniewaz

£, 6 = 0.
X
f

PRZYKLAD 5.3. Dla

£C 3= Wiy PV 5. 41

pole Xf ma skladowe

(S. 425

"
0
3
e
!
ol 0
i
zZ
I
©

Krzywe calkowe pola xf maja tu postac
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¢ T = T P =P =
U=er’ Oe oe e 'uoe'
C(5.43D
s =S v =y e W2 N = N
) o o

Ponownie.f reprezentujaca gaz idealny nalezy do hiperpowierz-

-9 Y - . . A

e f C0) 1 odpowiednio X/ Jest styczne do . Krzywe calkowe
¢5.43) sa adiabatami poloZzonymi na hiperpowierzchni N = N .
- o

Fnowu tatwo jest sprawdzid, ze Xf Zzachowuje réwnania charakte-—

cyzujace gaz doskonaty. Typowe réwnania dla adiabat s takze
spetnione, bowiem

5

_ 3 _ ' o : ; =
PVY = PoVoexp[[ = = y]t] = POV0 s jesli py = CS. 44>

W

Dla gazu idealnego rzeczywiscie p = Cp/tv = g .

w przytoczonych dotychczas przykladach funkcje f byty zwia-—
zane z réwnaniami stanu (5.31b). ¥ kolejnym przykladzie funkcja
f bedzie zwijzana z relacja fundamentalng (5.312a).

PRZYKLAD S.4. Niech

s/2 -5/2
N U v N
Sktadowe pola Xf majg teraz postad
2 15 _ 3NRT = _ NR _ 3NRP L o T
u=Fsf, 7.=1 —=7 P—V > ° S =V =N 0.
CS. 46D

372 -S/2
SIS Gicsio T CBNR U vV (N
#HeE =t g=" 7z H Rl“[[g] () ]

Pole X  jest teraz bardzo skomplikowane na catej przestrzeni

7
s bezpodrednio mozemy scatkowad tylko trzy réwnania, ktoé-—-
re daja

5 =8 , v =V , N =N_. CS. 47D
o o o

JednakZze na hiperpowierzchni‘deOD réwnania €(S.46) sie uprasz-—

czaja, poniewaz wtedy U= f = 0 i odpowiednio
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U=u Cna f 'COdD. ' (5. 48D

Dzieki C5.47) i (5.48> pozostale réwnania (S5.46) sz juz tatwe

do scalkowania. Zauwazmy jednak, Zze na powierzchni ¥ < fﬂ(O)
reprezentujacej gaz idealny réwnania te upraszczaja sig jeszcze

bardziej., mianowicie dzieki (S.31D otrzymujemy

=0, P =0, g = O. C5. 49D

Cecha szczegdlna pola Xf dla funkcji (5.45) jest wigc warunek

-1
X e = O C ¥ < f'cod, C5.50)

co oznacza, ze punkty potozZzone na tej powierzchni nie ulegaja

przemieszczeniu.

PRZYKLAD S.5. Interesujacym przypadkiem jest transformacja

generowana przez funkcje
f=x°+p,‘xi=U—TS+PV—yN. CS. 51D

Sktadowe pola Xf maja teraz postad

> o -

U =0, T =P =p=0, S =5, v =V, N =N, Cs.82

za24 krzywe calkowe tego pola s3 dane przez

CS.52)
u=uet, gi=.5.e", v =ve', N=Ne".
Parametry intensywne s3 zachowane, natomiast wszystkie paramet-
ry ekstensywne rosng o ten sam czynnik et- Fizycznie odpowiada

to jednorodnemu powigkszaniu ukladu o czynnik et. Wszystkie réw—

nania opisujace gaz idealny s3 zachowywane, poniewaz ¥ dla gazu

idealnego nalezy do f "COD.

W przyktadach S.1 - 5.4 mozna by od samego poczatku trakto—
wad N jako stalgy N; i rozwazaé tylko pieciowymiarowy przestrzen
zmiennych U, T, P, $ i V. Podstawowe wlasnogci pdél xf sa wtedy

S0



Lakie same 1 réwnania (5.31a) i dwa pierwsze rdéwnania (S.31b) sa

achOWY”a“e' Co prawda nie mozna wtedy nic powiedzied o rdéwna-—

Z
Wi ¢5.30) i réwnaniu na u, poniewaz nabierajz one znaczenia

n
jopiero po uwzglednieniu zmiennosci N. W przykltadzie 5.5 tylko

[

wziecie wszystkich siedmiu zmiennych termodynamicznych daje pro-

sta interpretacje Xf Jako skalowanie ukladu. Gdyby wzigd skré-

A funkcjg f' = U - TS + PV, to réwnania opisujace gaz dosko-—
haly nie byl yby zachowywane i Xf nie mozna by zinterpretowad ja-

Ko zmiany wielkosci ukitadu.

wspélna cecha dotychczasowych przykladéw bylo to, ze rozmai-

Losd Legendre’a J reprezentujaca gaz idealny nalezata do hiper-

powierzchni fﬁ1(0). Zgodnie z twierdzeniami S.5 i 5.7 pola Xf
byty zatem styczne do JF. Powierzchnia ¥ nie ulegala wiec zmia-—
nie pod wptywem tych p&l i wszystkie relacje charakterystyczne
dla gazu idealnego byity zachowane. Procedure te moZna by powtds—
rzyé dla modeli gazdw rzeczywistych wybierajac za f relacje cha-
rakterystyczne dla tych modeli Codpowiedniki rdéwnan (S.31D).
Mozna oczekiwad, Ze obliczenia bylyby bardziej skomplikowane.

Inna klasg¢ przykladéw stéﬁowilyby np. transformacje generowane
przez funkcje takie, ze ¥ c f-‘Cl); dla gazu idealnego mozZzna by

wziad fC-d = ‘Rg;_' itp. Cpor. réwnania (S5.31D).

¥ kolejnych przyktadach rozwazymy funkcje f, dla ktérych Xf
przeprowadza J reprezentujaca gaz idealny w inng powierzchnie
bedgca rozwigzaniem réwnania 6 = O. Sprawa otwartay jest kwestia
czy te nowe powierzchnie, nowe rozwigzania réwnania € = 0, odpo-

wiadaja jakims rzeczywistym lub modelowym ukitadom termodynamicz-

nym.
PRZYKLAD S.6. Dla funkcji
“fC-) = bP, C(5.54)

gdzie & jest dowolna nieujemna statgy, na sktadowe pola Xf ot~
rZymujemy

S1



O=1T=FP=4=5=N=0, v o= b. CS.55)

Odpowiednio wigc wszystkie wielkosci s3 zachowywane, za wyjat-
kiem objetodci, ktdéra zmienia sie zgodnie z réwnaniem

v = Vo + b, (S.56)
Jedli podstawid rozwiazania réwnari (5.355) do réwnania stanu

gazu idealnego POVO = N;RTO. to otrzymamy nowe réwnanie stanu

PCV +~ bt) = NRT, ktére nie jest ré&wnaniem stanu gazu idealnego,
Dla nieduzych wartosci t wyglada to jak przejdcie od powierz-
chni gazu idealnego do powierzchni gazu twérdych kul, w ktérym
uwzgl edniono skoticzong objetodé pojedynczych molekul Créwna

bt /N>, a poza tym zachowuje sie on jak gaz idealny. Dla uk tad&y
fizycznych powinno by< bt «'VO. Zauwazmy, Ze Xf jest s£yczne

do powierzchni P = O. Gdyby istniat uktad majacy P = O jako
jedno z réwnanh stanu, to strumieni zwigzany 2z Xf mozna by trakto-
wad jako proces réwnowagowy dla tego ukiladu.

PRZYKLAD S.7. Dla funkcji

fC-d = - —— a> O C5.57
\%
pole }'()r ma sktladowe
yo-, P, Fep=3-V-=k-o (s
» .

i odpowiednio wszystkie wielkogeci sz zachowywane Za wyjatkiem

energii wewnetrznej i cidnienia, dla ktérych

a a

u=4y - — t, p =L - —t. ’ CS. 59D
o Vv o] o
: fe] V °

Parametr t jest tutaj formalnie ograniczony warunkami Uu> 0O

i P> O Cnie rozpatrujemy tu uktadéw o ujemnych ciénieniach).

W tym przykladzie strumied fazowy przeprowadza rozmai tosé Legen-
dre’'a gazu doskonatego w rozmaitos<¢ Legendre'a reprezentujacy
inny uklad. Rozwiazania réwnani (5.58) pokazuja. #e chodzi

tu o ukiad czasﬂek punktowych, pomigdzy ktSrymi istnieja sity

przyciagania modyfikujace energie wewnetrzng i cidnienie gazu.
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PRzYKbAD 5.8. Obecny przyklad jest “suma™ dwdch poprzednich

Przyk}adéw. Dl a

fC-d = bP - . a> 0. b> 0, CS. 60D
oL{"Z}’“‘uJ‘ emy
- a 4 - . - -
= —.{;-, p = - , Vv =b, T =p=5=N-=0. (5.61)
z
4
Krzywe caltkowe pola Kf ma jg teraz postacd
a VO ol t
= - l » = = - =
1N R % r=7I,., F=F ~pveso °
) o o
£5. 625
u = uo. S = 50. Vv = V0+bt. N = Nﬁ'

Jest oczywiste, Ze strumienn generowany przez )()r nie zachowuje

_6wnafi stanu gazu idealnego. Np. réwnanie PV = NRT dzieki

¢5.62) przechodzi w réwnanie

-

ktére dla ¢ = 1 przypomina réwnanie van der Waalsa. Podobnie

> 53 .
r&éwnanle U; = = N6RTO przechodzi w réwnanie
a v-bt _ 3
U E-ln-—v—— = = NRT, (5.64

podczs gdy trzecie réwnanie stanu jest zachowane, gdy wyrazimy

je przez S, tzn. C(patrz €S.31 3D

s _ 5 5 ’
H N = NRT_ + T, S, < N - 5 NRT + TS = O. CS.65)

Faktycznie - jak juz to byto wspomniane wczegniej — w tym réw—
naniu stanu nalezatoby So zastapi<é wyrazeniem (5.312D Cdopisu-
jac w odpowiednich miejscach indeks 0) i wtedy to réwnanie
stanu réwniez zmieniloby swojz ppsggéL

Wnioski wynikajace z tego przyktadu mozna podsumowad naste-
pujaco: jesli zaldiyé. 2e stan Cpunkt) poczatkowy znajdowal si¢

na powierzchni J gazu idealnego. to strumient na M indukowany
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przez Xf przeprowadza go w stan na powierzchni reprezentujace]
uktad podobny do gazu van der Waalsa. Oczywiscie X{ nie mozna

w tym przypadku interpretowad jako generatora procésu ter mody—
namicznego.

Istotna cechg pola Xf jest to. zZe okredla ono zmiany WSZysS-—
tkich parametrdéw termodynamicznych, a zatem okredla zmiany
wszystkich relacji charakteryzujacych uktad termodynamiczny.
Na przyktad dziegki (S.31ad) i (5.62) mozemy otrzymad relacje
fundamentalng dla tego nowego gazdu. W reprezentacji entropi j-—

nej ma ona postacd

U - a 9% V-bt 32 -5/2
R | , 1) V v-bt N
s = —E s ®.NE in O v N ,(S. 66D

gdzie U, V i N ustalaja jednostki dla U, V i N. To ostatnie
réwnanie jest istotnym osiagnigciem rozwi janej tu teorii. Gaz
idealny jest jednym z niewielu uktadéw, dla ktérych posiadamy
peina informacje termodynamicznij. Dla innych uktaddw posiadamy
zazwyczaj tylko czesciowy informacje w postaci jednego lub dwéch
réwnarh stanu, ale nie znamy relacji fundamentalnej. Ten przyk-
tad pokazuje jak otrzymad peing informacje dla ukltadu typu gazu
van der Waalsa poprzez deformacje rozmaitosci reprezentujace]
gaz idealny. Faktycznie otrzymalidmy tutaj 1 -parametrows rodzi-
ne gazow rzeczywistych dla t > O Cfizyczne ograniczenie na t ma
postad V-bt > 0>. Produktem ubocznym jest tu obserwacja, ze w od-
powiadajacych sobie stanach, tzn. W stanach potozonych na tej sa-
mej krzywej caltkowej, numeryczne wartog€ni entropii dia gazu ide-
alnego i gazu typu van der Waalsa sz takie same, S = Sﬁ' Ozpacza
to, ze skoficzone rozmiary molekul gazu i wzajemne oddziatywania
molekui wywoiuja zmiany objetogci, cidnienia i energii wewng¢—
trznej gazu, ale nie zmieniéjé jégo entropii Cjak réwniez wsiy—
stkich pozostatych parametrowd. Ze statystycznego punktu widze-
nia oznacza to, Ze 1iczba mikroskopowo dostepnych stanéw nie

ulega zmianie wzdiuz jednej trajektorii pola (S5.610.

Procedure przedstawiona w trzech ostatnich przyktadach moZna

ogélnie scharakteryzowad w nastepujacy sposdb. Wszystkim ukla-
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dom termodynamiczaym o tej samej liczbie stopni swobody tego

camego rodzaju przypisujemy tg¢ sami termodynamiczna przestrzen

fazowa (H,8). Poszczegdlne ukltady s wtedy reprezentowane w M
przez rézne podrozmaitogci Legendre’a formy 8. Grupa transfor-
macji kontaktowych, ktéra jest grupa tranzylywna, pozwala na
odwzorowanie (deformacj¢) jednej rozmaitodci Legendre’a w inna.
Fizycznie oznacza Lo przeksztalcenie relacji opisujacych jeden
uk¥ad na relacje opisujace inny ukltad. Technika ta jest znana
w teorii rdéwnan rézniczkowych czastkowych, dla ktérych przes-—
trzenie kontaktowe réznych rzeddw graja podstawows role. Dla
r&wnan pierwszego rzedu naturalnym obiektem jest przestrzen

1 -dzetdSw ze struktura kontaktowz opisang w rozdz. 2 i 3. Uklad
dwédch réwnan

FCx®, p,xD = O, 8 =ax® + pdx =0 5.67

CF : J’"CR“.R‘)—)R1 i speinia ogélne zaltozenia wymagane w teorii
réwnan rézniczkowych czastkowych) na tej przestrzeni jest réwno-
wazny jednemu réwnaniu rézZniczkowemu w tradycyjnym sensie.

Dowolne inne réwnanie rézZniczkowe pierwszego rzedu

&x®, p. XD = O, 6 = ax’ + pax =0 (5. 68
mozna rozwiazaé albo bezposrednio, albo rozwiazadc przy pomocy
r&éwnania (5.67), je€li znajdziemy transformacjg kontaktows odwzo-—
rowujaca réwnanie (S.670 w réwnanie €S.68) i tym samym odwzoro-
wujaca rozwiazania réwnania (5.67) w rozwiazania rdéwnania (5.68).
W zagadnieniach praktycznych znalezienie takiej transformacji
moze byd bardzo trudne, lub w ogéle niewykonalne. Tym niemniej
istotna jest mozliwodé otrzymania w zasadzie nieskoficzonej licz-
by réwnath rézniczkowych czastkowych i ich rozwigzang dziarajac
transformacjami kontaktowymi na dane réwnanie rézZniczkowe o zna-—
nym rozwiazaniu. Technika ta okazata sie szczegdlnie uzyteczna
w teorii solitonéw. W matematyce technika ta nazywa si¢ metoday

izowektorowa (59].

UWAGA 3. Xf £=0 pokrywa sie z charakterystycznym polem



wektorowym Cauchy'ego dla czastkowego réwnania rézni czkowego
O i o L - ; !
fCx .p.xd) =0, @& = dx~ + pdx = 0. Wydaje sigq. ze fakt ten l

L L |

uchodzil uwadze matematykdw. Np. w ksiazce Arnolda [(34] po kon-
strukcji pola kontaktowego Cw inny sposéb niz tutajd), autor

w catkiem niezalezny sposdb konstruuje pole kierunkdw charakte-

rystycznych Cauchy’ ego.

Omawiane w tym i w kilku dalszych rozdziatach przeksztatcenia
kontaktowe dotycza przestrzeni J%R",R"YD i z definicji zachowuja
dystrybucje¢ kontaktowa dana tylko jednym réwnaniem 8 = 0. Na pod-

stawie rozdz. 2 wiadomo, ze wyzsze przestrzenie dzet ow JkCRﬁ.Rm)
posiadaja uogélnione struktury kontaktowe zadawane przez uktady :

form Pfaffa (2.13>, lub ogdlniej, przez dystrybucjg¢ Cartana.

Odpowiedni kami przeksztalcen kontaktowych (przestrzeni JYCR™.RDY

na przestrzeniach J*CRh,Rm) sa przeksztalcenia zachowujace dys-—
trybucje Caréana. W od;éinieniu od zwyklych przeksztalcenn kon-—
taktowych (dla k=1J) nazywa sie je przeksztalcentamnt stycznoscto—
wymi rzedu k. Podstawowy rezultat dotyczacy przeksztatceri stycz-
nodciowych rzedu k, dla k < ®, jest zawarty w twierdzeniu Bick— .
lunda, ktére przytoczymy tu za Ibragimovem [941.

TWIERDZENIE 5.8 (Bicklundad. Kazda grupa przeksztalcerl stycz—
nogciowych rzedu R < © Jest przedluzeniem grupy przeksztalcert:

punktowych przestrzent R" x R", jesli m > 1, oraz grupy porze—
ksztalcern kontaktowych (na J&]fﬂ!f)),'jeSLi m = 1.

Twierdzenie to dostarcza odpowiedzi na pytanie o termodyna-—

micznie dopuszczalne grupy przeksztakcend dziatajacych na rozsze-

rzonych przestrzeniach termodynamicznych .J"< cB ™ R . Przestrzenie
te sa odpowiednimi przestrzeniami dla uprawiania termodynamiki

z wyzszymi pochodnymi. To ogélne twierdzenie dostarcza zatem
odpowiedzi na postawione przez Gilmora [32,33] pytanie o reguly
transformacyjne dla pochodnych wyZzszego rzedu funkcji termodyna-—
micznych.



Liego i cze<dciawe algebry Liego funkcji

5. Algebra
termodynamicznych
Na podstawie twierdzenia S.1 z poprzedniego rozdziaitu wiemy,
3 kontaktowe pola wektorowe na rozmaitosci kontaktowej CM,6D
LworZa podalgebreg Liego w algebrze Liego wszystkich pél wekto-
rowych na M. W takim razie komutator dwédch pél kontaktowych }x"r
i xg bedzie nowym polem kontaktowym odpowiada jacym nowej fun-

kcji otrzymanej z funkcji f i g. Wiasnosc ta pozwala wprowadzicd
strukture algebry Liego w zbiorze funkcji okreglonych na przes-
trzeni kontaktoyej. W poréwnaniu z geometria symplektyczna mamy
jednak sytuacjeimniej jednoznaczng, poniewaz nie istnieje tu
paturalny izomorfizm pomiedzy wiazka styczna i kostycznzy.:
PrzyPomnijmy. Ze na przestrzeni symplektycznej z formy symplek—

tyczna ¥ Za definicje nawiasu Poissona funkcji £ i G . ktérym

odpowiadaja symplektyczne pola wektorowe XF i XG Ctx y = —adf,
F
ix y = —dGJ, moZna przyja¢ jedno z ponizszych wyrazZen
G * Y
CR,6> = YCXF.XG) = —dFCXG) = dG(XFJ = XFG = - XGF =
C6.1>
=¥, 6 =—-X,F = - L FCox) = o GCput xD
Thaa X, de | t=0 ¢ ds|s=0 “-Fs

cati H_ sa strumieniami odpowiadajacymi polom wektorowym KF

i xG' x jest punktem przestrzeni symplektycznejd.Zachodzi réw—

niez

X{F.G} = [XF'XG]' . €c6..82

co wyraZnie $wiadczy o indukowaniu struktury algebry Liego
w zbiorze funkcji na przestrzeni symplektycznej przez algebre
Liego hamiltonowskich pdél wektorowych. |

Na przestrzeni kontaktowej C(¥,8) wyrazenia dBCXf.Xg) oraz
ng prowadza do réznych wynikéw, przy czym Z2adne z nich nie de—
finiuje nawiasu funkcji f i g. ktéry posiadalby wszystkie wias—

nogci nawiasu wprowadzajacego strukture algebry Liego w zbiorze

= T A



funkc ji rézniczkowalnych na M. Poza tym na M mamy pola wek toro—

we ff ., ktére co prawda nie tworza algebry Liego, ale odgrywajj

wazna role w geometrii kontaktowej. Pola gf nie tworza algebry
Liego, poniewaz dystrybucja kontaktowa D nie jest maksymalnie

catkowalna Ctwierdzenie 4.1). MoZna o tym réwniez sieg przekonad

powtarzajac rachunek z dowodu twierdzenia S.1 dlia pdél Xf i Xg.

W geometrii kontaktowej rozwaza si¢ trzy typy nawiaséw, kté-
re definiowane sa na wiele réwnowaznych sposobdéw. W tej pracy

przyjmiemy najprostsze definicje.

DEFINICJA 6.1. Niech (M,8) bedzie rozmaitosciq kontaktowq
{ niech f i g bedq rzeczywistymi rozniczkowalnymi funkcjami na
M. Dla f t g definiujemy:

nawias Poissona

<f.g8>

G[EK + X ]]. 6.3
e )

nawtas Cartana

(f.g1 = )?),Cg::, C6. 45

nawias Lagrange’a (lud Jacobiego)d
Cfeg8d) = XngD. C6.5D

We wsp&irzednych kontaktowych przyjmujiy one postad

3f ag af ag af g 8 a
{f.g¥y = i o g — P hithr i -} .C(6.6D

api ax-L axi api 6x?ﬁ tapi 8x P,
af Jg af dg af dg af dg
(f.g1 = - = - + P = A C6.7
dp. ax'  ax- ‘aép, HHax® ap. ap. 8x°
L L 5 \ 8 1 8
af dg . 8f 8g af dg af dJg ag
<f.8 = ~ = - — t D - + f— . (6.8
Opi ax' ax" 3. Hax® 0pi api ax° ax°




ratwo zauwazyd. ze gdy f i & nie zaleza od xo. to wszystkie te
nawlasy redukuja si¢ do zwyklego nawiasu Poissona znanego z me-—
chaniki. Z definicji (6.3) lub z (6.6) wynikaj3a nastepujace

wlasnogci nawiasu Polssona:

21 .8 = - Lg.fr.

p2. <f.agt+bgz} = a(f.g;) + b{f.gé}. a,b — state.

P3. {?.{g.h}} # {g.{h,f}} + {é.({.g}} = 0, (6.9
P4. <f.8 = X),CgD - L fs.

Nawias Poissona wprowadza wigc strukture algebry Liego w zbiorze
funkcji rézniczkowalnych na M, poniewaz jest on antysymetryczny,
biliniowy i spelnia tozsamosc Jacodbiego P3. Dla nawiasu Cartana

tatwo mozna sprawdzid nastepujace wiasnosci:
€1 (f.g1 = - [g.f].

€e. (f.ag +bg ) = a (f.,g1 +b Uf.g ],

ca. [f,tg.hz] . [g.th.fl] . [h,tf.g]] -

= CEMNLg. Al + CEIA, f1 + CERI(F. g1, C6.10)
A . [f.2] = d6CX XD = d6CX XD,
~ Tadk g8 f g f
cS. (f.g) = fCEQ — gC&f) — <f.8>.

Zamiast tozsamogci Jacobiego zachodzi dla nawiasu Cartana réw-

pno<é C3. Dla nawiasu Lagrange’a wymienmy tylko trzy wlasnosci:

fo1 Cf,8) + Cg,f0> = fCZgd + gllfo.
ie Cf.dgl+bgz) = aCf.gd + & f.8,0, C6.11D
L3. Cfe8d = Cf,8> + gC&fO = (f.6] + fCLgO.
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Tozsamodé Jacobiego nie jest speiniona dla nawiasu Lagrange'a.

Nawilas Poissona ma wigc wszystkie niezbedne wlasnosci P1

- P3

do wprowadzenia struktury algebry Liego W zbiorze funkcji rdédz-

niczkowalnych na M. Nawias Cartana ma tylko dwie takie whasnosci,

a nawias Lagrange’a ,ktéry nie jest nawet antysymetryczny,. tylko

jednay Cbiliniowoddd. Dwa ostatnie nawiasy sa wiegc “uromnymi “

nawiasami w pordéwnaniu do nawiasu Poissona { wprowadza ja

tylko

czedciowe struktury algebr Liego ¥ zbiorze funkcji r&Zniczko—

walnych na #. Tym niemniej, wszystkie te nawiasy sa uzyteczne

w teorii rdéwnani ré&zniczkowych czastkowych pierwszego rzedu

i w termodynamice. Mozna je np. wykorzystad jako kryterium na

to, czy jakag zamiana zmi ennych jest przeksztalceniem kontakto—

wym. Zagadnief tych nie bedziemy tu rozwi jad, a przedstawiony

powyzej material zamiedcilismy jedynie ze wzgledu na pelnosd

opisu.

UWAGA S.1. Na mocy definicji (6.33 ofaz wlasnogci 6CX

£

pola kontaktowego Kf. za definicje nawiasu Poissona mozna by

przyjac réwnosd

X = X _ ,X 1.
<f.g8> f g

C6.12)




7. Fenomenologiczne definicje metryk termodynamicznych

Uwzglednienie struktury kontaktowej termodynamicznej przes-—
trzeni fazowej wystarcza do opisu ograniczen naktadanych na uk -
} ady termodynamiczne przez pierwsze prawo termodynamiki. Drugie
prawo termodynamiki naklada dodatkowe ograniczenia na uklady
termodynamiczne. Uwzglednienie tych ograniczer wymaga wyposaze-
nia TPF w dodatkowa strukture geometrycznia, mianowicie w struk-
ture metryczna. Niniejszy rozdzial ma charakter przegladowy
i stuzy przypomnieniu réznych prdéb Wprowadéenia metryk Rieman-—
na na przestrzeni Gibbsa.}lub na powierzchni termodynamicznej
zanurzonej w tej przestrzeni. Ze wzgledu na badania autora tej
pracy. przedstawiéne w kolejnych rozdziatach, ograniczymy sie

tutaj do konstrukcji Weinholda, Ruppeinera i Gilmora.

W serii pieciu prac w 1975 i 1976 roku F. Weinhold [60] za-
proponowal definicje termodynamicznej metryki Riemanna, ktdra
w skrécie'moina opisaé w nastepujacy sposéb. Rozwaimy C(n+ld-wy-

miarowa przestrzenn Gibbsa R™, w ktérej wprowadzamy kartezjaﬁ—
‘ski uklad wsp&irzednych o osiach oznaczanych odpowiednio przez

energie wewngtrzng Ui n niezaleznych parametréw ekstensywnych

x‘,....Xn. Zbiér standw rozwazanego ukltadu jest wtedy jednoznacz-—

nie wyznaczony przez relacje fundamentalng Cpowierzchnied

U et o 5 O, €7.1)

Pochoedne czastkowe

B = aui , f = dgo s Cl. 29
L

ax

definiuja parametry intensywne sprz¢Zone do odpowiednich XE
Nastepnie Weinhold wpfowadzik pewne abstrakcyjne Cnie zidenty-—
fikowane wyraZnied wektory‘l5%> i <J%| i zdefiniowal ich ilo-

czyn skalarny wzorem -
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IR,

(R [R> = s e
i ax’

Oczywidcie (7.3) jak i pozostale rozwazania Weinholda wymagajjy,
aby przyjad

IR

(R3] = s . <R | = dR = L oax! C7. 4>

g ax’ ax’

(piszac swoje prace Weinhold nie uzywal pojgl wektora stycz-

nego i kostycznego, przestrzeni stycznej i kostycznej itd.).

Iloczyn skalarny (7.3 razem z (7.2) pozwolily Weinholdowi wpro-

wadzi<& tensor metryczny na powierzchni termodynamicznej (7.1,
5 a‘u

g. = <R |R> = - = —_— C7.5
b v ax’ ax" ax’

czyli sktadowe tensora metrycznego sa dane przez drugie pochodne
energii wewnétrznej wzgledem zmiennych X&

Definicje iloczynu skalarnego (7.3) i tensora metrycznego
(7.5) sa poprawne, poniewaz U nie jest dowolna funkcja, lecz
spetnia wymagania naktadane przez prawa termodynamiki. Wymaga-
nia te zapewniaja iloczynowi skalarnemu (7.3) symetrig, dodat-—
nig ockredlonogd i biliniowos<. Symetria
cx3 g.=8. = <R |.R_> = <R |R> c7.6d

ij it Ly FRR
jest zapewniona przez pierwsze prawo termodynamiki <8 = 03,
tzn. przez fakt, Zze U jest funkcja stanu i stad dU jest rdznicz-

ka zupeina, czyli

z 2
Y s S 7.7
ax"* ax!’ ax3lax*
Dodatnia okredglonodd
CIID> <52|J{> >0 C7.8d
L 8

wynika z drugiego prawa termodynamiki, tzn. z obserwacji, ze

w uktadzie zamknietym energia wewnetrzna osiaga minimum przy
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statej entropii. czyli

_%- > Q. C7.9>
ax*
giliniowosd
€1I1] (R JaR. + bR> = a <R [R> + b (R |R> €T .10
i 3] k L j v k
jest oczywista na mocy C7.4> i (7.5).
Wrasnogci I - III gwarantuja zachodzenie nierdwnogci
Schwarza
<R |R>|® < <R |R> <R |R> C7.11)
T J L L J 3]
i nleréwnosci tréjkata
(?;L?} < <Rﬂp&> # <$"LR) C7.12>
8 J L L J J

dla |51> = ]J&) + |5%>.

Wybierajac na rézne sposoby wektory [3&) mozZzemy z C7.11)
i €7.12 otrzymad caly szereg nierdéwnosci termodynamicznych,
ktére mogiyby byé trudne do otrzymania bez uZywania tego forma-—
lizmu. Inna zaleta tego formalizmu jest mozliwodd zastosowania
rachunku tensorowego do wyrazania pochodnych czastkowych rdéZnych
funkcji termodynamicznych przez inne pochodne.

W swoich pracach Weinhold ograniczy: si¢ do jednego stanu
termodynamitznego‘ czyli faktycznie ograniczyl sie¢ do jednej
przestrieni styczﬁej do powierzchni (7.1, ktérej iloczyn ska-
larny €7.3) nadat strukture euklidesowa. Nie prdébowat on obli-—
czad ani odlegtofci dwdédch réﬁnych stanéw termodynamicznych, ani
nie szukal geodezyjnych. Nie obliczal réwniez krzywizny

riemannowskiej powierzchni standw.

W 1979 roku G. Ruppeiner (613 zaproponowal inny typ metryki
termodynamicznej otrzymanej przez wiaczenie teorii fluktuacji
w zbiér aksjomatdw termodynamicznych. Tradycyjnie teoria fluktu-
acji nalezy do fizyki statystycznej. Nie istnieje jednak jakas
naturalna, jednoznaczna i ostra granica pomiedzy fizyka statys-
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tyczng a termodynamika. Linie podzialu trzeba wybrad mniej lub
bardziej arbitralnie i - w zalezZznogci od dokonanego wyboru -
teoria fluktuacji nalezy do fizyki statystycznej lub do termo-
dynamiki. W swych rozwazaniach Ruppeiner opart sig¢ na termody-
namicznej teorii fluktuacji { o wzér Einsteina na ggstosd praw-
dopodobiefstwa fluktuacji wielkofci termodynamicznych (62, 63].
"Przedstawimy obecnie rozumowanie Ruppeinera zachowujac czes-
ciowo jego notacje¢. RozwazZzmy uktad termodynamiczny A4 bedacy
w kontakcie z pewnym rezerwuarem o ustalonej skali i zatézmy,
2e zostal osiagniety stan stacjonarny. Zgodnie z teoriga fluktu—
acji (62, 63] uklad A4 bedzie fluktuowal! wsrédd standw réwnowagi
niepetnej x* = Cx;.x;...-) otaczajacych najbardziej prawdopodo-
bny stan peinej réwnowagi x = Cx&.x&.-..) zgodnie z gegstogcia
rozkladu prawdopodobieristwa

Sth.x’)
W(x,x'D) = B exp = s C7.13)

gdzie SiCx,x’) Jest entropia catkowita ukladu A4 i rezerwuaru,
k jest stata Boltzmanna, a B8 czynnikiem normujacym. Zmieniajac
czynnik normalizacyjny mozna by napisad

Sth.x’) = Sto
WCx,x*D = C exp e . C7.14>

gdzie Sv.o Jest entropia catkowita dla x* = x, Sto = SLCx.x).

Parametry x charakteryzuja stan rezerwuaru Cbgdacego z zaltozenia

w stanie réwnowagil), natomiast x’ charakteryiujq étan uk¥adu.
Zaktada siq..ze:%ﬁx,x’) jest funkcja rézniczkowalng wzgledem x?°
oraz — przy ustalonej skali rezerwuaru - jest takze funkcja
rézniczkowalng zmiennych x. Istotne Jest tu wziecie entropii

caikowitej Si uktadu i rezerwuaru, poniewaz osiagga ona maksimum

dla x* = x Cuktad plus rezerwuar stanowia razem ukiad izolowany).
Je<li oznaczy< Ax? = x{ e A x{ & ;Z Ckreska oznacza wartogd
1

érédniq wzgledem C7.13)), to wielkodci
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Ce™ x> := Ax?ax = [Ax!Ax' Wlx.x'Ddx’ C7.15)
) L ) L J

sg kowariancjami (momentami korelacyjnymi) zmiennych losowych

x® i >cJ Jedli nastepnie Sle.x’) rozwinaé na szereg Taylora
£

w punkcie x, ograniczy< sie do wyrazéw drugiego rzedu,
2
1 . St

¢ = S + = ——p——
Sth % Lo 2 dx’> ax’ ‘x'=x i j
L ]

2
1 as
— + — L 1 ]
51.0 Z ax;ax'_ Ix’=x Axiij €7.165
] .

CS jest entropia ukitadu 4 i podstawié (7.160 do wyrazenia na
wWCx,x'), to otrzymamy

2
W e 3 & exp[— é_}; .é%g?- AxtAx’] C7.17
e

Druga réwnosé w (7.160, w ktérej drugie pochodne entropii cal-
kowitej St zastapiono drugimi pochodnymi entropii ukitadu S, wy-
nika z definicji rezerwuaru Cparametry intensywne rezerwuaru

sa stalted. PrzyblizZony rozkiad C7.17) na gestofé prawdopodobierni-
stwa fluktuacji wielkofci x’ jest rozktadem Gaussa. katwo moZna

pokazaé [63, §1091, ze

) C7.18d

g_”,(x) = T R 3xax lx’=x

C = 2™ Vg0 ., g0 = detCg €. i odpowi ednio

WCx.x") = c2m % Yglxd exp[— -12- giij) Ax:Ax;] C7.19D

Ru-ppeiner przyjat (7.15) za definic je tensora metrycznego na
n—wymiarowe rozmaitodci zmiennych x, wiazac w ten sposéb ten-—
sor metryczny z teoria fluktuacji. Odleglos<¢ dwéch bliskich

punktéw x i x’,
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1-2
Al = [gqu) Ax?Axf] ' C7.20>
L) L )

ma tu interpretacje¢ probabilistyczng: im mniejsze jest prawdo-
podobiernistwo fluktuacji ze stanu x do stanu x', tym wieksza
jest odleglo<f< pomigedzy tymi stanami.

Nastepnie Ruppeiner analizowal krzywizne skalarna Riemanna
przestrzeni parametréw x. Okazalo sie, ze krzywizna ta byta
zerowa dla gazu idealnego, natomiast dla gazdéw rzeczywistych
byta dodatnia i zmierzala do nieskofczonogdci wraz ze zblizaniem
sie do punktu krytycznego. Ponadto w uZywanej przez niego rep-
rezentacji miata ona wymiar objetodci. Te wlasnodci krzywizny
postuzyty mu do wysunigcia tezy, Ze krzywizna skalarna jest pro-—
porcjonalna do trzeciej potegi promienia korelacji. W ten spo-
séb wielkos¢ czysto fenomenologiczna, jaka w tym ujeciu jest
krzywizna skalarna, miataby dostarczy<¢ informacji o promieniu
xorelacji.

Wada prac Ruppeinera jest fakt, ze oparl! sie on na einstein-
nowskiej teorii fluktuacji, tzn. na przyblizeniu gaussowskim
ggstosci rozktadu prawdopodobieristwa fluktuacji WCx,x’). W tym
przyblizZzeniu drugie momenty fluktuacji sa takie same jak dla
doktadnego rozktadu (7.13), natomiast trzecie i wyzZsze momenty
s3 juz rdézne. Poza tym wyZsze momenty sz funkcjami drugich mo-
mentdw w przybliZzeniu Gaussa. W rezultacie skladowe tensora
krzywizny i krzywizna skalarna nie moga by<¢ w tym podejgciu fun-
kcjami prawdziwych momentéw wyzZszego rzedu.

Doktadna fenomenologiczna teoria fluktuacji 1 jej przyblize-—
nie Gaussa s3 przedstawione w rozdz. 15 ksiazki Callena [41].
Oparta jest ona o nowy postulat, ktéry zastapii postulat ‘odpo-
wiadajacy tradycyjnemu sformulowaniu drugiej zasady termodyna-
miki. W sformutowaniu i notacji Callena postulat ten wygl ada
nastepujaco:

POSTULAT [(41]. Istnieje funkcja chwilowych parametrdéw eksten—
syuwnych ukladu, S(XO,X;,...). nazywana entropiq chwilowg t po-

A

stadajqca nastepujqeq wlasnogd. Prawdopodobieristwo wuxo...dxg
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tego, ze€ chwilowe wartosct parametrdw ekstensywnych ukladu na-—

-~

Le2q do przedzialu dXo-..dXS. dla ukladu bedqcego w kontakctie

~ odpowledniml rezerwuarami jJest dana wzorem

~

L - ok _ _ -
W= QO exp k[> F}X S[Fo..-..F;]]. k. =271 4 teani =K Taal)

gdzie s jest chwilowa entropia uktadu,

' 2 =F; jest intensywnym parametrem rezerwuaru, sz a%ﬂ/ax:.
SUF_.....F_1 jest maksymalna wartoscia wielkosci T by Fk;’k
Cjest to transformata Legendre’a entropii rdéwnowagowejd,
Qo Jest czynnikiem normalizacyjnym,
~ oznacza chwilowg (fluktuacyjng) wartos< parametru.
wzor (7.21) jest ogdlniejszy od (7.14) w tym sensie, zZe wyko-
rzystuje on dowolna transformatge Legendre’a entropii, a nie tyl-
ko entropie. Scifle biorac, Qe wzorze (7.212> nalezatoby uzyd
funkcji charakteryzujacych uktad wraz z rezerwuarem. JednakzZe
przy zalozeniu, Ze parametry intensywne rezerwuaru nie s3 czule

na fluktuacyjne zmiany stanu rozpatrywanego ukladu mozna uzyd

funkcji opisujacych tylko uklad.

Calkowicie inny typ metryki fenomenologicznej zostat zapro-

ponowany przez Gilmora (64]. Jego celem bylo wprowadzenie met-—

ryki riemannowskiej na przestrzeni Gibbsa R™™ w taki sposdéb,
aby jej ograniczenie do powierzchni termodynamicznej (7.1 in-

dukowato jej krzywizne sekcyjna dana przez wyznacznik hesjanu

funkcji ¥ b SEEERAN, g MR tym celu Gilmore zdefiniowal catkiem
nowy potencjal termodynamiczny U wzorem

UCK, XD = VOO - P!_:C)(i—)(;). c7.22)

gdzie X  s3 wspdirzednymi wybranego punktu réwnowagi, a P: s3
wartodciami zmiennych intensywnych uktadu w stanie réwnowagi X07
Oznacza to, ze ﬂ(X}Xo) zalezy od powierzchni standéw réwnowagi
danej przez funkcje UWXD, jak i od wybranego punktu Xo na tej
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powierzchni. Jakakolwiek geometlria definiowana na " za pos -
rednictwem "LLCX.XO) nusiataby wiec zalezed nie Lylko od powierz-
chni XD, lecz takze od punktu CXO.U(XQDD. Geometrycznie
U(X,Xo) jest réwne pionowej odlegtogci C(wzdluz kierunku U0 mieg-
zy powierzchnia XD a plaszczyzna styczng do tej powierzchni

w punkcie Xo powiekszonej o wielkodd U(Xﬁ). Zatem powierzchnia
U(X.Xo) ma minimum w punkcie Xo. czyli w punkcie wspdlnym z po-

wierzchnia WX). Formg metryczng na przestrzeni R""" Gilmore

przyjalt w postaci
al® = ZCP:dx‘DZ + can’. c7.23>
L=1
jest to wiec metryka euklidesowa, poniewaz P? s3 tu statymi
i zachodzi Pfax' = aCPfXD.
Indukowana przez (7.23) metryka na n-wymiarowej powierzchni

(XiJUCXDD jest wtedy dana przez tensor metryczny

g, =PH%  +uwuu, - C7.24)
L) i 1] L
gdzie
i 0 wir P, TRT C7.25
L axl 1 1 L 8 ax‘.
¥ punkcie rdéwnowagi Xa oczywiscie zachodzi %ﬂ = O. Nastepnie

Gilmore pokazuje, Zze krzywizna sekcyjna Gaussa KC({, jD powierz-—

chni U w punkcie X; i w kierunku osi X', X/ Jjest dana wzorem

KCL D = U U, -UU, . C7.26)

Wy i3t
za krzywizne sekcyjna Gaussa powierzchni stanéw termodynamicz-

poniewatﬂui = Uﬁ. Wyrazenie to Gilmore przyjmuje nastepnie

nych U(XD. Gilmore nie pisze tego wyraZnie, ale wydaje sig, zZe
potencjat U wprowadza on po to, aby na powierzchni (XD mialy

stala wartosd P?. Wtedy P: nie biora udziatu przy réiniczkowa¥
niu réznych obiekté4w na tej powierzchni.
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Mankamentem konstrukcji Gilmora jest brak interpretacji i-
zyczne j dla potencjalu U. Poza tym Lazdej powierzchni termody-—

pamiczn2j UCXD odpowi adat aby nieskoriczona liczba metryk na za-
wierajacej ia przestrzeni Gibbsa k", poniewaz metryka (7.23)
zalezy od punktu Lej powierzchni. W rozdz. S przedstawimy inng
konstrukcjg metryki Riemanna na R™', ktéra zaleZy od n-wymia-—

rowej powierzchni w tej przestrzeni, lecz nie zalezy dodatkowo

od poszczegdlnych punktéw tej powierzchni.



R, [afocwmacy jne definicje metryk

Geometria rézZniczkowa, a w szczegdlnodci geometria Riemanna,
znalazly wazne zastosowania w statystyce matematycznej i w teo-—
rii informacji. Jgzyk geometrii okazal sie wygodnym narzedziem
przy poszukiwaniu miar pozwalajacych pordwnywad rdézne hipotezy
statystyczne.

W statyvstyce matematycznej dla dwédch rozktaddw prawdopodo-
biefistwa (hipotez statystycznych) fC(yd i g(y) wprowadzono wiel -

kosd

ICf |8 - Jf(y) 1n écyi dy, €8.1>

ktéra nazwano rozdieznodciq skierowanqg (directed aivergence)
lub odleglosciq skierowanqg.(W caltej pracy zakladamy, Ze miary
probabilistyczne zwigzane z f i g s3 wzajemnie absolutnie ciag-
gte.) W teorii informacji ICflg) przyjeto sie nazywad informac—
Ja Kullbacka, informacjq Rényi’®ego—Kullbacka lub zyskiem infor-
mac jU Cinformation gaind. Te ostatnia nazwe wprowadzit Rényi
{65] w 1962 r.

Rozbieznogd ICf|g) nie jest w ogdélnogci funkcjg odlegltogci
w zZnaczeniu metryki Frécheta. Sposfrdéd trzech wlasnofci metryki

Frécheta posiada ona tylko jedna, mianowicie nieujemnogd
ICf'g) = O i ICf’g) =0 & f = 8. 8.2

ICg|f> jest na ogél rézne od ICf|gd), a zamiast nierdwnogci tréj-—
kata jest spelniony stabszy warunek tzw. lacznej wypuklogci (68613

ICf|8d < NICS |8 + C1-NICK |8, 8.3

gdzie
f = Kf1 * Cl-Ksz, g = Kgi + Cl—k)gz. O =\ <1. <8.41

Jeffreys (67, 68] oraz Kullback i Leibler (69] (por. rdéwniez
Kullback (701> wprowadzili zsymetryiowany odpowiedni k ICf]g).

mianowicie o)

L]
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JCr.g) 1= 1Cfg) + ICs|M = JCf—g) 1n-L ay. C8.5>
L3

Jeffreys interpretowail JCf.g jako miare trudnosci rozréznienia
hipotez statystycznych f i . W teorii informacji JCf,&) nazywa
sie dystansem Iinformacyjnym, rozbieznodcta (divergence) lub po-
nownie zyskiem informacjt. JCf.g) jest z definicji wielkosScia
dodatnio okreflong i symetryczng, ale nadal nie speinia nierdw-
nogci tréjkata.

W fizyce statystycznej typowe s3 sytuacje, kiedy rozkiady
prawdopodobiefistw sa nie tylko funkcjami zmiennych losowych vy
(wielkosci mikroskopowych), ale réwniez funkcjami niewielkiej
1iczby makroskopowych parametrdw termodynamicznych PP, -
Parametrami tymi moga by<¢ np. temperatura, cignienie, potencjat
chemiczny itd.. lub pewne kombinacje tych wielkosci. Zaidzmy,

e zbiér dopuszczalnych wartosci parametréw o = Cp‘...-.p“)
tworzy'pewnq rozmaitodd rézniczkowa P Cnajczesciej jest to ot~

-warty'zbiér wypukly w R™, oraz z2e f i g majg te samgy postad
funkecyjnga, lecz réznia sieg wartogciami liczbowymi parametréw p.
W takim przypadku rozktady f i g sa reprezentowane przez dwa

rézne punkty rozmaitosci 2.

Rozwaimy zatem dwa rozklady odpowiadajace dwém bliskim pun-—

ktom p i p+Ap i wprowadZmy oznaczenia

fCy.p2 = fCpd, gCy. p+Apd = fQy.p+thpd = fCp+hpd,
8.6

J[prD.pr+Ap)] = JCp, pthpd.

Zatézmy ponadto, ze fC(pd spetnia ponizsze warunki regularnos-—
ci [(701:
2 s
1. pochodne czastkowe alnf/ap_‘. a lnf/apiapj, a lnf/apiapjapk
istnieja dla wszystkich i, J. k w kazdym punkcie p° prze-—

dziatu A = Cp,t < p; < p,t+Api).

2. dla dowolnego p'€ A i dla wszystkich {, J, & zachodzi
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af
ap
L

< FCy) .,

l aZf

3
S R T, l 2 L < HCW.
apLap]

L J k

gdzie FCy) i KXy) s3 catkowalne w calej przestrzeni zmien-

nych y, oraz j]Cy.p)HCy)dy < M., gdzie M nie zalezZy od p,

dy = 0 (wynikajg z unormowania fJ.

B.I((;; dy = 0,

L

j>ap dp

Jedlil JCp,p+Apd rozwinad na szereg Taylora do wyrazdw trze-
ciego rzedu i wykorzystad warunki regularnogci 1., 2. i 3., to

otrzymamy (70]

JCp,pthpd = g% apAp. 8.7

gdzie

5 1 3fCy, P 3fCy, pd ;
Ifcy'p) [ny-pD ap ][fcy 23 %, o

. J.ny.pD alngiy.p) 61:'1;;}:.{3) s 8. a3
‘i. j

Powtérzenie catej procedury dla ICp|p+Apd) daje

ICp|p+apd = % g

A@kApj. 8.2
Wida& wiec, ze zar Swno JCp, p+Apd jak i ICp|p+Apd mozna przed-
stawidé w postaci form kwadratowych, ktérych wspdiczynniki pok-—
rywaja sie z elementami macierzy informacyjnej Fishera (71, 72].
Wielkogci (8,.8) przyjeto sie réwniez nazywad Informacjq Fishera.
Informacja Fishera znalazla liczne zastosowania przy opracowywa-—
niu statystycznym danych dogwiadczalnych (731, gdzie okazala sie
by¢ uzyteczniejsza od informacji w sensie Shannona (113.

- Forma kwadratowa (8.7) zostata otrzymana niezaleZnie na innej
drodze przez C.R. Rao (74] w 1845 r. Dla dwdch bliskich punktédw
p 1 ptdp w przestrzeni parametréw odpowiadajace im rozklady pra-
wdopodobiefistwa fCp) i fCp+dp) réznig sig o df(pl,...,an. Jjesli

ograniczyd sie do wyrazdéw pierwszego rzedu. Rao rozwazal wzgle-
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drig rozblezrosd (relative discrepancy) d;'/_r' zamiast zwykte) roz-
pieinodcl. Wariancja lub war tosdd oczekiwana tej wzglednej roz-

hieznodcl wyraza sie przez formg kwadratowg

dt? = 5 dpdo . C8.10)
v

gdzie Ctak jak w (8.82)

2 1 éf L _9f dlnf  3laf
" = E S ® — - E: >
L [ £ @p - f 3pj ] - ( 3p. 30 ]v €8.115
L8 v J
CE - wartodd oczekiwana,., gredniad. Jest oczywiste, Ze forma kwa-

dratowa dir? jest symetryczna i dodatnio okreg£lona. Poniewaz po-
nadto dt” jest niezmiennicza wzgledem transformacji w przestrze-—

ni parametréw P, to g” sa skladowymi symetrycznego. kontrawa-
riantnego tensora drugiego rzedu na przestrzeni P. W oparciu
3

o te wtasnosci a1? i g’ Raoc jako pierwszy zaproponowai, aby

dl? traktowad jako formg metryczna na P. W rezultacie 7 stata
sie przestrzenia Riemanna i jej wiasnosci moZzna bylo bada<& przy
uzyciu metod geomébrii Rfemanna. Dla znalezienia odlegtosci mie—
dzy dwoma dowolnymi punktami # Cdwiema hipotezami statystyczny—
mid) Rao calkowal dl wzdiuz geodezyjnej przechodzacej przez te
punktiy.

W 1936 r. Mahalanobis (7S] wprowadzil pewien ogdélniejszy

dystans w przestrzeni parametréw dla rozktadu normalnego. Odlég—
ros< punktdw p1 i pz, gdzie p = (m,0), m — wartogd <rednia,

pra 3 P .. :
o — wariancja, zdefiniowal on wzorem
z 1 Lj 1 2 1 2
= = == e 5 .12>
4 =g Cp_L pi)ij pj) (g.12

Z definicji tej widad, Ze Mahalanobis nie mial na mys$li metryki
czy odlegltogci w takim znaczeniu, jak si¢ to rozumie w geometrii
'Riemanna, czy ogélniej w geometrii rdézniczkowe]j. Metryki skon-
struowane w tej pracy w rozdz. 9 nawiazuja raczej do définicji
Rao niz do definicji Mahalanobisa. Metryka dana przez 8.10
nadal nie speinia nieréwnosci tréjkata, ale nie bedzie to prze-—
szkoda w tej pracy, poniewaz ograniczymy sie tylko do badan lo-—
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kalnej struktury przestrzeni parametrdéw termodynamicznych.
Metody geometryczne rozwi jane w statystyce matematycznej zos-

taly przeniesione na grunt termodynamiki standw rdéwnowagi po raz

pierwszy przez R.S. Ingardena (76)] w 1976 r. Kierunek ten byl

. w nastepnych latach intensywnie rozwijany w Toruniu (czgsSciowo

we wspdipracy z Japonia) - w zastosowaniu do ukltaddw klasycznych

i kwantowych - przez R.S. Ingardena, H. Janyszka, A. Kossakow-

skiego i R. Mrugate (77 - 83, 10, 13, 15 - 17].

UWAGA 1. W interpretacji Schlégla [(84] metryka Rényi’'ego—Kul -
lbacka—-Rao jest <cidle zwigzana z zasada Glansdorffa-Prigogina
w termodynamice nieodwracalnej. Schldgl zaproponowal, aby

thn,pg) nazwad produkcjq entropit lub produkcjgq informacji.

UWAGA 2. Obszerny wyklad zastosowal geometrii rdézZniczkowej
w statystyce matematycznej zawierajg monografie Cencova (85]

i Amariego (86].



a. Statystyczne definicje struktury kontaktowej i metrycznej

Strukture kontaktowaz i metryczng na termodynamicznej przes-—
trzeni fazowej mozna wprowadzid w jednolity sposéb przy pomocy
uogdlnionego rozktadu Gibbsa. Nastepnie otrzymang strukturg me-
tryczna mozZna zredukowad do podprzestrzeni Gibbsa i do podprzes-—
trzeni standw termodynamicznych (do podrozmaitosci Legendre’a ).
Okazuje sie, Ze metryka otrzymana na jest réwnowazna — z dok-
tadnogcia do transformacji kontaktowych - metrykom Weinholda
i Ruppeinera. W rozdziale tym omawiamy konstrukcje formy kontak-
towej i formy metrycznej oraz redukcje tej drugiej formy do
wspomnianych podrozmaitosci Lermodynamiéznej przestrzeni fazo-—
wej dla ukltaddw klasycznych.

Niech [ bedzie przestrzenia parametrdéw mi k roskopowych pewnego

ukladu fizycznego i rozwazmy uogdlniony n—-parametrowy rozkiad

Gibbsa p : —R.,

p(y;w,p;,-..,p > = exp[-w + 919Cy3]. 9.1D

n 1
gdzie y € [, o F——+R§:sa zmiennymi stochastycznymi, natomiast
o = Cpi,...,pn) =3 makroskopowymi parametrami Ctemperaturami

statystycznymid, ktére charakteryzuja stan otoczenia rozwazanego
uktadu. Dla unormowanej gestogci rozktadu prawdopodcbienistwa p.

w jest zwiazane z sumg standw

&¥ = Z(pd = fexp{piFLCyD]dr. ca. 2
i

zatem w jest funkcja parametrdéw p. Wartogci <rednie x zmiennych

stochastycznych F' mozna wtedy wyrazidé w postaci

xt b <F§> _ alnz = Jw . ca. 3

ap. dp.

1 A8

natomiast ich wariancje sa dane w postaci

=)



2 - 2z .
R o ,‘I._j _ .‘)‘) : - a 1nZ - aw - ax 3 ax ca. 4>
< C Iy X )& A (?.() df) d{‘, a[" - (9.() (9‘0 ” -
% J 1 J !

Ostatnie réwnanie dostarcza nam feromenologicznej interpretacji
. . . L : g e
kowarianc ji zmiennych stochastycznych £, jak rdwniez statysty—-
o 3 t y .
czne) 1nlerpretacji pochodnych dx /dp. Rownanie to jest rdw-
]
niez réwnowazne relacji

' = CFY = 1Meel - s 9. 5)
J

Gdyby przyjad, ze w jest parametrem swobodnym, to wtedy p
w ogdlnosci nie bgdzie unormowang g¢stogcia rozktadu prawdopo-
dobienistwa i zwiazek (9.3) oraz czedciowo zwiazki (9.4) traca
sens. Jednakze relacja (9.5 jest zachowana, poniewaz wynika
ona réwniez z ogdlnej definicji <redniej

o _ofE eat
i s C8.6D
Jodr

ktdra nie zalezy od unormowania p. W dalszym ciagu bedziemy uzy-
walé zardwno unormowanej jak i nieunormowanej funkcji p. Uzycie
unormowanej funkcji p oznacza, Ze ograniczamy sie do przestrzeni
standéw, natomiast uZycie nieunormowanej funkcji p doprowadzi nas
do przestrzeni Gibbsa i do termodynamicznej przestrzeni fazowej.

Dla rozktadu postaci (8.1) zdefiniujmy entropie mikroskopowq

S wWzZzorem
o = - 1lnp = w - FEFL. CS. 7D

oraz jej rdézniczke

do = dw - F"ﬁzpi . co.8d

gdzie rdézZzniczkowanie przeprowadzono tylko wzgledem parametréw
makroskopowych w.ptp.-..pn. Nazwa entropia mikroskopowa dla o
Jest uzasadniona, poniewaz o jest funkcja parametréw mikrosko-—
powych y, a jej wartodd <€rednia daje standardowa entropig przy
unormowanej funkcji p. Schlégl (87, 881 uzywal nazwy dit number
dla dyskretnego odpowiednika o.
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Warlosd 4rednia i wariancja rézniczki do prowadzg w natural -
ny sposéb do gtéwnych konstrukcji tego rozdziatu. Dzieki (S.6D

i €9.8) otrzymujemy
<ds> = dw - xdp Cg9.9
LR

natomiast dzigki €9.9), (9.6) i (8.9 otlrzymujemy

cCdn — <ds>3% = CF = XDCF - x> dpdp, = dx'dp . C9.10)
L 3 L

Rozwazmy teraz (2n+l1)-wymiarow3 rozmaitosd rdéiniczkowsy M

z lokalnymi wspdéirzednymi w.xi.....xh.pl,...,p . {do> jest wte-—
n

dy forma rdézZniczkowa na Hﬁvi, ale jest to forma zdegenerowana,:

poniewaz x w C9.9) sz funkcjami p . Oznaczmy przez 6 formeg
i

8 = dw - xdp, €9.11d
L
w ktérej przyjmujemy z zatozenia, Zze wszystkie zmienne w, x"

i P sa niezalezne. Przy tym zalozeniu & speinia warunek

-

8 ~ caod” = 0, cg.12d

- . . n+d
co oznacza, ze @ jest forma niezdegenerowaniy na M. Zatem

cn”“‘,e) jest rozmaitogcia kontaktowa z forma kontaktowa 6.
Oczywidcie dla rzeczywistych ukladéw termodynamicznych

w.xf,....xn.pi...-,pn sa zalezZne i zachodzz miedzy nimi zwigzki

9.2 i €9.3), ktdére wymagaja normalizacji funkcji rozktadu p.
bacznie n+l zwiazkdéw (8.2) i €9.3) definiuje n—wymiarowa podroz-

maitosd M w M, na ktérej spetnione jest réwnanie

6 = dw - x'dp, = O, ca.13d
=

czyli H" jest podrozmaitodcia Legendre’a .

W stosunku do formy kontaktowej rozwazanej w rozdziale 3,
forma €C9.11) jest pelna transformata Legendre’a formy (3.9).

a réwnanie C9.13) jest peina transformata Legendre’a réwnania
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Sibbsa (w reprezentacji entropi jinej). Dokonujac pordwnanh rormy

9.11) z formg kontaktowa z rozdz. 3 nalezy odwolywad sie do

I ormy 8~ ¢3.16) i do zmiennych p, x danych przez (3.14) i
L

{3.1%) (przy state)j Boltzmanna rdwnej 1). Dla unormowanych roz-
ktaddw prawdopodobieristwa (8.1), w ma znaczenie transformaty
Legendre’a entropii, zatem w pode jdciu statystycznym jestedmy
“blizej"” reprezentacji entropi jnej. Okredlenie "bliZzej" oznacza

tu, Ze wystarczy zastosowad odpowiednia transformacje Legendre’a,

aby przeprowadzid forme (9.11) w e°. Ogdélnie mozna zauwazyd, ze
w podejsciu statystycznym na plan pierwszy wysuwa sie€e reprezen-
tacja entropi jna, natomiast w podejsciu czysto fenomenologicznym
tradycyjnie reprezentacja energetyczna.

Réwnanie (8.13) jest odpowiednikiem rdéwnania Gibbsa-Duhema
(411 i jest jednym z rdéwnowaznych sformutowan pierwszej
zasady termodynamiki. Zbiér rozwiazad réwnania (9.13) nie ogra-
nicza sig¢ do podrozmaitosci danej zwigzkami (8.2> i (9.3). Je-—

€li wybrad dowolna funkcje w = u(pn..-.,;g), nie majgca nic

wspdlnego z rozktadem p, to n+l rdéwnan w = u(;a,-..,;%),

i

x = aw/ap_uyznacza réwnieZz rozmaitodd Legendre’a formy 6. Ta
1

nowa rozmaitodd Legendre’a moze nie tylko nie odpowiadad Zzadne-—
mu konkretnemu ukiladowi fizygznemu. ale moze byd¢ w sprzecznosci
np. z drugim prawem termodynamiki. Jest tak, poniewazZ rdéwnanie
€9.133 nie naklada Zadnych ograniczeri na wypuklofd jego rozwiz-—
zani, czyli nie uwzglednia drugiej zasady termodynamiki. Oczy-—
widcie ” reprezentujaca rzeczywisty ukltad termodynamiczny musi
speiniad ograniczenia naktadane przez drugie prawo termodynami-—
ki, ale fakt ten nie ma nic wspélnego ze struktura kontaktows,

lecz jest zwiazany ze struktura metryczna.

Strukture metryczna wprowadzimy na H™ za pomocya wariancji
rézniczki entropii mikroskopowej (9.10). szyjmijmy ponownie
z zalozenia, ze x i p, s3 zmiennymi niezaleznymi. Wtedy
<Cdo - <do>d% = dx%#% staje si¢ symetryczngy, biliniowa formg

n+4i 5 n+1 : -
na M . Forma ta jest jednak zdegenerowana na Hz . poniewaz

78



jej rzad wynosi Zn. MoZzemy usunad teg degeneracjg np. doda jac do
niej kwadrat formy kontaktowej 6. W wyniku otrzymujemy niezdege-

nerowang, symetryczng i biliniowa formeg

G := ax'dp + 8" = dudw - Sxtdudp, + dxdp, + xx'dpdp. CO.14)
1 L L )

Zauwazmy, ze G mozna by tez zdefiniowad wzorem G = <Cdod® . De-
finicja €9.14) ma jednak te¢ zaletg, ze G w oczywisty sposdb
indukuje na podrozmaitogciach Legendre’a formg metryczng g

réwna
_ i .d 2 % i
g = G'y = <Cdo - <do>> >'y cixd‘gr::i_l‘)‘9 ‘ €98.15D

co utatwia statystyczna i fenomenologiczng interpretacje metry-

ki g.

UWAGA 1. Degeneracjeg¢ biformy dx%#% mozna by formalnie usu-
nad na nieskoficzenie wiele sposobéw. Wydaje sig, zZe na jprostszym
sposcbem byloby dodanie czlonu dwdw do dx%#k. Gdyby jednak
zamiast G wziaé niezdegenerowana biformg H : = dx%#% + dwdw,
to H‘f,bylaby skomplikowang forma o nizjasnej interpretacji

fizycznej.

Macierz wsp&lczynnikdédw formy G ma postad blockowzy

r 5
1 O R "
§ § 1 s =-15.. .2n+l
G 0 = e : SE—————— . cg.186)
e o

: ; % I § x"x?

- : Al I SR

—x" i

gdzie I sa macierzami jednostkowymi n x n. Wyznacznik macierzy

G jest rdwny
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132" [——1—] dla n parzystego
det (G > = (¢-1>" [_] - C9.17D
M

17

—[ﬂ%] dla n nieparzystego.

< tego wzgledu rformg G (9.14) begdziemy interpretowad dla n pa-—
rzystych jako metryke riemannowsksy na Hz“ﬂ. a dla n nieparzys-
Lyt-:h jako metryke pseudo-riemannowska (44].

Rozpatrzmy teraz redukcj¢ G do podrozmaitogci Legendre’a ¥

réwnania € = 0. ZaldzZmy najpierw, Ze ¥ jest parametryzowana
PrZezZ P +...spP i jest dana przez n+l rdéwnan
w=QCpi.....pn). 9.18>
o o= TN SIS €9.19
dp

Z (8.14) otrzymujemy

a‘a

— dp dp.. 8. 200
apiapj p\ p_,

2

gEG|y=dx‘idpj[y =

¥ ten spéséb G na podrozmajitogci ¥ staje sie metryks dana przez
drugie pochodne potencjatu Q, jest wiec metx:ykq t,)q.:u metryki
Weinholda—-Ruppeinera. W tym miejscu najlatwiej jest zaobserwo-
wal zwigzek pomiedzy metryka a drugim prawem termodynamiki. '

Funkcja QCpi,... .pn) otrzymana =z (S.2),

Xp,....pd = 1n _[exp(pf"(y))aﬂ" : cg.21>
r

Jest funkcjz wypukla. T¢ wlasnos< wypuklogci potencjaiu 2 mozna
przyja< jako jedno ze sformutowan drugiej zasady termodynamiki.
Odpowiednio wypukiodd Q odpowiada dodatniej okre£lonogci metry-—
ki g = G|, - Réwnania €9.18) i (9.19) okreflaja rozmaitosd
Legendre’a dla dowolnej funkcji QCPx"" .pn). a nie tylko dla Q
danej wzorem (9.21). Jednakze dla dowolnych funkcji Q forma g
wcale nie musi by¢ dodatnioc okreflona forma na F. Dla wyklucze—-
nia takich przypadkéw, tzn. dla odrzucenia rozmaitosci Legen-
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dre’"a, ktére nie spelniaja drugiego prawa termodynamiki przyj-—

miemy nastepujacy (geometrycznyd postulat.
POSTULAT III. d{drugie prawo termodynamikid.
Na kazde) podrozmaitodci Legendre'a )\ reprezenlujqcej rzeczywis-—
ty uklad fizyczny metrykRa g = dx%ﬁxlf must byd dodatnio okre-
. J i

5lbna. tzn. musit byé metryksa Riemanna.

UWAGA 2. Forma g bedzie $cifle dodatnia dla ukladdédw jednofa-
zowych, natomiast dla uktadéw wielofazowych bedzie miara kierun-

ki zZerowe.

Jako sytuacje w pewnym sensie posrednia pomiedzy peinag formz
G na ™ a forma g na S, rozwazmy przypadek, gdy zachowujemy

w jako parametr swobodny w (8.14), natomiast x sa dane przez

pochodne pewnej funkcji Q (9.19). Otrzymujemy wtedy (n+ld-wymia-

row. ozmaitoge MMt <o M parametryzowanga przez W, 0 ;... £ -
a yz A . &

A

Biforma & indukowana na M ° przez G ma wtedy postad

-

]

L _ _ i ax i) _
& :=G , = dwdw 8x<hx#% + 7y dpf#ﬁ + x><dps#%

1

4
a0 a0 a2 a2
hoclus = wd - g.2

1

Przestrzed M jest "intensywnym” odpowiednikiem przestrzeni

Gibbsa.
Geometryczny sens metryki & jest nastepujacy: w (n+ld-wymia-

rowej przestrzeni o Clokalnych) wsp&dirzednych WP s P

istnieje n—wymiarowa powierzchnia dana réwnaniem w = QCpt..,p s
Aa}

Powierzchnia ta Cczyli funkcja O okrefla metrykge & na H™ za
pomocy wzoru (9.22).

Wzriecie peitnej transformaty Legendre’a metryki @& daje metry-
ke alternatywna do metryki Gilmora na przestrzeni Gibbsa. Jed-
nakze w przeciwieristwie do metryki Gilmora, & jest w peini zgodna
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z metryka Weinholda-Ruppeinera. Nie trzeba Jej ponadto konstru-
owacd w specjalny sposdb, lecz wynika ona wprost z G.

Do tej pory w tym rozdziale przypisywalis<my wyrdézniona role

parametrom WepP oovnp o0 @ podrozmaitodci » 1 M byty dane

mn
odpowiednio réwnaniami (9.18) i (€9.19) oraz (9.19). Na podstawie
rozdziatu 4 wiadomo jednak, Ze kazda rozmaitogd Legendre’a

moze by< przedstawiona na wiele réwnowaznych sposobdw przy pomo-

cy dowolnych n parametrdéw sposrdéd pt.....p“.xl.....xn. Tutaj

bgdziemy interesowad sie tylko przypadkami. gdy J jest paramet-—
ryzowana przez x, i < I, oraz p, j < J, gdzie I n J = @, oraz
J

I uJ =4A1,2,...,n Cpodobnie jak w tw. 4.2). Ten sposdb para-
metryzacji ma oczywisty zwiazek =z transformacjami Legendre’a.
RozwazZmy teraz zachowanie sie formy metrycznej g pod wplywem

czgsSciowych transformacji Legendre’a

W =w - pIxI. Pl = —XI. P = P 4 XI = P;- XJ = xJ, cg. 23

gdzie np.. zapis pIxI oZnacza sumowanie po wszystkich indeksach

t < I itp. W nowych wspdirzednych 6 zachowuje postad kanoniczna,
= k it . x¥
€ = dw - x:-dpk = dwW = dPi, R =1,...,n. g.24>

Zachowujac te same symbole dla tych samych wielkogci fizycznych

mozemy € napisad réwniez w postaci
o J
8 = dw + pIdx = 5 dpJ. cg.25>
Odpowiednioc G przyjmie postad

z J z J “
G = dx de + dx dgj * EﬂM + pIdx = 3 dpJ] . cg. 26>

Na podstawie (9.25) widad, ze podrozmaitogci Legendre’a sa dane

przez n+l rdéwnan

z 9% 3%
w=acx.p o, pr = - 22, x’7=-a._-, c9.27>
T ax pJ

gdzie & jest dowolna funkcja n - zmiennych CxI.pJD. Oczywidcie
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zamiast wzordw (9.23) - (9.27) mozna by od razu zastosowad

twierdzenie 4.2.

Redukc je G do Hnﬁ'osiqgamy przez wziecie tLylko n ostatnich

réwnart (9. 27) zachowujge W jako niezalezny parametir, co daje

2 2
d 14
Op = - —pge e+ 2R dp 43P 5. *
Ix’ ax P 9P 4. J
' 3% i 3% z
+ [dV - Fodx - S dpj] c9. 28
ax pJ

Biorac wszystkie réwnania (9.27) otrzymujemy redukcje G do pod-—

rozmaitogci Legendre’a w postaci

2 . =
e = ,—#I-,— it b T‘Z;—- dp dp . - (8 2a)
ax adx p_] p_]v

) k
Forma metryczna 85 nie zawiera czitondw mieszanych typu dx’dpk.

zatem macierz wspdiczynnikdéw tej formy ma postac diagonalnych
bl ok &w. Szerzej problem fransformacji metryki jest omdwiony

W rozdz.»lo.

PRZYKLAD S.1. Rozklad Bogustawskiego (881 jest generowany

przez dwie zmienne stochastyczne i F5, ktére sg réwne odpo-

wiednioc hamiltonianowi HCy) i objigtofci ¥ uktadu, tzn.
Kyip.pd = ZCpd e>q:>[p‘HCy) + pzfr]. 9. 300
gdzie p_ = -8 = -T* oraz p, = —a = —-PT ' Cprzy statej Bol-

tzmanna R =-1). Dla gazu idealnego zlozonego z N identycznych

i czqstek © masach m funkcja rozdziatu (suma standéwd Z ma postac
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ZCx,. 3D = ISN je"o‘q/ Y J W LSO [2’:”‘] e B
NtA rp
0 r
ANASZ
= _5’2’—"‘_ a . 9. 31)
hf3

[CN!h.aN)_idI“‘ Jjest elementem objgtodci fazowej, A - stala Plancka],

Zgodnie z (9.20) i (9.31) forma metryczna g na ¥ ma postad

NGB 2Cadm® + Na Zcdeo?, Q9. 32

®
[
W

co oznacza, Zze a i {3 wyznaczaja na S ortogonalny uktad wspst-

rzednych. W nowych wsp&irzednych

x =Y Z N 1ng, vy =Y N 1na, 8. 33D

2

forma g przyjmuje postad
g = (T + Cay?, CQ. 34D
czyli g jest metryka euklidesowa i ¥ jest praska w tej metryce.
PRZYKLAD 9.2. Wielki rozkiad kanoniczny jest generowany

przez hamiltonian F'Cyd = HCy) i liczbe czastek ukladu F2 = N,

Kyip.p)D = Z% o) exp [piHCy) + pzN], €9.3%

gdzie P, = -3 = T P, ==y pﬂ’i. Dla gazu idealnego suma

standw ma postad

872
ZCR.y) = exp v[ 8""‘] e ¥ Q. 36D
rp '

i odpowiednio forma metryczna jest rdéwna
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= _1;1 B g eam®ou ; AR 7% e Vdpdy -+
-3-2 —y .2 2 s
+ AR e s Ly . 9. 37D
, e -2, 372 o . ) )
qdzie A = V(2amh . Widad wiec, ze tak wybrane zmienne p
= 1

i~ P, Club 31 ) nie s3 zmiennymi ortogonalnymi na 7.

Metryki €9.32) i (9.37) indukowane odpowiednio przez rozkitad
Bogustawskiego i wielki rozktad kanoniczny s3a rdézne, ale sz ze
soba powiazane.

Warto zwrécid uwage na fakt, Ze forma kontaktowa € i symet-—

ryczna biforma G sz formami uniwersalnymi na peinej termodyna-

micznej przestrzeni fazowe]j H™. Przez uniwersalno$¢ rozumie-—
my tu niezalezno$< od konkretnych ukladdw termodynamicznych.
Podobnie jest w mechanice klasycznej, gdzie struktura symplek—
tyczna przestrzeni fazowej nie zalezy od konkretnego ukladu

i dopiero wybdér okreflonego hamiltonianu okresla konkretna dy-
namike Cpole hamiltonowskied. Wyboru konkretnego uktadu termo-—
dynamicznego dokonuje si¢ przez wybdr okref£lonej podrozmaitosci
Legendre’a. Metryki ® i g nie s3 uniwersalne i zalezz od wyboru
ukladu termodynamicznego. Metryka g pozwala badad¢ wiasnosci tyl-—
ko Jednego uktadu termodynamlcznego- Metryki ®& i G pozwalajq na-—
tomiast mierzyé odlegltofci dwdch punktéw portozonych na réznych
rozmaitodciach Legendre’a. Poniewaz forma G jest uniwersalna,

to naltozenie jakichkolwiek ograniczeri na g musi odzwierciedlad
jakied€ prawo termodynamiki. Postulat III naklada ograniczenia
odpowiadajace drugiemu prawu termodynamiki.

Godny podkreflenia jest fakt uzyskania pewnej jednolitosci
wprowadzenia obu struktur geometrycznych. Pokazano, Ze wartosd<
4rednia do prowadzi do formy kontaktowej €, natomiast wariancja
do érowadzi do formy Cpseudodmetrycznej G. Mo?na postawid pyta-
nie, czy wyzsze momenty ds prowadziz do wielkofci uzytecznych

z matematycznego i fizycznego punktu widzenia.
Otwarta kwestia jest interpretacja Cpseudodmetryki G na peil-

nej przestrzeni M By¢ moze mogtaby ona dostarczyd< iloscio-
Y
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:j miary “odlegilogci™ pomiedzy réznymi rozmaitogciami Legen-—
e'a. W rozdz. S zostalo pokazane jak otrzymad powierzchnie
s>1sujacy gaz typu van der Waalsa przez ciaglta deformacje po-—
erzchnl opisujjacej gaz idealny. Deformacja ta zostata dokona-

: za pomocy 1-parametrowej transformacji kontaktowej z genera-—

Jrem Xf CS.61> z przykltadu 5. 8.

Odlegios<c pomigdzy odpowiadajacymi sobie stanami tych gazdéw
-Lanémi potozonymi na jednej krzywe] catkowej strumienia Xf)
szna otrzymad przy pomocy GCXf f Poniewaz chodzi tu tylko
wskazanie na mozliwogd takiego zastosowania formy G, to dla
atwienia obliczert zamiast G danej wzorem (9.14) weéZmy nowa

rmg metryczng § zdefiniowana w podobny sposéb jak G, mianowicie

g = dxkdpk + ceH?, cg. 38

izie xk. e 1 oY maja w wyrazeniu na ¥ takie samo znaczenie
+*k w przyktadzie 5.8 Cpordwnaj (5.29) i (5.28)). Mozna powlie-

cied, 2e ¢ 1 Xf s3 dane w tej samej reprezentacji - w reprezen-
icji energetycznej. Poniewaz GuCXf) = f, todla f i Xf z przyk-

adu 5.6 Cwzory (5.60) i (5.61)) otrzymamy

z
gcxf.x},)=—3b;—+fz=—i‘-§-+{—3+bp]. €o. 3
- v v:.

ielkos< ta zmierza asymptotycznie do zera dla duzych objetogci
niskich cidnied. Rezultat ten jest poprawny, poniewaz w tych
«runkach kazdy gaz zachowuje sie tak jak gaz idealny. Odlegto£<
ipowiada jacych sobie standw na tych powierzchniach - otrzymana
~zez scalkowanie pierwiastka kwadratowego z gcxf.xf) wzdiuz
dpowiedniej krzywej catkowej pola Xf — moze stuzyd jako swego
odzaju miara “nieidealnogci® gazu typu gazu van der Waalsa.
Inn3, wewngtrzng miarg nieidealnogci moze by<¢ krzywizna omé-
iona w rozdz. 11.D Miara ta jest niezmiennicza wZzgledem tran-—-
formacji kontaktowych zachowujacych forme 6, natomiast Jjest
ylko konforemnie niezmiennicza wzgledem ogélnych transformacji
mntaktowych Cdef. S.1)D.
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Z definicji ¥, X . X{ i & tatwo zobaczyd, ze

/
k u u
€CK . X D = dx"CX Ddp CX > + @%X >e ) =
¥ Xy dx 7 pk / + {) CXf
k 2
= XK Do CX D+ CQ. 40a)
§CZ.E) = $CX XD = 1, poniewat dx'C£) = dp CE> = O, C9. 401D
_ L - _ " —
€CX X D> = dx"CX dde CX D, oniewaz 85X D = 0. CQ. 402D
£ S N P f <

UWAGA 3. Rezultat analogiczny do (8.39) mozZna by otrzymad

stosujac G dane przez (8.14), ale nie do %5 lecz do X’

f f

nego z Xf przez transformacje kontaktowa odpowiadajaca przej<ciu

otrzyma-—

od reprezentacji energetycznej do reprezentacji entropi jnej. Na

podstawie definicji Xf. Xf i ¢ podanych w rozdz. S mozZzna latwo

pokazad, zZe jesli forme kontaktowa @ zastapi& forma 6' = 6,

p =% 0, to wspomni#ne trzy pola wektorowe nalezy zastapi< polami

)()r ’ ® =

|
[

g+ x:{p - xx/p

v+
I

(S.41>

1 - 5 1 - _ = L
Fre st K T Xt X “Xpo T g

Qﬁ\

Jako p nalezy wziagd *Tq} a za € w G nalezy 'wzigd forme zwiazana

z rozktadem Bogusltawskiego. Scifle méwiac, wyraz dxkdpk naleza-
toby jeszcze pomnozyé przez p (stanie sie to jasne po oméwieniu

transformacji tensora metrycznego w rozdz. 10).



10. Transformac je metryk

¥ poprzednim rozdziale wprowadzilidmy statystyczna definicjeg
metryki G na termodynamicznej przestrzeni fazowej (TPF) oraz
podalidmy metryki ®& i g indukowane przez G odpowiednio na przes-
trzeni Gibbsa i na powierzchni termodynamicznej. Przedyskulowa-

lidmy réwniez pewne podstawowe wltasnogdci tych metryk. W tym roz-

dziale omdédwimy wpiyw transformacji kontaktowych na M"Y na met-—

ryke g, natomiast nie bgdziemy tu si¢ zajmowad metrykami G i G.

W szczegdlnodci przedyskutujemy doktadniej zwiazek pomigdzy me-—
trykami Weinholda i Ruppeinera oraz metryka generowana przez
rozktad Bogustawskiego. Przypomni jmy, Zze wpliyw transformacji kon-
taktowych na g byt juz cze¢sciowo poruszony w rozdz. 9.

RozwaZmy zatem, tak jak w rozdz. 8, n—parametrowa rodzine

standw Gibbsa

pr;pi,... ,pn) = exp[—QCpi..._..pn) + p_LFi'CyDJ. v e I'y, C10.1D

generowana przez n liniowo niezaleznych obserwabli klasycznych

FJ,...,Fn. Parametrami w C10.12 s3 temperatury statystyczne

Prev-rf_- Zgodnie z rezultatami poprzedniego rozdziatu tensor
n
metryczny gﬁ na powierzchni stanéw termodymamicznych ¥ mozemy

przedstawid na wiele réwnowaznych sposcbdéw, mianowicie

3lnp dlnp G Iinpo § _ (e eFI-ys =

1] R
& ¢ ap. 3p . % 3p_ 38p .
i 3 L ]

2 z i i

d1InZCpd _ 3 Xpd) _ ax ax

= = = . 10.2>
dp. 9p. dp.dp . ap . qp.
i 3 T 3 3

Zauwazmy, ze w (10.2) dowolna z pierwszych czterech (lub pigeciud

réwnogci mozna by przyjaé za statystyczne definicje gh. nato-
miast ostatnie dwie (lub trzy) réwnosci mozZna by przyjad za fe-—

nomenoclogiczne definicje g”. Tensorowy charakter g” Jest oczy-—
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wisty, poniewaz przy innej parametryzacji ) danej przez n rdwnan
S A R B T C10.3)

otrzymujemy

Wl ¢ 3lnp Jdlnp N < dlnp Jdinp 5 apk apt _
g 3o’ 3p", 3p 3p 3p° dp.
i ] k . L L J
_ Py P C10. 4D
ap» apt g K
1 J

Przedyskutujemy najpierw wplyw Lransforﬁaeji Legendre’a na

tensor metryczny gtj. Podzielmy w tym celu zbidr indeksdw
{1,...,n> oznaczanych przez {,j.k,l na dwa rozlaczne podzbiory

indekséw oznaczanych odpowiednio przez a,b,c oraz a’',d’,c’.

Dla czedciowej transformacji Legendre’a danej na M przez

2n+1 réwnan

w = w - o x7, Csumowane po
a
) : . C10.5)

a % i pc. * pa' Par . ¥
zachodzi

§ :=dw - xdp = dw - xdp = 6. C10.6

L 1

Zgodnie z (10.4) otrzymujemy
~ab_~ el e L) Bpy 88 - gk WP gih b R 5t
£ e == ~ dp, dp - = ~ dp Al e ronadiie

apa apb k T 1 apa apb L apo pr apa apb

* ) a - -
A S R R S ax° _ _ a%a A

apc. apb apo. apb apa apo. pa pb

poniewaz aB ,/6; = 0. Podobne obliczenia dla pozostatych skia-
< a ; ; J
dowych tensora metrycznego dajij
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~abr ~ ~arb ~ a‘a
£ Cpd = O, il 4 R S C10.7bd

apo. - apb ‘

Przetransformowany tensor metryczny § jest wiec dany przez dru-

gie pochodne nowege potencjaiu 5. ale niektdre pochodne trzeba
wziad ze znakiem minus. Te wlasnogd posiadaja tylko transforma-—

cje Legendre’a. Reguta wyboru znaku minus lub plus wynika ze

wzoréw C10.5) i (10.7). Ponadto przetransformowany tensor g'
Jest dany w postaci diagonalnych blokdw. W swej istocie przed-
stawiony tu wplyw transformacji Legendre’a na tensor metryczny
Jest jedynie nieco innym opisem rozwazanh, ktére doprowadzilty do
wzoru €9.29).

Ogdélniejsze s3 transformacje kontaktowe z p # 1, ktére z pun-—

ktu widzenia formy kontaktowej 6 wygladaja jak lokalne przeska-—

lowania. WeZmy tak jak poprzednio € = dw - xidp‘ i zastosujmy
> 4 i J

k>

pewna transformac.,je kontaktowa =z p = -1-x7, gdzie (k) oznacza

dowolny, ale ustalony indeks ze zbioru {1,....,n>. Termocdynami-
cznie uzyteczny przykltad takiej transformacji dany jest przez
2n+l rdéwnan

w = i = w, x = x
p(k) £ k) k2 / <k

€C10.8)

~ g ¥ L
7 - = 3
P, £.» x x/x(k,. ¢ # CkD.

L

Jest to rzeczywifcie wymagana transformacja kontaktowa, ponie-

waz
6 := dw—xdpj=dp‘b e dw + — dpi=
x x
C10.9
- L (kY _ Ut A =] .
x“" [dw x dpdo xdpJ x‘k-’ e, t = CkD.

Przetransformowany tensor metryczny ma teraz postad Ci = CkD)D
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9p. 9P 4%q _ A, Ay gy _ W wd WPy, 8t

~rea — J = +
p dap Pj 2y 38p dp Py 8p adp dp ap
T s X BA r =
a - et
L Pla _ e0 o [ 1 ] ) [ x ]
A e e e (k> =5 el ek
a3
=N apa apr apG X apr 693 X
~(k z~
1 a 1 a
& = = - z i dia r = Ck)
;(k) 6; ;(k) a; 65
= a (ks s C10.10>
1 @x 1 ata '
T e e WS e o 8 dla r # CkD.
x a x ép dp
= T =

.Stqd dla dowolnegoc r mamy

) Z Z %
D o e el o O €10.11)
x5 a5 ap 3p ap '
pr s ) of t

W tym wypadku przetransformowany tensor 2 nie jest dany przez
drugie pochodne potencjaiu Q , jednakze jest konforemnie rdéw-

nowazny z tensorem danym przez drugie pochodne Q.

PRZYKLAD 10.1. Forma kontaktowa odpowiadajaca rozkladowi Bo-
gustawskiego ma postad

6 = dg -'ﬂUd[-%_-—] + Vd(—‘;-]. €10.12

gdzie ¢ jest funkcja Plancka (€cifle m&wigc € jest forma kontak-
towa, jefli wszystkie zmienne wystepujiace w €10.12) s3 zmienny-
mi niezaleinyﬁi i wtedy ¢ ma jedynie wymiar taki jak funkcja
Plancka; dla unormowanego rozktadu Bogustawskiego zachodzi € = O
i ¢ jest prawdziwa funkcja Planckad. Po przeprowadzeniu petnej

transformacji Legendre’a

;=¢+¥+
€10.13

?
:
X4
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ot rzymu jemy

S = du - xdp = dS - T 'au - PT ‘av, C10.14)
L

. . -1 =1 7 5 5 2 "
poniewaz ¢ +« T U + PVI = S Cna powierzchni termodynamicznejd.
Zgodnie ze wzorami (10.7) przetransformowany tensor melryczny

jest dany wzorem

b g Z .
sy e 08w o QSO ol net B, - xS 3 €10.18)

~ ~ b
ap pr axTax
a

jest zatem réwny entropowemu tensorowi metrycznemu Ruppeinera

[61]. Zastosowanie kolejnej transformacji kontaktowej Coznaczo-

néj kreska nad liter3gd
w=U ~ p = -5 p, = V. = -7, X° =P CCkD=1>C10.16)
prowadzi do reprezentacji energetycznej, poniewaz

8 = dw — xX'dp. = dU - TdS + PdV = -T 6. C10.17
J

Zgodnie z €10.11) przetransformowany tensor g jest dany w po-

staci
- e} 32Ucs, vd 1 2
£ = p ——=7T——="—, r,s=1,2, x=-5  x=+V.
e — s
9p 9P, ax 9x C€10.18D

Znak minus w pierwszej réwnodci pojawil sie stad, Zze ogdlna
formuta C10.11) byla otrzymana przy zatozZzeniu, zZe wyjsSciowy
tensor metryczny byt dany przez drugie pochodne potencjaltu
ze znakiem plus, a nie minus tak jak w C10.15). OtrzymalisSmy
wiec relacje pomiedzy metrykami Weinholda i Ruppeinera.

Wprowadzenie struktury metrycznej na przestrzeni parametrdw
termodynamicznych ma rozliczne zastosowania. Jednym z nich jest
genero@anie pochodnych czastkowych funkcji termodynamicznych,

w szczegblnofci drugich pochodnych, z pewnego wyjsciowego zbio—
' ru pochodnych poprzez zastosowanie transformacji kontaktowych
i operacji tensorowych. W ten sposéb moZzna uzyskad pochodne fun-—
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kcji termodynamicznych, ktére mogiyby byd trudne do obliczenia
w inny sposdéb. Wiadomo na przyklad., ze ltatwo jest wyrazid po-
przez standardowe wielkogci termodynamiczne drugie pochodne
energii wewnetrznej U wzgledem entropii S i objgtodci V., nato-
miast trudniej jest obliczyd bezpodrednio drugie pochodne S
wzgledem U i V. Ponizszy przyklad pokazuje zastosowanie do teco
celu transformacji kontaktowej (11]. Przyklad ten przedstawia
de facto odwrécenie sytuacji z przyktadu 10.1, ale wydobywa

jej inne aspekty.

PRZYKEAD 10.2. RozwazZzmy uktad o dwédch stopniach swobody
i niech

€ = dU - TdS + PdV. C10.19D

Niech rozmaitod$< Legendre’a ¥ bedzie parametryzowana przez S

i ¥V i niech jest dana réwnaniami

oy

: ayu
U -~ (-KS.V)' T -~ TS‘ ° P - _av - (10. 203

Tensor metryczny g na F niech ma postac

~ -~ ~ ~ r 3

a‘u ‘u ar aT T ~Ta,

852 asav as aVv Cv ETCV
gUCS,V) = = = ,C10.21>

’u  J'u _eP _ arP Ta, S

asav 2 3s v k ¢ Vk C

- av J . J L TV T V)
gdzie

c = TKES/GT)P - pojemnosé cieplna przy statym cignieniu,

Cv = T(éS/dT)v - pojemnodd cieplana przy statej objetosci,
o ==Pf1C6V/BTDP — wsp&iczynnik rozszerzalnodci termicznej,
k= -Vﬂ(aV/aPDT — wspéltczynnik <cifliwodci izotermicznej.

Symbol gUCS.V) ma wskazywad, Ze uzywamy reprezentacji energety-—

cznej, oraz ze S/ jest parametryzowana przez S i V .
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Dokona jmy transformacji kontaktowe]

zZ = S, §. =T / = PT ", g = 4, 8 = V. 610225

4 z 1 4
Transformacja ta jest ogdlna transformacia kontaktows, poniewaz

¥ = au - TdS + P&V = -TCdZ - fds - f,dg)> = ~76% = -16°C10.23

Copisuje ona przejscie od reprezentacji energetycznej do entro-
pijnejd. Niech 8, i 8, parametryzuja rozmaitodd Legendre’a rep-—
rezentujaca ten uktad. Przetransformowany tensor metryczny na ¥

bedzie miat teraz postad

, _ t
g'Cg .82 = Jg,CS.V2T, C10.24)

gdzie J jest macierza Jacobiego ograniczona do ~*, a J* macierza

transponowany,

S,V S,V

g, .8,9|, KUV L=

J*
" Poniewaz przejdécie C(U,V2—(S,VD na ¥ jest dane wzorami

% ;v, e C10. 26

=

s =

CopUfcilidmy tutaj jak i poprzednioc N, poniewaZz nie ma to wply-—

wu na wyniki przy zalozeniu N = const = 12, to
~4 o t .
J-= ¢ o : C10.27D
O i

i odpowiednio

@ 1 PkT—TaP R
IC, x_C_
g CU V) = J'g C5,V23 = . C10.28
u 2
Pk -Ta P Vk —2TPVoa +TC -
T | o T P : o

C VK C

q T Vv g T Vv J

Tensor metryczny g°' jest raczej skomplikowany i w ogdélnosci nie

jest diagonalny. Jednakze na ¥ reprezentujjcej gaz idealny czlo-
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ny niediagonalne znikajay. poniewaz k_ = F i a =T dla
2 i

gazu idealnego.

Poniewaz dla jednego mola gazu idealnego PV = RT, C = g R
P
.- 3 . ;
i Cv = =5 £, to g' daje w tLym wypadku formg melryczng w postaci
z 1 2 £ z 1 z 2CvT 2
car*d? = = CdN” + = (aV)™ = =— C(dlD + Cavd™. €10.292
TLV 4 & 32
v

Oznacza to, ze U i V okreslaja wspélrzedne ortogonalne na powie-—
rzchni reprezentujacej jeden mol gazu ideal nego.

Macierz g’ nie jest dana przez drugie pochodne jakiegos poten-—
cjalﬁ termodynamicznego z powodu czynnika -7 przed es C10.23).
Na podstawie €10.19), c10.21), €10.23) i €10.24> widzimy. Ze
macierz drugich pochodnych funkcji Z jest dana wyrazeniem

z
a3 Z -1 -1 _t
—ea § = =] - = =71 g - .30
[aiaj} & J g CS.VOJ C10. 30D

zad metryka Ruppeinera g_sCU, V) [61]1 jest dana wzorém
5__CU.VD = T = T'3'g CS.V2T. C10.31>

Widzimy wiec, Ze macierz drugich pochodnych entropii wzglg¢dem

energii wewngtrznej i objetosci mozemy otrzymad mnozac macierz

€10.28> przez -T ', zas macierz C10.28) otrzymaligmy wczesnie]
.przez zastosowanie transformacji kontaktowej do macierzy Ci10.210.
Zastosowanie ograniczefi wynikajacych z drugieéo prawa termodyna-
miki do macierzy odpowiadajacej formie metrycznej g_sCU.V) do-

* starczy nam nowych nieréwnogci termodynamicznych, ktére trudno
bytoby uzyskad w inny sposdéb.
Forma metryczna o wsp&tczynnikach danych przez C10.31D

ac
cald® = T %kdi*r* = 21 can® + —‘zi cavd, C10.32)
e 3V |

jest wygodna w ewentualnych zastosowaniach, poniewaz dzigki

U =-CvT oraz dzieki nowym logarytmicznym wsp&lirzednym
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o = t-2 - (e
x Cv InU, \Y E; Cv] 1nV C10. 330

przyjmuje ona postad
cdtd? = cad? + cayd’ C10. 34D

Oznacza to, Zze krzywizna  znika w metryce (10.31). OtrzymalisSmy
zatem potwierdzenie rezultatu z przyktadu 9.1, w ktdrym pokaza-
no, ze krzywizna powiefichni odpowiadajacej gazowi doskonatemu
wynosi zero. Nie dyskutowalidmy krzywizny odpowiadajacej metryce
€9.37) z przykltadu 9.2, tzn. w metryce generowanej przez wielki
rozktad kanoniczny. Mozna pokazad, ze krzywizna wynosi tam réw-
niez zero, chociaz nie widad tego bezpofrednio ze wzgledu na
dobdér wspékrzednych na . Dla metryki (9.37) nidlezatoby uzyd
formul! na krzywizne skalarng Riemahna,-podobnie Jjak zostato

to zrobione w rozdz. 11 dla idealnych gazdéw kwantowych.

W przyktadzie 10.2 przedstawilidmy transformacjg¢ kontaktowa,
ktéra przeprowadza metryke Weinholda gUCS.VD w metryke g° kon-—-

foremnie réwnowazna metryce Ruppeinera g_SCU,V). Poniewaz

-1

det J =T, €10.35)
to det g’ = T %det gUCS,V) i odpowiednio
det g_CU,V> = T “det gUCS,V). €10. 36d

Metryki Weinholda i Ruppeinera sz wigc konforemnie réwnowazne.

Jako przyktady rozpatrywalidmy do tej pory metryki generowane
przez rozktad Boguskawskieéo oraz przez wielki rozktad kanonicz-—
ny. Nie uzywali€my rozkladu kanonicznego, poniewaz prowadzi on do
metryki na przestrzeni jednowymiarowej (chodzi tu o g a nie o G
i geometria staje sie wtedy tfywialna. Mozna powiedzied, zZe
geometria Riemanna ujawnia swoje rozliczne aspekty dla n 2 2,

natomiast rozktad kanoniczny daje n = 1. Jednakze uzywajac

w fizyce statystycznej rozktradu kanonicznego, na ogéi wczedfnie]



lub pdZniej przechodzi si¢ do rozktadu Boguslawskiego lub
wielkiego kanonicznego. Na przyklad stosowanie transformaty
Laplace’a (z caitkowaniem po objetodci) do obliczenia sumy standw
rozktadu kanonicznego faktycznie oznacza przejfcie do rozkladu
Roguslawskiego. W nastepnym rozdziale zajmiemy sie obliczaniem
krzywizny riemannowskiej powierzchni stanow J, co oczywidcie

ma sens tylko dla n = 2.



11, Krzywizna riemannawska a statii L nogd aukt addw

termodynandicznych

Zastosowanie metryki Riemanna do opisu uktaddédw termadynamicz-
nych pozwala wykorzystad caty aparat matematyczny geometrii Rie-
manna. Po przebadaniu licznych przyklraddédw okazalo sieg, Ze szcze-
gélnie interesujgco zachowuje sig wielkosSd termodynamiczna beda-
ca odpowiedéikiem krzywizny skalarnej. Przeanalizowane przykitady
{15,17,83,83] sugeruja, aby riemannowskiej krzywiZnie skalarnej p
nadad interpretacje skalarnej miary stabilnosci uktadu termody-
namicznego. Jest to jakosSciowo nowa miara stabilnosci, nie uZywang
dotad w termoedynamice. Jak zostanie pokazane dalej, R w podejsciy
fenomenclogicznym jest funkcja drugich i trzecich-pochodnych po- |
tencjatu termodyﬁamicznego. natomiast ze statystycznego punktu
widzenia R wyraza sie przez drugie i trzecie momenty odpowied-
nizh zmiennych stochastycznych.

W tym rozdziale bedziemy korzystad z nastepujacej definicji
tensora metrycznego Cpor. C€10.2d)

3*1nZC P

ij —

A C11.1>

Fakt, Ze tensor metryczny jest dany przez drugie pochodne pew-
nej funkcji znacznie upraszcza obliczanie symboli Christoffela,
sktadowych tensora krzywizny i krzywizny skalarnej.
Symbole Christoffela =
o= ‘?g;: + "g: - ag: c11.2>
j i

redukujg sie w naszym przypadku do

L] - ]
ik _1 387 _ 1 3 1nZ
= Top, " 2 35 9597, C11.3
1

Z kolei tensor krzywizny Riemanna
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P‘-l‘-'l i 1_ aZg]k N 6Zdtk . azgt( . (92-5ll K
) clap adp dp dp ap I dp do
L L ) t ) L “w Uk
Ll gk m kb |
% [r‘"“r’ —r‘r“’] CL1.4)
redutiuje sie do
Lkl mik _njk mik )l
o) =5~mn[r‘ ™ —r‘r"]' C11.5)

poniewaz wyrazy w pierwszym nawiasie w (11.4) znosza sig nawza-
jem. Pomimo tego ucigzliwodci obliczenia krzywizny rosng bardzo
szybko wraz ze wzrostem wymiaru przestrzeni. Begdziemy tutaj roz-
wazad uklady o dwéch stopniach swobody, tzn. ukltady charaktery-—
zowane dwiema temperaturami statystycznymi P, i P,- Na dwuwymia-—

rowych rozmaitogciach Riemanna istnieje tylko jedna niezalezZna,

: . ’ . 5 i 3 1242
nieznikajaca sktadowa tensora krzywizny, mianowicle R 5 sl

tem krzywizna skalarna zdefiniowana ogdlnie wyrazeniem

R = g R C11.60

jest dana bardzo prostym wzorem (9Ol

c 1212 .
P O O . C .
R dets R 11.7D

Z dotychczasowych wzoréw jest jasne, ze wszystkie sktadowe

Fuk, Ruu'oraz'R sS3 wyrazone przez drugie i trzecie pochodne

1nZ. Czwariych péchodnych nie trzeba obliczad, poniewaz zawie-
rajacy je cziton, tzn. pierwszy nawias w (11.4), jest réwny zeru.
Fakt ten jest bardzo korzystny ze wzgleddw rachunkowych i inter-
pretacyjnych, poniewaz trzecie pochodne InZ wzgledem pi'wyraia—

ja sie przez trzecie momenty i korelacje zmi ennych stochastycz-—

nych Fi. Pochodne wyzszych rzeddéw juz nie maja tej wiasnosei.
Dla przyktadu czwarte pocﬁodne 1nZ s3 kombinacjami liniowymi
czwartych momentéw i iloczynéw drugich moment&dw. Warto jeszcze
zauwazyé, Ze w przypadku dwuwymiarowym R msina zapisac¢ w posta-

ci wyznacznika
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&3 i1 2z 12
2 = —— | dy do as ap ax ay¢ ) C11.8D
B / ')1 & / P = / r’l =

£y
L
P
—~
7]
[

d,g“/apz d,gzz/dpz {?‘.giz/apz

Przystepuiemy obecnie do obliczenia tensordw metrycznych
: krzywizn skalarnych R dla idealnych gazéw kwantowych: ideal-
nego gazu Bosego 1 idealnego gazu Fermiego [(17]. Do korica tego
rozdzialu bedziemy si¢ postugiwad w znacznym stopniu standardows
notacja, uZzywana np. w podreczniku Pathrii {(Q1]1. Tam teZz mozZna
znaleZ< standardowy material dotyczacy tych ukitaddw. ktéry
w wiekszogci bedzie tu pominiety.

Punktem wyjs<cia deo badania gazéw kwantowych jest wielki roz-

ktad kanoniczny

p = Z %,y exp[}nH - rN] . C11.9
gdzie 3 = —p = kD™, ¥ = —p, = R ™, Hi N sa odpowiednio
operatorami energii i ilofci czastek, kR - stalta Boltzmanna.
Suma standw '

ZCR, ) = Tr expC—-BH - ¥ND C1Y.10D

moze by<¢ wyrazZona przez potencjal Kramersa q. q = RlnZ, ktéry
jest réwny PV /T (Q1, S2]. Zatem

Z el T o ¥ o = P/KT. C11.81)

Zaleznosé Z od B i y oznacza, zZe P jest funkcja R i 7.
Dzieki (11.11) mozZzemy napisa<

p = expC—aV — BH — yNd Cl11.12)
i odpowiednio

dlnp = —Vdo — HdfZ — Ndy. €132.13);
Pomimo ze V, H i N wystepuja w-(li!ia) i (11.13) pozornie na
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réwnych prawach., to ich role sz pojeciowo rézne. Operatory H
i N reprezentuja tu wielkodci stochastyczne, podczas gdy objg¢-
todd V jest ustalong wielkodgciz klasyczna, a nie operatorem.

Forma kontaktowa ma tu postad
8 = < —=dlnp > = Vda + Ud3 + Ndy. C11.14>

Wielki rozktad kanoniczny zastosowany do idealnego nierela-
tywistycznego gazu bezspinowych bozonéw ¢ masach m prowadzi do

dwéch réwnann (91, G213

_ & _ -8 - )

InZ = -ET = ANV gS/ZCT))' C11.1%>
— —3 —. —
n = A gs/zCn). n = N/V. C11.16D
gdzié
1,2 3 A
A = hfCanmkd*? = h[—] €11.17>
onm ‘

jest tzw. frednia termiczna dlugogfcia fali czastek,

u @
= 1 s
= X <
AN FCT:TJ ——— dx . 0O£9pn=1, €11.18>
n e -1
O .

jest calka Bosego-Einsteina, T'C1) jest funkcja gamma Eulera,

natomiast

=l w et E ' €11.19)

nazywana jest aktywnosciq lub lotnosciq Cang. fugacityd.

Dla czastek o dowolnym catkowitym spinie prawe strony wzordw
€11.:185):% C11:16) nalezy pomnozy< przez stopien degeneracji
zwigazany ze spinem. -

Dla bozonéw 4 < O i dlatego n zmienia sig od O do 1. NaleZy
Jednak zaznaciyé. 2e o ile relacja (11.15) jest dokladna Cw ra-
mach.fozpatrywanego modeiu). to zwigzek (C11.16D zachodzi tflko
dla temperatur 7T wyiszych od temperatury kondensacj1 Bosego~E1n—
steina T b bowiem otrzymu;e sie go po zanledbaniu obsadzenia b

stanu podstawowego. Dokiadny zwigzek ma postaé
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n-n =" ga/zCn). ¥ dalszym ciagu bedziemy jednak uzywad
o
przybliZzonej relacji C11.16).
batwo sprawdziz, ze dla y spet niajacych warunek 0 < n < 1,

mozZna ;LCn) rozwinad na szereg potggowy wzgledem p
-— M _L
gl = En’j , C11.20)

ktdry dla interesujacych nas wartogci n jest zbiezny dla 1 > 1.

Bedziemy takze potrzebowad ;LCT)) dla 1t = 1/2 oraz l = —-1.2. Sze-
reg (11.20) dla tych wartogci 1 Jest zbiezny dla O < 7y <1, nato-
miast jest rozbiezny dla pn = 1 Cnalezy wigc wykluczy<d tutaj
przypadek T = o oraz u = 0O Cfotonydd. Z (11.18) lub z C11.20)
otrzymujemy wazna i uzyteczna relacje
_ - oeg w

g, =7 —5n cii.21)

stuszng dla dowolnych 1.

Sktadowe tensora metrycznego C11.1) dzieki relacjom C11.15)

i €11.16) przyjmuja postad a
2
14 _ 8'1lnZ _ 15 -3, -2 - _ 15 _-z PV
g = 2 T I MNVE 8, =587 .
an .
12 621n2 3-.-3 -; - =2
&£ = —56—0}; = 5 A VB ga/zcn) = 'a— NRT > ci1.22D
22 azan -2, -
o4 = e & ATV *‘-ﬂ/zc”)'
oy

Wyznacznik tensora metrycznego wyrazony przez funkc je ;lCn) ma

-

postad
_ 3 ,-95,2 _-2f_- e L
det g = = A VRO [SgS/ZC 0351/2C nd Bgs/zc n)]. €11 .23

Widad wige, Ze metryka C11.22) ulega degeneracji dla n = O, ale

nie stanowi to problemu, ponievaz -dia 7 = O wsiystkie funkcje



§§vﬂ przyjmuja wartosd zero i zgodnie z (11.18) i (11.16) odpo-
wiada to stanowi z £ = O i n = O, czyli stanowi prdézni. Dla ma-

lych, ale nie zaniedbywalnych n (granica klasyczna lub wysoko-

g

temperaturowa) mozna przyjigd ;Cn) >~ np Cpatrz (11.203) i wtedy

3 ,-06,2_-2 . .
det s = = A.ovﬂf nz jest wielkogcla dodatnia. Z drugiej strony,

dla n—1l, det g zmierza do plus nieskonfczonosci, poniewailgfl)

jest .rozbieine dla 1l = 1.

Dla trzecich pochodnych 1lnZ, dzieki C€11.9>, C11.10) i C11.15>

otrzymujemy
b |
3’ 1nZ g e
AARE oo stw R3S S S 108 et Y G5
8 3 8 s/4
3
3’1inz 15
=% = - KCH - CHI®CN = <> = - = A %vp? FAPRS P
araf3
. C11.24D
3
__a_}2§ = — <CH - <H>ICN - <N>I% = - g A vpt g, .
L JElg '
a*1nz S § e i
—_——— = - <CN =<YD = AV g (.
a}’a -41/2

Ostatecznie z C11.8), C11.22), C11.23) 1 (11.24) otrzymujemy
na krzywizne skalarna R nastepujace wyrazenie

. . - =% - i —
R = 57\3 gsxzcn)g:./zcn)—agS/zcn)gifzcn)+35/zcn)gsxzcn)g-1/zcn)

- = == =
C 535/2C n gi/zc "> -BgS/ZC 1

C11.25)

Dla idealnego gazu fermionéw © spinie s moZna powtérzy< cakta

dotychczasowa procedure zastepujac wszedzie gtC n) przez
Cas+1)ftC n). gdzie

a0
1

L- )
FEw =FE%5‘I _’:x dx . 0 <y < C11.26d
I B N T :

o

+1
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jest catkay Fermiego-Diraca. Dla fermiondw potencjat chemiczny u
mozZe byd dodatni lub ujemny, -o < u < +w, i odpowiednio
O dn < w Dla n < 1, fl(n) mozna rozwinad na szereg potegowy

postaci

[e6)
£l = E Cc-15%" it ¢it .27
-

Dla »n > 1 nalezy stosowad doktadng formute C11.26) lub inne roz-—

winiecie - wzgledem Clnn)_i. W tej pracy ograniczamy sie jednak
tylko do O < np < 1 i przyjmujemy rozwiniecie C11.27) za zadowa-
lajace. Odpowiednikiem wzoru C11.2%) na krzywizne dla fermiondw

jest wyrazenie

2 2
B = SKS fs/zCaniszHD-afS/zCn3f1/2CnJ+f5/2Cn)f3/zCn)f1/2CnD

V- 2 z
C8s+1) [st/zCn)ft/ZCnD—BfS/ZCn)]

cii1.28>
Na marginesie zauwazmy jeszcze, zZe fermionowy odpowiednik rela-
cji (11.16> jest praktycznie dokitadny (w ramach modelu gazu ide-—
alnego), poniewaz zaniedbanie stanu podstawowego jJest nieistot-
ne (liczba ciqstek w tym stanie wynosi O lub 1).

Formuty €11.25) i (11.28) na krzywizne skalarng sz bardzo
skomplikowane. Sz one znacznie trudniejsze do analizy jakogcio-
wej niz odpowiednie wzory na krzywizng dla gazéw klasycznych
(831 i ukladédw magnetycznych (93, 1S51. Faktycznie trudno jest
oszacowad nawet znak R dla réznych wartodeci 2 i py Club k-i-nD.

Jedynie w granicy klasycznej, glCn) = flC'r;) = n wida<¢ od razu,

ze R = 0. Rezultat ten zgadza sig z wczegniej prezentowanymi
wynikami dla klasycznego gazu idealnego. Ze wzgledu na trudnogci
w dokonaniu jakofciowej analizy wyrazen C11.25) i C11.28) zostaly
przeprowadzone obliczenia numeryczne krzywizn. Wyniki sa zesta-

wione w poni2szej tabeli.



Tabela 11.1. Krzywizna skalarna R dla wybranych wartosci aktywnosci

1 dla bozonow (w jednostkach SAVTY i fermiondw Cw jednostkach

SATicas 10 TH

Krzywizna skalarna R

" bozony fermiony
0.100 0.4539x10 " -0.7334x10 "
0. 300 0. 4852x10 -0.1805
0.S00 0.5337x10 " ~-0. 4916
0. 700 0.6245x10 " -0.2226x10"
0. 800 0.9187x10 ' -0.6608x10*
0.910 0.9563x10 " -0.2909x10*
0.920 0.1001 -0.4131x10°
0.930 0.1054 -0.1575x10°
0.940 o.1121 -0.8268x10°
0.950 G. 1207 -0. 5095x1 0>
0.960 0.1323 -0.3459x107
0.270  0.1493 . -0. 2505x10°
0.980 0.1778 ~0.1909x10°
0.990 0.2423 -0.1493x10°%

Obliczenia przeprowadzonc dla CRD™ = const, tzn. dla jednej

izotermy. Jest to uzasadnione tym, Ze dla idealnego gazu Bosego
(Fermiego) wszystkie izotermy s3 jakosciowo podobne. Z tabeli
widad, ze dla bozonéw R jest zawsze dodatnie i jest funkcja mo-—
notoniczng n, R—0 dla n——0 ocraz R——+-+m dla n—1. Dla fer-
miondw R obliczono w przedziale O < < 1 i w catym tym prze-
dziale R.jest U jemne.

Objetodd V wystepujaca we wzorach na R i we wzorach poprze-—
dzajacych obliczenie R nie jest istotna. V moZzna by opuscid,
gdyby wzigd “intensywny” tensor metryczny

2
Wi _ 1 &81nZ

g it e ci11.29
i J

Wtedy krzywizna nie zalezataby od objgtosci i bylaby funkcja

105



drugich i trzecich momentléw zmiennych stochastycznych F odnie-

sionych do jednostki objetogci.

Z fizycznego punktu widzenia R Jest nowy wielkodgcia, ktéra
nie byta dotychczs rozwazana w tradycyjnych sformulowaniach ter-
modynamiki. Narzucenie jakiegokolwiek warunku na R stanowi toby
wyjscie poza standardowe zasady termodynamiki. Pierwsza zasada
termodynamiki dotyczy pierwszych pochodnych potencjatéw termody-

namicznych, czyli pierwszych momentdw zmiennych stochastycznych

£ Druga zasada naklada ograniczenia na drugie pochodne poten-

cjatdw, czyli na drugie momenty zmiennych stochastycznych £
Narzucenie jakichg warunkdw na R oznaczatoby narzucenie warunkdéw

na trzecie i drugie pochodne potencjatéw termodynamicznych, czy-

li na trzecie i drugie momenty zmiennych stochastycznych FE

W tym sensie nalozenie ograniczerk na R bytoby réwnowazne z po-
stulowaniem nowej zasady termodynamiki. Przed nalozeniem Jakich-
kol wiek ograniczeri na R naleZzy zastanowid sie nad fizyczng in-
terpretacjg tej wielkofci.

Z doswiadczenia dobrze jest wiadomym, Ze w ukladch jednofa-
zowych z dala od punktédw krytycznych fluktuacje s3 zaniedbywal-
nie mate i odpowiednio uktady takie sa wzglednie stabi}ne. Fluk-—
tuacje nabierajz znaczenia w ukladach wielofazowych, a szczegdbl -
nie w otoczeniu punktdw krytycznych. W rezultacie w najblizszym
otoczeniu punktdw krytycznych uktady stajy sie bardzo niestabil-
ne. Krzywizna skalarna R wyraza sie przei drugie i trzecie mo-
menty fluktuacji, zatem R mozZna traktowad Jako pewna taczna,
skalarng miare fluktuacji zachodzacych w ukladzie. Poniewaz R
dla idealnego gazu klasycznego jest identycznofciowo réwne zeru,
to R zalezy tylko od tej czedci fluktuacji, ktéra pochodzi od
oddziatywart molekut ukladu. Z tego wzgledu mozna by tez inter-—
pretowac R jako skalarng miare odstepstwa uktadu od “idealnogci .
Jeszcze inaczej, R mozna traktowad jako miare stabilnogci ukladu:
im wigksze R, tym mniej stabilny jest ukiad. Ta inLeEpretacja
krzywizny zostata zapropoﬁowana wspdlnie z H. Janyszkiem przez
autora tej pracy'[is. 1S, 17, 21, 831. Dla wszystkich przebada-
nych do tej pory ukitadéw — za wyjatkiem fermionéw, ktére przedy-—
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skutujemy osobno nieco pé&éZniej — krzywizna byla nieujemna i po-
twierdzata zaproponowana interpretacje R. PowyzZzsze potwierdza
réwniez tabela 11.1 w odniesieniu do idealnego gazu bozondw.

W granicy klasycznej (male 7n) gaz bozonowy jest daleko od obsza-—
ru, w ktérym zachodzi kondensacja Bosego-Einsteina i jest wzgle-—
dnie stabilny. W miare wzrostu v uktad zbliZza sie do obszaru
kondensacji i staje sie mniej stabilny — R rognie. Zmierzanle R
do plus nieskoriczonogci dla n—1 odpowiada kondensac ji Bosego-—
Einsteina. Kondensacjg¢ tg formalnie traktuje si¢ jako rodzaj
przejsScia fazowego, chociaz jest to przejgcie innego typu niz
dobrze znane przejscia gaz — ciecz lub ciecz - faza stata.

Roipatrywane tu uklady bozondéw i fermiondw sa ukladami ide-
alnymi. Nie znaczy to jednak, Ze nie wystepuja oddzialywania
pomiedzy poszczegdlnymi czasteczkami. Obecnosd oddziakrywania
pomiedzy czastkami jest efektem statystyki kwantowej. To powo-
duje, Ze zachowanie sie¢ idealnych ukladdéw kwantowych jest zupel -
nie inne od zachowania sie idealnych gazdéw klasycznych. Symetry-—
zacja funkcji falowej dla bozondw i antysymetryzacja dla fermio-
ndw oznacza, ze czastki musza "wiedzied o sobie®”, tzn. musza
oddziatywad; w ukladach kwantowych wystepuja przestrzenne kore-
lacje pomigdzy réznymi czastkami tego samego uktadu. Oczywidscie
te korelacje nabierajg znaczenia dla niskich temperatur i dla
duzych koncentracji czastek.

Idealny gaz fermiondw jest jedynym do tej pory znanym przy-
padkiem, dla ktérego krzywizna skalarna jest ujemna. Fakt ten
nie obala wysunietej wczedniej interpretacji R, lecz uwypukla
na jeszcze jeden sposdéb wyjatkowy charakter tego ukladu. W ide-—
alnym gazie Bosego fluktuacje sa wigksze niz w idealnym gazie
klasycznym na skutek wystepowania dodatnich przestrzennych ko-
relacji wywolranych statystycznym efektem przyciggania sie cza-
stek [B1, 92] i dlatego R jest dodatnie. Przeciwnie, w idealnym
gazie Fermiego fluktuacje sg mniejsze niz w idealnym gazie kla-
sycznym na skutek wystapienia ujemnych korelacji przestrzennych
wywolanych statystycznym efektem odpychania si¢ czastek C(zakaz
Pauliego) i dlatego R jest ujemne. Gdyby fluktuacje lub stabil-
nos< idealnego gazu klasycznego nazwad normalng, to fluktuacje
w gazie bozonowym si “ponadnormalne® (stabilnogd "podnormalna“);
natomiast w gazie fermionowym fluktuacje sg "podnormalne™
(stabilnos$d "ponadnormalna®).
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12. Uwagi koficowe

Pomi jajac rozszerzone termodynamiczne przestrzenie fazowe,
© ktérych zamieszczalidmy tylko krétkie wzmianki, zajmowaligmy
sig w tej pracy trzema typami przestrzeni termodynamicznych.
Kazda przestrzen byta wyposazona w Jedna lub dwie struktury geo-

'metryczne. Sumuje to krétko ‘ponizszy diagram.

s n+1
termodynamiczna przestrzer fazowa M-
struktura kontaktowva 8

struktura metryczna G

l

przestrze Gibbsa M

indukovana etruktura metryczna &

l

powierzchnia termodynamiczna #" = »

indukovana struktura metryczna g

Ten schemat wyraZnie wskazuje, ze przedstawiona w tej pracy
geometryzacja termodynamiki jest kolejnym igtotnym rozwinieciem
ideii Gibbsa.

Za kazdym razem zastosowanie nowej metody i nowych narzedzi
matematycznych pogtebia zrozumienie teorii fizycznej i wydobywa
Jej nowe aspekty. W pracy tej staralismy si¢ pokazad, ze wyko-
rzystanie metod geometrii rézniczkowej w termodynamice ma nie
tylko znaczenie techniczne i porzadkujace, lecz pozwala uzyski-—
wad nowe Eezultaty. Przykladéw takich nowych rezultatédw dostar-
cza zastosowanie pSl kontaktowych Xf przedstawione w rozdz. S
oraz wykorzystanie krzywizny skalarnej Riemanna do opisu stabil-
nosci ukladdw termodynamicznych.
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Meteryky i krzywizoy termodynamiczne wymagajga dalszych badans,

poniewa? obecnie sa to zagadnienia bardzo nowsa 1 stabo jeszcze
zbadane. W szczegdlnodci dotyczy to zastosowant metlryk G 1 G,
Warto zauwazvdé. Ze pod wplywem ogdlnych przeksztalced hkontakto-
wych Cdopuszczalnych przez pierwsze prawvo termodynamiki) tensory
metryczne transformuja sig w sposdb konforemny w znaczeniu opi —
sanym w rozdz. 10. MozZna wigc stwierdzid, ze struktura termody-

e

namiki "nie jest sztywna™ w tym sensie, Ze dopuszcza przeksztail -
cenia nieizometryczne. Jest to spowodowane tym, zZe drugie prawo
termodynamiki wyraza si¢ przez nierdwnosci.

Pewne rezultaty wskazuja na to, Ze metryka i krzywizna termo-—
dynamiczna moga mied pewne znaczenie w teorii wykladnikdédw kry-
tycznych. W pracy dotyczacej zastosowari geometrii Riemanna do
ukladéw magnetycznych [(15] przeanalizowano migdzy innymi 1-wy—
mi arowy model Isinga Coddzialtywania krétkozasieggowed oraz model
$redniego pola Coddziakywéﬁia dliugozasiegowe) dla ferromagnety-—
ka. W modelu fredniego pola tensor metryczny byl zdegenerowany,
ale degeneracje te udato sie usunzé przez uwzglednienie energii
termicznej sieci spinowej. Dla obu modeli ferromagnetyka krzy-
wizna skalarna byta dodatnia i zmierzala do plus nieskorficzonosci
przy zbliZzaniu sie do punkt& krytycznego Cpunktu Curied. W pracy
tej zostala wysunieta teza, Ze dopuszczalne s3 tylko takie mode-
le statystyczne ukladéw termodynamicznych, dla ktérych krzywiz-
na R jest dodatnia i zmierza do nieskoficzonodci przy zblizZaniu
sie do punktéw krytycznych. Stosujzac to zatozenie dla klasy mo-
deli spetniajacych zalozenia hipotezy skalowania (951, H. Jany-—
szek pokazal (831, ze prowadzi ono do pewnych nowych nierdéwnosci
pomiedzy indeksami krytycznymi. Otrzymane nierdwnosci byly zgod-
ne z wartodciami wykladnikééw krytyczhych otrzymywanych dogwiad-
czalnie, jak i = wartoééiami wyktadnikéw obliczonymi dla réznych
modeli. Zagadnienie to réwniez wymaga dalszych badaf.

" Na zakoficzenie odnot&jmy. ze zostaly podjete nieliczne préby -
zastosowania‘geometrii Finslera (96,97,21]1 do termodynamiki
stanéw nierdwnowagi. Obliczenia sa tu jednak trudniejsze niz
w geometrii ?iemanna. poniewaz tensor metryczny Finslera zalezy
nie tylko od punktu, ale réwniez od kierunku. Ta zaleznos< od

kierunku jest jednak istotna dla opisu proceséw nieréwnowagowych.
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Contact and metric geometry of thermodynamics

Sununary

The aim of the paper is to investigate some general aspects
of the equilibrium thermodynamics from geometrical point of view.
The contact and the Riemannian geometries are employed which cor-
responds to the first and the second laws of Lhermodynamics. res-
pectively. On purely phenomenological levei. the thermodynamic
phase space and extended thermodynamic phase spaces are constru-
cted as the jet spaces of the first and higher orders. Such con-
structions guarantee the existence of contact structures of wva-
rious orders on these spaces. The C2n+1) —dimensional thermody-
namic phase space (n being the number of the thermodynamic deg-
rees of freedom) bearing a contact structure of the first order,
defined by a contact form &, is investigated in detail. The ma-
ximum dimensional integral manifolds ¥ of the equation 8 = O
Cthe Legendre submanifoldsd represen£ then the surfaces of phy-
sical systems which are compatible with the first law of thermo-
dynamics.

The contact form €, viewed as a connexion form, associates
with each function f on the contact space a Ccontact) vector
field Xf which is the infinitegimal generator for a 1 -parameter
group of contact transformations. We give conditions under which
the flow associated with Xf preserves a Legendre submanifold <
i.2. 4 J(}r is tangent to ¥. Such flows can be regarded as thermod-
dynamic processes or vice versa, any thermodynamic process can
be viewed a 1-parameter group of contact transformations.

If Xf is not tangent to F. it can be viewed as the one imbed-
ding # in a l-parameter family of Legendre submani folds Jx.

This was used to obtain new systems Ji as deformations of a well-
known system . Numerous examples of the contact fields Xf are

given for various functions f. One of them generates a continu-

ous deformation of ¥ for the ideal gas into 31 for the van der
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Waals-like gas.

The contact form 8 and the vector fields Xf allowed to
define three types of brackets for Lhermodynaﬁic functions f.
These brackets generalize the well —known Poisson bracket tor

functions on symplectic spaces to the odd-di mensional case.

It is also shown how the contact form 8 and a new metric
form G on the thermodynamic phase space arise in a natural way
from a generalized canonical probability distribution p. They
are shown to be derived from the mean and the variance, respec-—
tively, of do, where 5 = —-lnp is the microscopic entropy. Next
the metric form was reduced to the metric & on the Gibbs space
and to the metric g on #. The components of the meﬁric tensor g
are given by the second moments Ccorrelations, covariances) of
the stochastic quantities occuring in p or, by the second deriva-
tives of the potential associated with p. It means that they can
be interpreted in terms of the fluctuation theory.

The Riemann curvature tensor and the Riemann scalar curvatu-
re R are the most important local quantities associated to the
metric tensor. It is shown that they are given through the se-
cond and third moments of the stochastic variables associated
with p, or through the second and third derivatives of the ap-—
priopriate thermodynamic potential function. As an example R
was calculated for the ideal systems of bosons and fermions.

It is proposed that R can be interpreted as a scalar measure.

of stability of the systems; the bigger the R, the less stable
the thermodynamic system is.



