DIE RELATIVE GEOMETRIE DER FLACHEN IM PROJEKTIVEN RAUME.

A. Norden.
Einleitung.

Der Begriff der relativen Geometrie der Flichen im affinen Raume
wurde von Miller 1 eingefilhrt, Neben der Hauptfliche s betrachtete er eine
Hilisflache s;, die mit s durch eine Punktabbildung derart verbunden ist, dass
die Tangentialebenen beider Flichen in den enmtsprechenden Punkten einander
parallel sind. Indem Miiller den Radiusvektor eines Punktes der Hilfsfliche
als Vektor der ,Psendonormalen® der Hauptiliche ansieht, gelangt er zur
Definition der relativen Kriimmungslinien, der relativen Krimmung, des re-
lativen Flicheninhalts usw. Indem ich der Miillerschen Theorie den Begriff
der relativen innern Geometrie beifiigte, habe ich einmen Apparat der relativen
Geometrie aufgebaut 2, vermittels dessen sich sowohl der Formelnapparat der
affinen Flichengeometrie von Prof. Blaschke als auch derjenige der klassi-
schen Flichengeometrie ableiten ldsst; dabei wird auch die geometrische
Bedeutung jener Spezialisierungen durchsichtig, welche die Konfiguration
in den beiden erwihnten Fillen erfdhrt.

In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch gemacht, eine relative Geo-
metrie der Flichen des projektiven Raumes aufzubauen. Es zeigt sich, dass
in diesem weiteren Schema ausser der Millerschen Theorie auch die von
Fubini-cech entwickelte und endlich noch die Theorie der Flichen nicht-euk-
lidischer Riume konstanter Krimmuog enthalten sind. Die dadurch herge-
stellte Vereinigung erlaubt es alle die zahlreichen Analogien in den erwiihnten
Theorien zu erkliren. Das betrachtete Schema ist auch in jemer Hinsicht von
Interesse, dass es darin gelingt, das Prinzip der Dualitit weitgehend durchzu-
fihren, wobei dasselbe seine Bedeutung auch bei den wverschiedemen Spe-
zialisierungen keineswegs verliert.

Es ist auch zu vermuten, dass der hier entwickelte Apparat ausserdem
noch fiir das Studium der Laplaceschen Kurvennetze niitzlich sein wird; hier
will ich jedoch diese mdgliche Richtung weiterer Untersuchungen nur filichtig
andeuten.

-4 Monatshefte fir Math wnd Phys., XXXI, 1921,
3 A Norden, C. R. de 'Acad. de Sci,, 192, p. 136, 1931,
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§ 1. Definition. Kanonische Koordinaten.

_Es seien s, §, ¥ drei Flichen im dreldimensionalen projektiven Raume
zwischen deren Punkten eine reziproke Abbildung derart festpesetzt sei, dass
die Kongruenz der Geraden, welche die entsprechenden Punkte der Flichen
und S werbinden, zur Fliche s konjugiert, indessen die Kongruenz der
Schoitigeraden entsprechender Tangentialebenen an s und ¥ zur Fliche s
harmonisch sei.

Ich werde die Fliche s als Hauptiliche und die Flichen S und %) als
‘Ergiinzungsflichen erster und zweiter Art bezeichnen. Das System der pro-
jektiv-invarianten Eigenschaften sei als relative Geometrie der Fliche s
bezfiglich fhrer Erginzung durch die Flichen S und 3 bezeichnet.

Wir zeigen zunichst, dass fir die gegebene Konfiguration bei festge-
setzter Punkiverwandtschaft von angegebener Art die homogenen Koordinaten
anf eine bestimmte Weise normiert werden kiinnen; die dadurch festgelegte:;
Koordinaten werden wir als kanonische bezeichmen.

Es seién

x (60, x(2), %(3), 219 ypd X (XTV, XT2), X08), Xie))
willkiirliche homogene Koordinaten der Punkte der Flichen s und § und

§EW,E@ e Ty yad = EW, 2, ), 59

willkiirliche Tangentialkoordinaten der Tangentialebenen an die Flichen s und S
Durch Einfiihrung der abgekiirzten Bezeichnung:

erhalten wir, indem wir

setzen (unter «!, w? sind hier krummlinige Koordinaten auf der Fliche s
zu. verstehen) _
*E=0; ¥§=0; xE=0. (1)

El

Bedenten d und & Symbole der Differentiation nach zwei auf der Fliche
konjugierten Richtungen, so gilt:

dx-8f = x Fydutdub = 0,

- o .r}.}: — .E i .FE’
s0 dass xf; = xf, ist.
Um den Umstand zu beriicksichtigen, dass die Kongruenz x, X der
Fliche s konjugicrt ist, suchen wir ihre abwickelbaren Flichen auf; da zwei

wobei



DIE RELATIVE GEOMETRIE DER. FLACHEN IM PROJEKTIVEN RAUME 231

fhrer unendlich benachbarten Erzengenden sich schneiden milssen, so milssen
die Punkte x, X, x+ f’_ﬁ X+ f.-i'i_in einer Ebene liegen; d (k==1, 2) bedeutet
&

hier das Dilferentiationssymbol nach der entsprechenden Richtung. Hieraus folgt:
1X +ox4vdx dX=0.
& & kk k
Unter Beniitzung der Formeln (1) erhalten wir
tEX - EdX =0,
® + i
1 XdE -} vd xdE 4 dXd:i=0.
ko1 +u i +# -

Sind & und ! voneinander verschiedem, so gilt zufolge des Umstandes,
dass die Richtungen If und d konjugiert sind:
2

dxds =0,
B
(EdX) (XdE) — (XE) (dXd5) = 0.
& I # B I
Fithren wir eine Transposition von & und [ aus und setzen wir die lin-

ken Seiten der beiden Gleichungen einander gleich, wobei wir beiden Seiten
je den Apsdruck

;Eﬁﬁ ) (XE) — iﬂﬂ fldfa‘; =0
hinzufiigen, so erhalten wir mach Division durch (X%)2

EdX EdX
dl S l=d| 2_ |,
E Y\ EX ) 1\ EX

Wir nehmen an, dass die zwei Arten abwickelbarer Flichen der Kongruenz
voneinander verschieden und infolgedessen die Richtungen d, 4 voneinander
12

unabhingig sind. Dann folgt aus der leizten Gleichung, dass der Ausdruck

ein vollstindiges Differential darstellt.
Setzen wir daher

EdX
— 1= —= 3
!g SE}R

50 wird dadurch ) bis auf einen konstanten Faktor bestimmt,
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Normalisieren wir jetzt die Koordinaten £ und X indem wir

X=1X; E=)(XE)%&

setzen, so wird _
d.XE=d\XE 4 L{dX3);
X = (XE) (XE)
oder .
. Xe=1, X;=XE=0. (2')

Fiihren wir eine analoge Uberlegung fiir die Kongruenzen E,E darch,
so finden wir solche koordinaten, fiir welche

x==1, xE=x2=10 (27)
ist.
Diejenigen Koordinaten, die dem System (2) geniigen, werden. wir als .
kaponische bezeichnen. Wir werden weiterhin stets voraussetzen, dass
die Koordinaten kanonisch sind.

§ 2. Asymptotische Linien.

Bereits in § 1 ist uns die quadratische Form ;l%du“dur“' begegnet;
zufolge der Unbestimmtheit der homogenen Koordinaten war aber dieselbe
nicht invariant. Nun fiihren wir die invariante Form ein:

— dx i = — x Fodu*duP.
Setzen wir
blj=_xr2;=_ij:=xtjE=IErp (3)

so wird b;j zu einem symmetrischen Tensor.
Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien der Fliche s wird lauten;
b pdutdu® = 0. . (4)

Die Bedingung daffir, dass die Richtungen du’ und 2w/ konjugiert sind,
hautet: )

b gdn*duf =0. (5)
Die Dis];rlminani'e der quadratischen Form
b, b
h—| 11" 712 {'ﬁ}
By1s by

werden wir als von Null verschieden annehmen, wodurch wir die abwickelbare
Fliche aus der Betrachtung ausschliessen.
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§ 3. Normale. Kriimmungslinfe. Kriimmungen.

Indem wir zur Behandlung der Grundeigenschaften der Konfiguration
iibergehen, machen wir in erster Linie auf den projektiv-dualen Charakter
der ganzen Konstruktion aufmerksam. In der Tat sind die Formeln (1), (2)
und (3) in Bezug auf die Transposition von x und & X und £ symmetrisch.
Diese Tatsache erlaubt uns im folgenden, den Beweis einer ganzen Reihe von
Satzen zu unterdriicken, insofern nur die Grunddefinitionen die nétige Sym-
metrie bewahren.

‘Wir gehen zu den Definitionen {iber:

1) Eine Gerade, die entsprechende 1) Eine Schnittgerade entsprechen-
Punkte der Flichen s und 5 verbin- der Tangentialebenen von s und >
det, nennen wir Normale erster oemnen wir Normale zweiter
Art der Fldche s. Art der Fliche s.

2) Eine Linie lings welcher die 2) Eine Linie, deren Punkten ei-
Normalen erster Art eine abwickelbare mne Folge wvon Normalen zweiter
Fliche bilden, pennen wir Kridm- Art entspricht, die eine abwickelbare
mungslinie erster Art Fliche bilden, nennen wir eine

Krimmungslinie zweiter Art.

Durch jeden Punkt der Fliche s gehen im allgemeinen je zwei Kriim-
mungslinien sowohl der einen wie der andern Art. Es ist indessen auch der
Fall m&glich, dass diese Linien sich zu einer wverschmelzen, indem sie mit
einer der asymptotischen Linien zusammenfallen. Die Kriimmungslinien kin-
nen atich unbestimmt werden, auf welchen Fall wir unten ausfihrlicher zu-
riickkommen.

Wir suchen die Richtungen der Krimmungslinien erster Art auf und wer-
den die erhaltenen Resultate dem Dualititsprinzip zufolge verdoppeln. Wir
schreiben aufs neue die 111~§ 1 erhaltene Bedingung an:

ox X +vdx | dX =0.
Zufolge (1) und (2) gilt:
T(AE)=1=0
(¥5x, + EX) dut=10.
Wir fihren jetzt den Tensor ¢, = §X; ein, welcher zufolge der Gleichungen:
(XE), =X 5+ X5=0

E:‘,;'EEiA}:_'XE: z_"'Eij (75 | EzIExIEJZ"_IUE__foF (7%

und

symmetrisch sein wird.
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Dann ergibt sich, daés die gesuchte Richtung durch das System der

Gleichungen
g (e, — wb, ) du==10.

bestimmt ist:

Wir stellen die charakieristische Gleichung dieses Systems auf, und
bezeichnen mit einem Buchstaben ohme Index die Diskriminante, mit &% aber
die reduzierten Minoren der Matix || &, || , sodann erhalten wir

K—2fy —J—‘Pﬂmﬂ.

Die Invarianten K und 2/ werden wir als volle und mittlere Kriim-
mung erster Art bezeichnen, so dass

e E .
K==y, (8) ] H=— (8%)

die volle Krimmung erster Art, die volle Kriimmung zweiter Art,
QH =bPe =y, (9')] 2y =1t (9

die mittlere Krimmung erster Art die mittlere Krimmung zweiter Art
bedeutet.

Die Grissen R,=Tl; E"s=l- darf man als Hauptkrimmungsradien

; W
erster Art bezeichnen. Es ist Iueziv:h‘.:= zu zeigen, dass diese Grissen die Ko-
ordinaten der Brenopunkte der Normalenkongruenz erster Art nach der affinen
Skala sein werden, welche auf der Geraden x, X festgelegt werden kann, in-
dem man x als Anfangspunkt, x -} X als Einheitspunkt und X als unendlich
ferner Punkt annimmt.

Hieraus folgt unter anderm:

a) Ist K=0, so f#lit die Fliche S mit einer der Fokalflichen der Nor-
malenkongruenz erster Art zusammen.

b) Ist 2H=0, so werden die Breanpunkte der Normalenkongruenz
durch die Punkte x und X harmonisch getrennt. Analoge Schlussfolgerungen
ktnnen ohne Miihe auch fir die Normalen der zweiten Art gezogen werden.

§ 4. Die Grundgleichungen.

Die Punkte x, x,, x,, X uod die Ebenen £ £, &, E bilden zwei Tetrae-
der, auf welche die Koordinaten der Punkte oder Ebenen bezogen werden
kinnen, die mit der Konfiguration verbunden sind. Fiihren wir jetzt die

4
und der Ebenen £ LA

== ———— Al18, S0
i duldn/

Zerlegung der Punkte xﬂ=%
finden wir:

"tl'f - ﬂ;"‘:u _]_ Fj_,n‘x —|_ t";"rX: {lﬂl}- 1 E.fj=-[':(En + ﬂHE + E'-fj"":' {lﬂ‘}
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Wie man sich leicht fiberzeugt, ist der Tensor b, in beiden Fillen eben
derselbe, der in § 2 angegeben wurde. Um aber nun Py zu bestimmen,
fihren wir eine neue lnvariante ein:

X==0. (11)
Da _ _ _
I[f:zpijx=+bu;{:
ist, werden wir dann haben:
py=—ey— b2, (12) | w=——e,—5Q (127

Hieraus folgt, dass Py und m, symmetrische Tensoren sind.
Wir stellen noch dl& Eeriﬂguug' von X, und =, auf. Iodem wir die
Bedingungen
: R';:= 0, '-'r""=ﬂ-
berlicksicht gen, setzen wir:

‘H}:_"ST#-‘—I—.SE.#’ -“_3'} I Ei—_-gisu_i_ ,!E‘ {13']
Da ferner X =535, so ist
= —ble,, (14') | of =— b, (14")

§ 5. Paralleliibertragung und innere Geometrie.

Der Tensorcharakler der Gréssen p,, und =, erlaubt ums, aus dem For-
meln (10) zu schliessen, dass die Ausdriicke

ﬁu Far EIJ’ - F?JE'

so transformiert werden wie Tensoren bei Transformation krummliniger
Koordinaten. Hieraus folgt, dass die Grossen Gf und I‘*‘ dabei eben-
so transformiert werden wie die ChristuffeIschen Sym-
bole einer quadratischen Form. Dies eraubt, mit Hilfe dieser
Griissen zwei Arten der kovarlanten Tensordifferentiationen der Manmnigfal-
tigheit &', u® zu bestimmen.

Wir bezeichoen als kovariaate Wir bezeichnen als kovariante Ahlei-
Ableitung erster Art des Vektors tong zweiter Art des Vektors v' den
o den ﬁus;lruct . Ausdruck

aod yot
v{f=&_‘_+ G:iﬂd! EIEF} l 'I.'I'UJU=E'E;-+I‘; e, I‘_L—rf",}

Die Differentiation der zweiten Art werden wir dadurch bezeichnen, dass
wir die Indizes des zu differenzierenden Tensors in Klammern einschiiessen
Die Grundformeln (10) lassen sich jetzt umschreiben:

xy=pyr-+b, X (10is) | Egy=m, 48,5 (10'Dis)
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Entsprechend den zwei Arten der kovarianten Differenzierung in der
Mannigfaltigkeit 4, #* werden zwei Geometrien von affiner Zusammenhang
definiert, welche wir als innere Geometrien der ersten und
zweiten Art der Fldche 5 bezeichnen werden.

Wir wollen jetzt die geometrische Interpretation der Paralleliibertragung
eines Vektor in diesen peomelrischen Systemen auffinden. Jedem kontra-
varianten Vektor o' der Mannigfaltigeit ', #* kann man ein Punkt v=1x,
und eine Ebene Bp==t7E  entsprechen lassen, wobei der Punkt v auf einer
Normalen der zweiten Art liegt und die Ebene § durch eine Normale der
ersten Art geht, was aus den Gleichungen

=0E=0; fx=FfX=0
hervorgeht.

Nehmen wir jetzt an, dazs der Vektor o beim I:Fbergang vom Punkie
#' zum Punkte u’-} du’ eine Paralleliibetragung erster Art erfihrt, so dass

Voi=1v¥,
Dabei erleidet der Punkt v die ‘u’erpﬂanzuug, welche durch die Gleichung
dv="Nvx, 4 v x, duf =lrtx 4 v° (p,gx 4 b gx) du?
bestimmt ist.
Wird der Punkt v -}-dv aus dem Punkte x auf die Ebene £ projiziert,

so erhalten wir
Pr.(v - dv) = po | ix.
Mithin gﬂt:

Bei einer Paralleliibertragung er-
ster Art des Vektors o wird die
Projektion des ihm entsprechenden
Punkies aus dem Punkte X auof
die Tangenotialebene lings der Ge-
raden verschoben, die diesen Punkt
mit dem Punkte x werbindet.

Bei einer Parallelfibertragung zwei-

ter Art des Vektors o' dreht sich die

Ebene, die durch den Punkt x und
durch die Schoittgerade der dem
Vektor entsprechenden Ebene mit der
Ebene E geht, um die Schnittgerade
der dem Vektor entsprechenden Ebene
mit der Ebene &.

Wir wollen jetzt die geometrische Charakteristik der geoddischen Lini-

; i
en erster und zweiter Art auffinden. Ist & = %‘ der Tangentialvektor der

geoditichen Linie erster Art, so hat ihre Differentialgleichung die Gestalt:

i

~— =t

dr

Ist x ein Punk! dieser Linie, so gilt:. X == E;‘xn,m:ler

x=lhx 4 px4vX.
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Hieraus schliessen wir:

Fime Linie der Fliche s ist Eine Linie der Fliche s ist eine
eine geoditische Linie erster Art, geodatische Linie zweiter Art, wenn die
wean fhre Schmiegebene in den charakteristichen Punkte der abwickel-
entsprechenden  Punkten durch die baren FEiche, die von den Tangential-
Normalen erster Art geht. ebenen lings dieser Linie gebildet

wird, auf den entsprechenden Norma-
len der zweiten Art liegen.

Stellen wir diese'Resultate den frilheren gegeniiber, so erhalten wir zwei
Eigenschaften der geodatischen Linien:

a) Ist eine geoditische Linie er- a) Ist eine geodatische Linie zweiter
ster Art gleichzeitig eine Krim- Art gleichzeitig eine Krimmungslinie
mungslinie erster Aft, so ist sie zweiter Art, so ist sle die Berfihrungs-
eine ebene Kurve. linie der Erzengenden eines die Flai-

- che beriihrenden Kegels.

b) Ist eine geodidtische Linie erster oder zweiter Art gleichzeitiz eine
asymptotische Linie, so ist sie eine perade Linie.

§ 6. Charakter der Geometrie. Flichenelement.

Die antisymmetrischen Tensoren
L= (Xxxx), (16')] Ay= [EEE,E,.] (167)
bezeichnen wir als Hauptdiskriminantentensoren erster und
zweiter Art. Einzeitig betrachten wir die ihnen zugeordneten Tensoren
LY und AY, die durch die Gleichungen bestimmt werden:

oL, =2, (7)) | Al =3 (17")

Diese Tensoren besitzen je nur eine unabhingige Koordinate:

L11=L3:-.-—'.-.ﬁ; L1==—L.21: T, "ll'.l. =i ‘=ﬂ; ,'L11=»—-.'|.?]Iu.
1 }(18) 1 1(187)
=LB=0;l=—LV=—, ANM=A22=0; A= AV = —

' LI}

Wir stellen die kova.jante Ableitung des Teasors [, aul:
.f.mi——.- I:S"#.r“-i-.ﬂ'ﬁ;xk, X, ..'-:J,} —I—-[r..]f.. Xy Xpy _t:'j.}-{-
+ {-‘l:h Xy 'Pm ..If+ &;k -'x': xf} + {X:r X, x]'l .P]f.": —l" 'ﬁ_f,tx.]' == u-

Aus (17) erhalten wir durch Differenziation, wenn -u.rIr dabei die letzten
Gleichungen beriicksichtigen:

Lipn=0, | Ay (=0, .
(19') C (19)
L, =0, . AW =0,
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Die letztere Eigenschaft macht die Tensoren L, und A, zum ,He-
ben und Senken* von Indizes geeignet. Wir werden aber dazu nur den
Temsor L, benutzen, um keine besonderen Bezeichnungen einfilhren zu
miissen; dabei setzen wir:

al,= L ,=—I"a, ,}
gy =—La%= L8 s
Als innere Geomefrien konmen nicht beliebige Geometrien von affinem

Zusammenhange erscheinen. Um dies zu zeigen, befrachten wir die bilinea-
ren Formen

L,qu‘r.‘-uﬁ' ==
= W{du'du® — dutén’), (21")

(20)

A gdwtud =
= o (du'du® — dulu’), (217)

welche wir als Flichenmelemente der ersten und zweiten
Art bezeichnen. Wir nehmen an, dass die Vektoren du' und #u’ sich so
parallel fibertragen lassen, dass somit

Vdu! =Vig'=10.
Dann gilt:

d {Lﬂd,u"ﬁuﬁj =1},

Mithin bleibt ein Flichenelement bei eimer Paralleliiber-
tragung der entsprechenden Art unverdndert erhalten.
Hieraus folgt, dass die inneren Geomefrien beider Arten
inhaltstreue im Sione der Terminologie von J. Schou-
ten sind. '

§ 7. Zusammenhang zwischen dem Geometrien.

Die inneren Geometrien kBinnen nicht voneinander unabhingig definiert
werden. Um den Zhsammenhang zwischen: imen festzulegen, definieren: wir
den Begriff der gemischten Tensordifferentiation.

Setzen wir nimlich

3,

dity

(k= —Gga, —Tga, ., (22)

s0 lisst sich lelcht die folgende Formel verifizieren:
(€ Pagy, )m=c "N pay - amy..ee " (23)
Wir finden die gemischte Ableitung des Temsors &, auf; es ist

byt m==— (X )= — (Ppx + b,,!X} t; — X f“;yE - b};.E}-
Hieraus ergibt sich
#ﬂﬂﬂ =0 (24)
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Unter Beniitzung der Formel (23) erhalten wir:
(8@ )i == by wa™ + by @y

(B1,8% ) =5, 8" "y . (25}
Differenzieren wir den Aunsdruck
B=>b",,
so ergibt sich: _
od 0= b!:{::}lrgi!l' »
er
E{E‘!};x =0- _ (26)

Aber ebenso auch
(6%a,.) p=b"a, . (27)

Aus der Gleichung (24) ergibt sich-

b= by + (05— T3 by, =bpyipp+(T5— Gl b,

uod daher
bie=—">ppm (28)

rlj - ﬁgjr = Ebﬁ'nﬂl =—b t"&h:ﬂ: filk s (29)

Endlich, um den Zusammenhang zwischen den Flichepelementen herzu-
gtellen, multiplizieren wir W und o :

_ 2 1 0 0
- 1 0 0 a
W= (Xxx x,) (Z55,5,) = .
ik ! 00— ‘511 - E"m
0 0 — &,y — L
oder '
Wew=—— b, (30)

Die Formel (24) lisst eine geomefrische Interpretation zu. Es seien o,
und w' zwei Vektoren konjugierter Richtungen, so dass

b vrwh =0,

Differenzieren wir die linke Seite, so erhalten wir:
d {bﬂﬁﬂ’w?} = ﬁugﬂ“?wﬁ -+ E-la‘li’ﬂﬁﬂlwﬁ =10,
‘

Nehmen wir an, dass der Vektor w' eime Paralleliibertragung erster Art
erfahrt. Dann haben wir '
ﬁ'ﬂrﬂr"]ﬂlﬁ_: 0.
Vergleichen wir dies mit der Bedingung dafiir, dass- die Vektoren o
und w/ konjugie t seien, so erhalten wir

Vols) =7,
Es gilt mithin: ' ~
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Erfahrt ein Vektor eine Paralleliiberiragung irgend-
einer Art, so erfihrt der zu ihm konjugierte Vektor ei-
ne Paralleliibertragung der anderen Art. Hieraus folgt fol-
gende Eigenschaft der geoditischen Linie: Ein Vektor, dessen Rich-
tung einer geoditischen Linie der einen Art Konjupgiert
ist, erleidet ldings dieser Linie eine Parallelidbertra-
gung der anderen Ari.

Wir fihren den Begriff des Tschebyschewnetzes ein. Dies ist ein
Netz von Linien auf eimer Fliche, fiir welches die Tangenten an die Eini-
en der eimen Schar lings den Linien der anderem Schar parallel fibertragen
werden. Das Konjugierte Tschebyschewnetz hat die charakteristische Eigen-
schaft, dass es ein geoditisches Netz dualer Art ist. In dieser Eigenschaft
lasst sich die charakteristische Eigenschaft des Laplaceschen Netzes mit
gleichen Invarianten erkennen ). Dass das konjugierte Tschebyschewnetz
wirklich ein Netz gleicher Invarianten ist, ldsst sich leicht durch eine spe-
zielle Wahl des Koordinatensystems bestitigen.

§ 8. Die Integrabilitatsbedigungen.

Wir wollen die Bedingungen der Integrabilitit der Hauptgleicﬁungen
aufstellen, Zur Vereinfachung der Berechnungen bemerken wir vor allem,
dass man anstatt des Alternationszeichens

A ==y — Gy
Auch

1
Lﬁﬂ«ﬂ =_ (a;—ay)

schreiben kann, oder zufolge der Ubereinkunft fiber das Heben der Indi-
ze5
Eu—ﬂﬂ=ﬂhdé:="'_—ﬂ!'ﬂf;+

Wir beniitzen ausserdem die Inhaltstreue der inneren Geometrie, Es sei
Ryp! der Krimmungstensor der inneren Geometrie, z. B., der ersten Art.
Wir fiihren den Riccitensor -

Ry=—R.}, (31| Py b} (317)

ein. L : .
Infolge der [nhaltstreue muss dieser Temsor symmetrisch sein 2. An-

dererseits gilt: \
Ex_.ur =—R _ma '

Ry ! =LyAly “";i“‘*”'ﬂ

t Eisenhart, Transformation of surfaces, 124, Ex. 10 und 153, Ex. 12.
*Schouten, Riccl-Kalkiil, 2 Abschnitt, § 15.

woraus ‘fohIgt‘.
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Unter Beniitzung dieser Beziehungen ist es leicht die Relation

RiGI=2R} (32)
zu verifizieren.

In Ubereinstimmung mit diesem Ausdruck lisst sich die zweile alter-
gierte_.&hleitung des Vekiors in der Form darstellen:

W, =R, (33)

Wir wollen jetzt die Gleichung (10bis) differenzieren, indem wir dabei
die Gleichung (13) benutzen. Wir erhalten als Resultat:

Xy == Rix,= Py fx—pix, + bhr.lf _ Erf,sErB + b, sx.
Auf dieselbe Weise erhalten wir aus Gleichung (13):
0 = s} p3x 58 BEX 4 5Bty — s°x, 45 o

Durch Vergleichung der Koeffizienten der gleichartigen Punkte erhalten
wir folgendes System von Bedindungen:

R+ p=—1"b}s] (1); b, *=0 (II);
P =bis, (1m); saPi+s,5=0 (IV); (34)
sip=s (v); stoz=0 (vI). )

Aus diesem System kinnen die Grissen s! und s, eliminiert werden.
Aus (1) finden wir:

. st =B (Rt 4-pt) (35)
und aus (III) -
Durch Subsﬁtu’;inn dieser Werte in (IV) erhalten wir:

S pi=0; (R +FE}FE
anderseits ist

BLpipi=— B ppt=p Bl =p br =0,
Hieraus folgt:.

stpi=— b Rip;
und durch Substitution in -f‘u"l]:
o= BRI ) =R = Re.
Endlich ergibt sich durch Substitution in (V):
st ==— Ve (B (R + p)] =V, [ (R, +p1)].

: Y6 Commmap ho Temsopsomy awatmsy. Bun, =111,
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Das System (34) kann auf folgende Weise umgeschrieben werden:

bt=0 (A); V[6% (Ry + pull = bp.s {B};} @
V, (6% py, ) =B REP; (C); R;=0 (D).

Somit ist das System (10) vbllig integrierbar, wenn die Bedingungen
(37) erfiillt werden. Die Integrabilitits-Bedingungen des Systems (13)
aber werden erfilllt, wenn die entsprechenden Grissen aus (33) und (36)
bestimmt werden.

Unter Beniitzung der Formeln (12), (13} und (29) kdénnen wir eine
Gleichung zur Bestimmung der Ebenen £ und E aufstellen, deren Integrabi-
lititsbedingungen zufolge (37) erfiillt sind. Berlicksichtigen wir moch, dass
alle Gleichungen linear sind, kann folgendes Theorem bewiesen werden:

Sind die Grossen G p, &, die die Bedingun gen
(37) befriedigen, und die Grésse @ gegeben, so ist die
Konfiguration s, 8§, X bis auf eine projektive Transfor-
mation bestimmt

& 9. Die F-Konfiguration.

Ich werde eine Konfiguration als F-Konfiguration bezeichnen, wenn |
die asymptotischen Linien der Fliche s ein Tschebyschewnetz bilden. Vonm
J. Dubnow wurde die ipvariante Charakteristik des Tschebyschewnetzes fiir
den metrischen zweldimensionalen Raum festgelegt. Man {iberzeugt sich
leicht, dass dasselbe Merkmal seine Giltigkeit auch fiir eine beliebige Geo-
metrie von affinem Zusammenhange beibehilt. Es mdgen die Nulllinfen des
Form ¢, du*du? ein Tschebyschewnetz bilden. Dann lautet die Dubnowsche
Bedingung: _

§F (2 95 — Pugu) =0.

Nehmen wir jetzt an, dass in einer gewissen Konfiguration die asympto-
tischen Linien &,du*du?==0 ein Tschebyschewnetz bilden. Zufolge der
Symmetrie des Tensors &,y haben wir:

6%, =0
oder
g (-E;L,] .
bﬂﬁﬁﬂyz ol =10 (38)
und mithin

b
—= const. (39)
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b
Wegen (30) folgt aber aus (39): E:mﬂ&t‘, also endlich:
Tr
I=i.:n::u-15t. (40)

Mithin stehen in der F-Konfiguration entsprechende
Flichenelemente erster und zweiter Art in einem kon-
stanten Verhiltnis zueinander.

Aus der Symmetrie dieser Bedingung folgt ausserdem:

In der F-Konfiguration bilden die -asymptotischen
Linien ein Tschebyschewnetz, das gleichzeitig sowohl
von erster wie von zweiter Art ist. Eine in der F-Konfiguration
gegebene Normalenkongruenz der einen Art bestimmt vollstindig eine Nor-
malenkongruenz der anderen Art. Es seien z. B. x und Z in kanonischen
Koordinaten gegeben. Die kanonischen Koordinaten der Tangetialebene der
Fliche s und die Normalen erster Art bleiben aber unbestimmt. Es seien £
willkiirliche Koordinaten der Tangetialebene. Wir setzen

E=I5

und wollen nun ein solches A suchen, dass die Bedingung (40) erfiillt sei.
Wir haben: )

o =13 (5, & & &)=10;
b=|b,|=|\xf|=W¥b

Wir fordern, dass
w? =ch.

4 ==
b

Ll=¢ ‘/=4 (41)
1]

Entsprechend der Bedingung (2) wird dann die Normale der erstem Ar
als Schnittgerade der Ebenen & und & bestimmt.

Wir nehmen noch auf eine gewisse Vereinfachung der Bedingungen de
Integrabilitdt der F-Konfiguration in Acht. Infolge der Beziehung

Hieraus ergibt sich:

haben wir nach der Bedingung (38):

v.598 = BBy, — 0.
1g*
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Wir erhalten deshalb anstatt (37B):
0 (Rugis + Pays) =— B2Pua® -
oder nach einigen einfachen Umformungen:
&% (Raga 4 2Payg — Pagii) = 0. (42)
Anstatt (37C) aber tritt:
6% [payT; + Ripp] = 0. (43)

& 10. Die Flichentheorie von Fubini-Cech.
Die Hauptgleichungen der Flichentheorie won Fubini-Cech haben die

Gestalt 1: - -
' y— {7} %= “:;u‘fﬂxa + ayX +py,
EU—-+ {!;'} g, =lﬂmﬂ1"ﬂ"53 + “.e,r-": +“r_f'c-*

wo gy ein. Tensor ist, dessen Nullinien mit den asymptotischen Linien
der Fliche zusammenfallen, und { #"} die aus diesem Tensor zusammen-
gesetzten Christoffelschen Symbole bedeutet. Da zwischen den Grossen x,
=, &, X die Relation (2) staitfindet, so gehdrt die von Fubini einge-
fiihrte Konfiguration zu den vonuns betrachteten Konfi-
gurationen. Vergleichen wir die ihr entsprechenden Grundformeln mit
den Gleichungen (10), so haben wir:

GU* ={ Hk} -+ ay,a*%; I‘ﬁ = { !Ji} —- .::ma‘f*. (44)

Hieraus erhalten wirs .
T &3 i:mzqm;’k= b't"f-'u_e_r;

I i
und da :
a,.==b
so st ¥ ”
» .
By =" g5 Byjre : (45}

Die Koeffizienten der kuWischen Grundform von Fubi-
ni fallen bis auf einen konstanten Faktor mit den kovari-
anten Ableitungen des Tensars 4, zusammen.,

Die Bedingungen der Apolaritit der Tensoren aj; und a,

E“ﬂ'ﬂmm = D

sind daher den Eediﬁgungen (38) gleichwertiz und es ist mithin die vos
Fubini betrachtete Konfiguration eine F-Konfiguration

1 Fubini E‘.ac]'_r, Geometria proietiiva differenziale, vol.. L
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Um die mit der Fliche s invariant verbundenen Flichen S und ¥ zu
erhalten, fordert Fubini die Erfdllung folgender Bedingungen:

E E’"gb?'slﬁ‘?bq‘.l.ru 'ﬁ:{lp.[? =1 L] {45}
Elﬂpﬁ =0, {4'?:}

Vermittelst der Formel (46) wird die eine der Normalenkongruenzen die
Kongruenz der projektiven Normalen fixiert, wihrend die andere sich nach dem
Resultate des vorhergehenden Paragraphen bestimmen l3sst. Die Formeln (47)
aber fixieren den Punkt X und die Ebene = und zeigen, dass die Nullinien
der Tensoren p;, antd Ty ein konjugiertes Netz bilden. Vergleichen wir die
Formeln (12') und (12") miteinander, so erhalten wir:

- M =
.rfi'EFJ'_'J'E,a + bﬂEEEI- — ] El‘#]'l'iﬂ + &!Ff.;;_

Da aber E‘ﬂ&ma--ﬂx und fﬂ‘?eua=2H, g0 haben wir im Falle der Fubi-
pischen Honfiguration:

2y = 2H, ' (48)

d. h. die mittleren Krimmungen der ersten und zweiten Art sind gleich.
Um gewisse Begriffe, die in der Theorie von Fubini-Cech die Haupt-

rolle spielen, geometrisch zu. interpretieren, befrachten wir die Linife

|
ut=u'(t). Es sei ﬂ"z% deryTangentialvektor dieser Linie, welcher der

angegebenen Paramefrisierung entspricht.
Wir betrachten die kowvarianten Ableitungen beider Arten dieses Vektors,

welche lings der Kurve nach diesem Parameter genommen werden:

vo! i yoid '
EE TJ'! + Gtﬁ'ﬂ"‘ﬂg; E— — 'Il'r —|— Tﬂﬂdﬂ?.

Als Differenz dieser Ableitungen ergibt sich:

poill  pof ! i wn
Av' = T == { af Guﬂ} = ﬁﬂb}#ﬁﬂ“‘ﬂﬁ.
» Die Richtung des Vektors Av’ hingt offenbar von der Art der Paramet-
risierung nicht ab und ist infolgedessen mit jedem Kurvenpunkt invariant
verbunden.

Der Kiirze wegen wollen wir dv' als kovariante Differenz der
gegebenen Kurve bezeichnen.

Nun wollen wir soiche Linien aufsuchen, deren kovariante Differenz mit
der entsprechenden Tangente gleichgerichiet ist.
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Danon gilt:
g Avrr=0

oder }
ﬂnbﬂ"&}a‘_ﬂ&ﬂf = ﬂ

also, wenn wir fm=3:b;;k setzen, so finden wir, dass die gesuchien Lj-
nien Nullinien der Form Eﬂ‘,du“dﬂadﬂ'f sind.

Ebenso haben wir fiir die Linien, deren kovariante Differenz zur ent-
sprechenden Tangente konjugiert ist:

b0 AVP = by v vFUT =0,

woraus folgt, dass diese Linien Nullinien der Form b, du*dufdut sind.
Alle diese Betrachtungen gelten auch ffir eine beliebige Konfiguration,
Wir wenden uns jetzt zu der F-Konfiguration.
Zunichst erhalten wir aus den Bedingungen der Apolaritit:

.ﬂﬂ:ﬁzﬂbﬂlzﬂ'

woraus folgt, dass der Temsor s, in betreff auf alle Indizes symmetrisch
ist. In Anbetracht dessen kiinnen wir folgende evidente Kette von Gleichuan-
gen aufstellen:

Syn ="b3bjp = — b b pp==— b Bjspq==— bp B} B]D .

Ist dann v* der Vekior der Nullrichtung des Tensﬂrls S und wi=
==,blr® der Vekior der konjugierten Richtung, so gilt:
S qa U 0PUT = — B BE b1 o vt = pb, wrwiwr = 0.

Mithin ist die Nullrichtung des Temsors s, zur Nullrichtungen des
Tensors &, konjugiert. _
Aus deu Formeln (45) folgt, dass die Linien b E,‘dn“duﬂdu‘l_ﬂ dieje-
migen von Darboux sind, woraus wir weiter schliessen, dass die Linien

8 durduPdut =0 diejenigen von Segre sind 1.

Mithin sind in einer F-Konfiguration die Darboux-
Linfen diejenigen, deren kovariante Differenz der ent
sprechenden Tangente konjugiert ist, wihrend die Segre-
Linien diejenigen sind, bei denen die kovariante Diffe-
renz mit der Tangente gleichgerichtet ist. v

Wir umlersuchen jetzt die kovariante Diffefenz der asymptotischen Lini-
en. Sind ¢ und w/ Tangentialvekioren an die asymptotischen Linien, so

ilt:
El A — e | (*)

i Pubini et Cech, Introduction & la géométrie projektive. diff, Chap. V.
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nun ist aber

bﬂ?'.ﬁ-,ﬁ == Avwih =0,
daher ist

vAw: =0, wAw=10
d. b.:

Die kovariante Differenz einer asymptotischen Linie
einer F-Konfiguration ist der anderen asymptotischen
Linie gleichgerichtet.

Wir wollen jetzt die geometrische Bedeutung der mit (46) verbundenen
{mvarianten Grisse '

1
J= o OB by,

dngeben, welche wir analog der entsprechenden Imvarianten der affinen Geo-
metrie 1 als Picksche Invariante der Gegebemen F-Koofiguration
bezeichnen.

Indem wir v und] w wieder als Tangentialvektoren an die asymptoti-
schen Linien betrachten und die Bedingung (38) der Apolaritdl in Betracht
nehmen, erhalten- wir zundchst:

J = V38, Pl Wk,
Aber aus (¥ folgt: . ,
b =lw'vw,; w,=——Ivv'w,
wo g=vw,_ den beiden inneren Geometrien entsprechenden Flicheninhalt
des ans den Vektoren o' und w' konstruierten Parallelogramms bedeutet.
Ersetzen wir o* und @*, so erhalten wir:

A
J="—H sfhﬁﬂvmps*f“wwu::
1 V.
e — " B
P o dvt - w dwk.
Nun ist ahe:. Aot = gwh;  Aw = Bo
und somit
: rAvr=—as und wdw?=4fa.
Anderseits ist S
Avdw, =afa,
woher \
40 .

Es bleibt noch die Bestimmung von ) auszufihren. Dazu betrachten wir
die Beziehung: .
' 25°%h 5 = 20.- b gv*w?

it Blaschke, Vorlesungen, II,-§ 63 (as 6).
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oder
1

e —

b rw?
Nun ist es aber leicht die fiir beliebige Vektoren geltende ldentitit

(vPmr)t = {&ﬂﬁﬂ} [ﬂmmlwi‘} - {baaﬂ“w?}“
zu beweisen.

Um die Rechoung zu wvermeiden, geniigt es in Acht zu nehmen, dass
der von uns betrachtete Flicheninhalt mit demjenigen identisch ist, welcher
durch die metrische Form bﬂ' dudu? bestimmt wird; sodann ist die angegebene
Identitdt nichts anderes, als die Lagrangesche Formel der elementiren

Vektorrechnung, welche bei beliebiger Kriimmung der metrischen Form gilt. -
Im angegebenen Falle ist:

und
(b vl = — (v'w,)?,

woher

. i

= ——

J
ist; und endlich
J = iAvrrAw,
= 4 [T-'ﬁ'Eﬂa]'E i

Es gilt mithin der folgende Satz:

Die Picksche Invariante f#11t bis auf einen konstanten
Faktor mit dem Verhdltnis der absoluten Grdsse des
Flidcheninhalts des Parallelogramms, welches aus den
kovarianten Differenz der as&rmptnti:sthen Linien kon-
strulertist, zum Quadrate des Fldicheninhalts des Paral-
lelogramms, das aus denm entsprechenden Tangentialvek-
toren konstruiert ist, zusammen., Dabel ist zu beachten, dass
das Wort ,Flicheninhalt* sich auf die innere Geometrie der F-Konfigu-
ration bezieht. In der ¢ affinen Geometrie fillt die Bedeutung dieses Aus-

druckes, wie wir spiter sehen werden, mit dem affinen Inhalt der Fliche
zusammen.

§ 11. Flichenpaare.

Fallen die Flichen S und ) in den entsprechenden Punkten zusammen,
so werden wir sagen, dass die Konfiguration sich zu einem Flichenpaare

reduziert. Da in diesem Falle = eipe Tangentialebene der Fliche s Im
Punkte X ist, so ist

XE=0; XE=0; X:5,=0. (49p
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Durch Vergleichung mit den Formeln (2) {iberzeugen wir uns dass die
Flichen s und S in Bezug auf das Paare gleichberechtigt sind. Hieraus
gchliessen wir:

Die Normalenkongruenz erster Die  Normalenkongruenz zweiter
Art ist zn beiden Flichen des Paa- Art ist zu beiden Flichen des Paares
res konjugiert. harmonisch.

Mit anderen Worten, die Flichen s und S befinden sich in einer F-Rela-
tion mach der Terminologie von Eisenhart 1.

Fiir den Fall des Flichenpaares wvereinfacht sich der ganze Formeln-
apparat sehr wesentlich. Wir stellen hier ein Schema der wichtigsten Formeln
ZuSammen:

Q=0 m);
py=—c¢,; (I} my=— (11"} ;
5,=0 (1r); 5, =0 (11");

350
=0 (V) =0

V.5 (Rydp) =0 (V);
B3R pl=0 (V1)

¢

Nun wollen wir die Differentialgleichung der asymptolischen Linien
der Fliche S aufstellen. Fiir den entsprechenden Tensor B, gilt:

B!f=u_‘¥r=j=_'?;:_?'rlEﬂ=S?Ea&p ai = 57 Pay
oder 1 -
Byy= B{RE -+ pi) py (51)

Auf diese Weise wird durch die Gleichung (50), (VI) die Symmetrie dieses
Tensors festgelegt.

Ich bezeichne ein Flichenpaar als asymptotisch, wenn die asym-
ptotischen Linien der Flichen s und S einander zugeordnet sind. In diesem

Falle gilt: b2 (R? + pF) pyy = :""-’;p
oder _ o
{-Eh +.pm.}.qu= p_ar 1
und da
PMFFIE ""a}:
g0 Ist
. mRy,== np,;. (52)

In enger Beziehung zum Begriff eines Flichenpaares steht die Frage
iiber die Kongruenzen, deren Kriimmungslinien erster und zweiter Art zusam-
menfallen. ‘

L Transformation of surfaces®, Chap IL
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Sind die Nullinien der Form s du*du? zogleich anch Krimmungslinien
der ersten Art, so ist
Sy = bi?jh*
In der Tat ist
bis, = bvble, = ILVe =10
und ebenso :
5, =0.

Auf 3hnliche Weise schliessen wir, dass die Krimmungslinien der zweiten
Art durch den Tensor

Fr,.r:b[feﬁu
charakterisiert werden.
Fallen diese beidenm Kurvennetze zusammen, so ist

b{: Eﬂﬂi_]_ 1‘-&{?‘[]: — l}, .
oder

b [Eﬁ+ rﬁﬁ] = "'E'U!
€yt 1‘:;"" pby=0.

Uberschieben wir beide Seiten dieser Gleichung mit 5%/, so erhalten wir
die Bedingung der Kompatibelitit des Systems in der Form

woher

blegte, ==10.
Substituieren wir hier statt ¢, und ¢, ihre Werte:

6y=—Py;— b2,
ey =— Ry—p,;+ 2Hb,,
so erhalten wir eine gleichbedeutende Bedingung
BepR,, ==0. (*)

Vergleichen wir (*) mit (50}, (VI),. so i{iberzengen wir uns, dass die

sHrimmungslinien ersterund zweiter Art der Grundfldche

€ines Flachenpaares miteinander zusammenfallen.
Wenden wir uos nun zum allgemeinen Falle, so bemerken wir, dass

die Bedingung (34), (VI) zufolge (*) die Form

5 =1

|
annimmt.
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Da aber s, ein Gradientvektor ist, so diirfen wir

__ o8
3!'_'&;:

setzen. Jetzt verschiebem wir den Puui[t X lings der Normale erster Art,
indem wir

X=X -+ §x
setzen. Dann ist

Xy=six,+sp=X + sx + sx,
und daher :

=l
I

_ Xy
Auf analoge Weise erhalten wir

—
=
-

=y

[

9,

worin

gesetzt st
Jetzt betrachten wir die Konfiguration x, &, .E, -E. welche In kanomi-
Schen Koordinaten angegeben ist, da die Bedingungen

xT=Xt=1; xE= Xi=0
_erfilllt. sind
Nun ist die Invariante

ist. Da aber 5 und o nur bis auf additive Konstanten bestimmt sind, so
lassen sich dieselben derart wihlen, dass .

Q=10

- In diesem Falle artet die Konfiguration in ein Flichenpaar aus, wobei
dies ohoe d.e Normalen erster und zweiter Art zu dndern erreicht wird. Also
endgiiltig: : ' ' '

Damit die Kriimmungslinien erster und zweiter Art
zusamenfallen, ist es notwendig und hinreichend, dass
ausser der Grundfliche x noch eine solche Fliche exi-
stiere, die der Kongruenz der Normalen erster Art konju-
giert und derjenigen der Normalen zweiter Art harmo-
aisch wire. '
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§ 12. Metrische Paare.

Ich nenne eine Konfiguraion metrisch, wenn sie ein asymptotisches.
Paar darstellt und wenn dabei die innere Geometrie irgendeimer Art eine
Riemannsche metrische Geometrie ist.

Da das Ciebiet bindr ist, sind die Bedingungen dafiir, dass die Geomet-
rie des affinen Zusammenhangs eine Riemannsche ist, leicht anzugeben,

In der Tat gelten im zweidimensionalen Raume stets die Gleichungen:

Ry=kgy, (93}
Eipe=— 0 (54)

ist, wo k& das Gaussische l{riimmu::gsmasé der Mannigfaltigkeit ist. Diffe-
renzieren wir die Relation (53) unter der Voraussetzung k=0, so erhal--
ten wir:

wenn dabei

k
Rin="rgy=15 Ry,

oder
Erjl-; = GIRH! |:I55_} i
wo ¢, ein Gradientvektor ist.
Diese notwendige Bedingung ist zugleich auch hinreichend; durch die-
Annahme
a_.'l.ua'u g;=e""Ry
erre:lcheu wir nimlich, dass die Bedingen (54) erfiillt werden.

Auf diese Weisz wird im Falle einer Riemannschen Geometrie der-
metrische Tensor bis auf einen konstanten Faktor durch die Kﬂmp{mmt&n
der Paralleliibertragung bestimmt.

Vergleichen wir (53) mit (52), so erhal'en wir:

Pij=9&; (66},
wo ¢ konstdnt ist, da zufolge (50), ({IV)
F.ﬁ;-'f = gugj.; = G1
woraus
g;=0.

Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen der Messung der Lingen

vermittelst des Temsors g, und der von uns in § 6 eingefiihrten Efichen-
messung herstellen.

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Relation

£ o -
2 == L# [Peg 8, -

Differenzieren wir ‘diese Gleichung und beachten wir die Eigenschaften:
des Tensors der rechien Seite, so erhal'en wir

d [ &
m{m)-“’
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oder
g=w".const,

Wir wollen die Willkilrlichkeit der Funktion s in der Weise ausnil:zen,
dass wir
g=w (57)

setzen, wodurch wir eine Ubereinstimmung der Masstabe bei der Auswer-
tung der Linien und Flichen der inneren Geometrie erster Art herstellen.

Das Vorzeichen von g, das hierbei unbestimmt bleibt, wihlen wir
derart, dass die Form g .du*duf immer positiv sei.

Wir gehen jetzt zu den Bedingungen der Integrabilitat diber und suchen
neue Auvsdriicke fiir den Tensor sl auf:

§|=—b"e,=p (Rl +pi).
Da aber
Ei'j= Y b.l'f
3o ist
o =—£(k+qg"s,,

Aus den Bedingungen (34), (V) und (50), (I} erhalten wir:

sr=| £ et | ety + £ 5+ gen, =0,
woraus folgt:
4
oder
k4g= % -const.

Erinnern wir -uns jetzt daran, dass die in §1 angegebene Bestimmung
der kanonmischen Koordinaten noch einen konstanten Faktor unbestimmt
lasst; wir dirfen somit immer x durch cx ersetzen, sobald wir gleich-

1
zeiﬂg—-ﬂ—E statt & setzen,

In der Voraussetzung, dass & 4 g &= 0 wihlem wir den Fakior ¢ derart
dass die Gleichung :

B .
k+ﬁ’=E , (58)
stattfinde. Dann ist
sl =—gib,, (59)

‘und
Esz ——g'g.ﬁ'ﬂ&ar {ED]
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Wir gehen dazu iiber, die volle Kriimmung erster Art zu bestimmen.
Es ist '

aber

B2
ﬂe‘-l‘ =§#aﬂul'bﬁwgapbﬂmp= E(E) = 3k - g)?
ist, woraus folgt
K=k+q (61)
eine Formel, welche der Gaussischen analog ist.

Differenzieren wir e, vermittelst der kovarianten Differentiation zweiter
Art, so erhalten wir mit Hille von (27):

Ernime= _Eﬂawﬂﬂ :x‘?w + 'bui'ﬁ'ﬂfﬂm} =0, }

62
Ecrl{ﬁuIﬂ' (62)

Hieraus ergibt sich der folgende wichtige Satz:

Ist einfe Konfiguration in Bezug auf die innere Geo-
metrie irgendeiner Art meirisch, so ist sie in Bezug
auf die innere Geometrie der andern Art auch metrisc h.

§ 13. Die Flichen des michf-euklidischen Raumes.
Es seien y und 2z zwel verschiedene, durch ihre homogenen Koordina-
ten angegebene Punkte. Wir filhren das Symbol y; z, das dem Zeichen
der diadischen Multiplikation von Vektoren analog ist ein. Wir werden dieses

Symbol als Zeichen einer linearen Operation ansehen, welche der Ebene
einen Punkt zuordoet.

Die Wirkung der Operation y;"z auf die Ebene % definieren wir durch
die Gleichungen:

(¥; zi=y(27),

7y 2)=()=

Dann wird das Symbol der allgemeinsten korrelativen Transformation
durch

O ==>D% x ; x

L]

angegeben, wo 4, f=1, 2, 3, 4 sind; x,, x,, X, x, sind vier Punkte,
wihrend die ®¥ Zahlenkoeffizienten bedeuten.

Lisst sich die Korrelation auf eine Polaritit in Bezug auf eine Fliche
zweiter Ordoung zuriickfihren, so ist

Pl — it
und die Tangentialgleichung dieser Fliche lautet:
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Wir ordnen jetzt jedem Punkte der Fliche s eine symmetrische Korre-
|ation zu: dieselbe lasse der Ebene £ und ihrer Umgebung erster Ordoung
der Punkt X und die zugehtirende Umgebung derart entsprechen, dass &
in WX, & in LX, und Z in px iibergehe.

Wir bestimmen das entsprechende @, indem wir

=a(x; x)b(x; X4 X;x) e (X X) 4 d3(X; x 42,5 X) 1+ /(x5 x5)
setzed.
Dann ist

¢E=bx-|-cx+d‘=xu=-l£.
worans folgt:
b=0;, d'=0; c==];

PE=agr=ypx
und daher @a== u und mithia
DE) = — fHx by ==X, = — Mgy, ;

hieraus folgt weiter

D=y (x;x) 4+ MX;X) +hgh(x, ;%)
Wir miissen im allgemeinen @ als vom Punkte z!, u* abhiingip be-
rachten.

Indem wir berficksichtigen, dass die durch @ angedeutete Operation
vom linearen Charakter ist, differenzieren wir © nach &! und z?, wobei L
und w als Konstanten zo betrachten sind; wir bekommen:

G =yp(x;x+x;0)+ X X+ X:X)+
| M [P B X)i Xy 825, 5 (ot + by X)) =
— (e et ) FAX XXX g (x5 x, x5 x) —
— (XXX X)) = (4 0g) (% x4 x5 x).

Wir betrachten den Fall ¢ =0 (der Fall g=0 wird an spiterer Stelle
behandelt) und setzem:

pnd somit

—_— 1

p= Vgl A\ =—m—;
Vigl

dann ist

1
d=VTq] *; % ———= (X : X+ g%z, ;x5),

®,—0.

Die Transformation wird beim Ubergang wvon Puokt zu Punkt ungein-
dert bleiben,
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Die Fliche 5®n =0 kaon nicht degenerieren, da d e Diskriminante der
linken Seite der Gleichung

g1 gi? 0 0
2 23 0 0 .
¢ 1 =10
A=| 00 —— 0 z T 0
Vil
00 0 Vgl

ist.

Wir erhalten somit den folgenden Satz:

Ist eine Konfiguration meirisch und der Tensor
p,},.$ﬂ so kann die Ergdnzungsfliche § als Resultat einer
Polartransformationder Fliche s beziiglich einer Fliche
zweiter Ordnung—der absoluten Flidche der metrischen
Konfiguration—erhalten werden.

Nun betrachten wir diese absolute Fliche als das Absolut einer gewis-
sen Geometrie konstanter Kriimmung und im Raume, der die Konfiguration
auch umfasst, stellen wir die mit diesem Absolut verbundene Cayléysche

Metrik aof fest.
Withlen wir das Koordinatentetraeder derart, dass die Gleichung des

Absoluts die Gestalt annimmt

!

4
> alxtipE=1,
1

wo &==-1, und nehmen wir als Tangentialkoordinaten einer Ebene .di2

Hcmrd]uateu ihres Poles in Bezug auf das AhS{:ﬁIut, gso nimmt die Bedin-
gung Sx==1 die Gestalt

E g [xfﬂ]t:l
1

an. Hierans folgt, dass die kanonischen Koordinaten mit den Weyerstras-
sischen Koordinaten der auf diese Weise festgestellten Geometrie ideo-
tisch sind.

Nehmen wir die Form

1 4
LS e
1

als die metrische an, so wird dabei die fundamental Form - der Fliche s
mit g .du*da® zusamenmenfallen. '
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Die Normale der ersten Art ist zur Tangentialebene perpendikuldr: alle
Formeln, die oben abgeleitet wurden, sind von denjenigen der Theorie des
Raumes von konstanter Kriimmung (wie dieselben z. B. von Bianchi? an-
gegesen worden sind) nur unwesentlich verschieden.

& 14. Quasisphiren.

Wir bezeichnen eine Konfiguration als quasisphirisch und eine Fliche
als Quasisphire

erster Art, wenn alle Normalen zweiter Art, wenn alle Normalen der

der ersten Art durch einen Punkt—  zweiten Art in einer Ebene —der
das Zentrum der Quasi- Grundebene der Quasisphi-
sphire— gehen. re— legen.

Da die Normalenkongruenz der Quasisphire erster Art (zweiter Art) ein
Geradenbiindel (ein ebenes Geradenfeld) bilden, so ist jede Linie auf
der Quasisphire erster Art(zweiter Artjeine Krimmungs-
linie erster Art (zweiter Art).

Da auf der Quasisphire jede geoditische Linie gleichzeitig eine Kriim-
mungslinie der entsprechenden Art ist, so gilt zufolge der in § 5 ange-
fiilhrten Eigenschaft der geodd'ischen Linien:

Eine geoditische L nie erster Eine geoditische Linie zweiter Art
Art der Quasisphire erster Art ist der Quasisphiire zweiter Art ist Beriih-
e¢ine ebene Kurve, die in eioer rungslinie von Geraden, die einen
durch das Zentrum gehenden Ebene Kegel mit der Spitze auf der Grund-
liegt. . \ ebene der Quasisnhire erzeugen.

Diese Eigenschaft der geoditischen Lin'en der Quasisphire erlaubt uns,
einen Schluss iiber fhre inmere Geometrie zu ziehen. Wir projizieren die
Punkte der Quasisphire erster Art aus ihrem Zentrum auf eine beliebige
Ebene, die dyrch das Zeotrum nicht geht. In der auf diese Weise herge-
stellten gegenseitigen Punktabbildung der Ebene und der Quasisphire gehen
die geodatischen Linien der Quasisphi-e offenbar in die Geraden der Ebene
iiber. Vermittels des Prinzips der Dualitil der projextiven Geometrie ist es
leicht zu zeigen, dass auch die geoditischea Linien zweiter Art den Gera-
den der Ebene zugeordnet werdén koinnen, da ihnen offenbar die Kegel-
spilzen in der Grundebene der Quasisphire entsprechen. Es gilt somit der
folgende (doppelte) Satz:

Die Geometrie der ersten Art (zweiten Art) der Qua-
- sisphire erster Art (zweiter Art) ist von solcher Beschat-

t Lezioni di geometria differentiale®, Terza edizione, vol. I, § 481, 482

17 CemuEmap mo TeHopHOMY Anaamsy. Ben, 11-11L
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fenheit, dass die Ubertragung welche sie bestimmt eine
projektiv-euklidische (nach der Terminologie von Schou-
tenl ist. *

Wir gehen zur Herleitung einiger fiir die Quasisphire geltender For.
meln fiber. Nach der Grunddefinition der Quasisphire ist

wo { und m Funktionen des Punktes und X, =konstant— das Zentrum der

Quasisphiire bedeuten.
Durch Differentitation erhalten wir:

Xj= .!rt' + LT' +m‘_-..¥u_,
woraus sich zufolge (2) ergibt:
X = my (X,F) =0.

1

Da X, nicht identisch verschwinden kann, so gilt:
m; =10,

es ist somit m =konstant und kann gleich Eins gewdhlt werden.
Aunf diese Weise ergibt sich:

X=lix- A,
woraus wir erhalten: .
fiir die Quasisphire erster Art: fir die Quasisphiire zweiter At
=l - (I) o =18, {1")
s=1, () =l - (11"}
Ans (12), (14), (8) und (9) erhalten wir:,
e y=—1b (I'); g =r—MAb,; (1I7):
Eif + Pyy=— ib,; (IV'); Piy + Ny “’j_.r (IV°);
my=(—Q)b, (V); py=0—2)b, (V); { (63)
Hes—1 (VI'); f=—1 (VI");
K=I*% (VII'); o= }2 (VIIr"). /

Die Diskriminante der Gleichung, aus welcher die Hauptkriimmungs-
. 1 1 . '

radien v, = —; yy==— bestimmt sind ist durch

R Ry ’

Hi—K=1
gegeben. Hieraus folgt:

Die Hauptkrimmungsradien ~der Quasisphire ent-
sprechender Art sind einander gleich.

i Ricci-Kalkil, Abschn. 4, § 2.
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Die Integrabilititsbedingungen (34), (Ill) liefern uns
Pl == b1},
und dann zusammen mit (lI) (34) und (IV) (63):
Riy*=10, (64') i

P =0, (647)

was als analytisches Merkmal des projektiv-euklidischen Charakters der
Obertragung  erscheint !,

§ 15. Affine Paare.

Wir nennen ein Flichenpaar ein affines Paar, wenn seine Haupi-
fliche eine Quasisphire zweiter Art ist.

In anderen Worten, die Fliche 5, die mit 3] zusammenfillt, ist eine
Ebene

==&, ==const.,

und alle Punkte X liegen in dieser Ebene.

Infolge der Gleichung h==0 baben wir in diesem Falle:
E‘.},=ﬂl; Tyy=—fy=—¢&; Py= 0 I=ﬂ; % ==0. (65)

Wir stellen hier eine Tabelle der Hauptformeln zusammen:

xyy=byX; ) Gay=—ef+b5 ()
X, =b%e, g  (I) = =gonst.; (11")
bt =0; V') b= 0; (V) [ (66)
v, (bR, = 0; (V) P =03 (V")
ki=0; (V) p =0 (VI")
Wird Z=2Z, als uneigentliche Ebene des Raumes angesehen, und

fihren “wir ein System vonm Punkt- und Tangentialkoordinaten derart ein,
dass die Ebene = zur Koordinalenebene des Grondtetraeders werde und die
Koordinaten '

(0, 0, 0, 1)

besitze. Dann werden die Koordinaten des Punktes y, welche die Bedin-
guogen _
ya=1
erfiillen, mit seinen Kartesischen Koordinaten identisch.
Da nach (2)
x==1
ist, sp gilt der folgende Satz:

f Schouten, Ricci-Kalkil, Abschn. 4, § 15 (18) u, (20).
[T#
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Die kanonischen Koordinaten eines Punktes der
Fliche s fallen mit seinen Kartesischen Koordinatenq
zusammen.

Nun wollen wir jetzt zeigen, dass jeder in der Ebene E liegende und
durch beliebige homogene Koordinaten angegebene Punkt als Vektor aufgefasst
werden darf. In der Tat, ist @ ein solcher Punkt, so kann jedem ausserbalb
der Ebene = liegenden Raumpunkie eine gewisse gerichtete Strecke eindeutig
zugeordnet werden. Es seien y und z zwei gewbhnliche Punkte, wobei
;I.E=EE=1 ist.

Nun verlegen wir die Anfangspunkte der erwihnten Strecke in die
Punkte y und z, die Endpunkte aber in die Punkte y, —=a+y, z;=a+z
fiir welche wir ebenfalls haben:

yWE=2zE=1,
da Za=0 ist. '
Die Bewegungsrichtung auf den Strecken bestimmen wir derart, dass

a die Ebeme = hierbei nichi geschnitien werde,

Dann ist
Yy=—h=z—5
nder
hl y—=z =.!"r1:_ Z14
) ' ausserdem
! — -
Sy—z)==()n—7)=0.

7 s Hieraus folgt, dass die Geraden yz und y,z,
Abb. 1. sich im unendlich fernen Punkte schoeiden, und

dass die Strecke yy, durch Paralleliibertragung der
Strecke zz, erhalten wird. Dadurch ist aber bewiesen, dass dem Punkte g,

der durch homogene Koordinaten gegeben ist, ein Vektor entspricht. Einem
Punkte, dessen Koordinaten durch die Summen entsprechender Koordinaten
zweier Punkte ausgedriickt werden, entspricht ein Vektor, der ijhrer auf Grund
der Parallelogrammkonstruktion bestimmten Vektorsumme gleich ist. In der
Tat, sind @ und » zwei solche Punkie, und = =1, so ist y4+a--b
der Schaittpunkt der Geraden y-a,b und v b,b. Beriicksichtigen wir
dabei, dass die Punkte & und & unendlich entferat sind, so dberzeugen

wir uns, dass das Viereck 3, y<48&, y-a-+8, y-+a ein Parallelo-
gramm Isf.

Mithin ist X eio Vektor der Normalen ersten Art, x, und X, sind
ebenfalls Vektoren, die in einer Tangentizlebene von s liegen.

Jetzt wollen wir die Fliche s; betrachten, fiir die der Radiusveitor
eines Punktes dem Vektor] der Normalen der Grundfliche gleich ist.
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Es sei y= %, -+ X &ln Punkt dieser Fliche. Die Tangentialebene der Fliche s,
wird de' Tangentialebene der Hauptiliche parallel sein, da

p— — &%
Yy = X =5 %,

ist. Mithin gilt der folgende Satz:

Der Normalenvektor erster Art der Hauptfliche s ist
als Radiusvektor einer gewissen anderen Flidche s, zu be-
trachten, die auf s derartabgebildet ist,dass die Tangen-
tialebenen beider Flichen in entsprecheoden Puokten
parallel sind.

Hieraus folgt, dass die relative Geometrie der Fliche &
wie wir dieselbe festgelegt haben, in diesem Falle mit
der relativen Geometrie der Fldchen des affinen Raumes
im Miillerschen Sinne zusammenfdllt.

Wir wollen nun die Grundgleichung fir die Tangentialebene der
Fliche s, auffinden. Da diese Ebene 7 der Ebeme & parallel ist, darf

1=E8+41=
gesetzt werden.
Anderseits ist )
X+ x) =0,
woher folgt
EF+E) X+ x)=21+1 -|;-E.ru=ﬂ
oder
= { 1 + E'rﬂ}i
;und somit
] =_E—[I -]-E.t:u]nE
und .
ne="58—(Exy)5,
sowie

II“JH= o E*-IE + &IJE _ {E{ﬁxﬂ + &HE“:I:I} E=— EIJ'E + {Expj EIIE!-
somit erhalten wir endgiiltig: _
Ny == €yl 1 &= (6T)

Wird = als Ergingzungsfliche zweiter Art betrachtet und s, als Haupi-
ftiche, so werden die Koordinaten zufolge

Ey=1; Zy=0

kanonisch sein. Die Formel (67) zeigt, dass die asymptotischen Linien
von s, Nullinien des Tensors e, sein werden ; die Geometrie der zweiten
Art der Fliche s, ist mit der Geometrie der zweiten Art von s identisch.
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Im Falle eines affinen Flichenpaares, fillt die Parallelibertragung mit
derjenigen zusammen, welche durch einen Vektor X von folgender Beschaf-
fenheit bestimmt ist: er muss als ein Schoutenscher Vektor der Pseudonor-
malen in einem umfassenden Raume A, betrachtet werden .

In der Tat, gehen wir von der von uns in § 5 angegebenen geometrischen
Interpretation der Paralleliibertragung aus, so sehen wir, dass die Projektion
aus dem Punkte X im diesem Falle sich auf die Parallelprojektion in der
Richtung der Normalen reduziert. Anderseits artet die Bewegung des
Punktes v*x_ (des Vektors des umfassenden affinen Raumes) auf der Gera-
den, die diesen Punkt mit dem Punkte x wverbindet, auf den Zustand der
Ruhe auvs: der Punkt ist gpezwungen in der unendlich fermen Ebene zu
verbleiben, und wir erhalten somit die folgende Interpretation der Paral.
leliibertragung:

Um eine Parallelibertragung des Vektors o' in Bezug
auf innere Geometrie der Flidche, auszufihren, muss man
den Vektor v°x, im Sinne des fusseren affinen Raumes
paralleliibertragen und ihn daonn in .der Richtung* der
Normalen im Anfangspunkte auf die Tangentialebene in
diesem Punkte projizieren. )

Die geoditischen Linlen zweiter Art werden fiir affine Paare zu Schat-
tenlinien der Fliche s. In der Tat riicken die Spitzen der Kegel, die lings
den geoditischen Linien die Fiiche berdhren, ins Unendliche, und die Kegel
verwandeln sich in Zylinder.

§ 16. Affine Flichengeometrie.

Wir betrachten affine Paare, die gleichzeitig eine F-Konfigurtion darstel-
len. Die asymptotischen Linien bilden in diesem Falle ein Tschebyschew-
netz. Dies gestattet zur Konstruktion

2 einer Normalen folgenden Weg einzu-

schlagen. Wir betrachten zwel asym-
X ' g plotische Linien, die vom Punkte 4 -
ausgehen und zwel andere, zu fhnen

1 / unendlich benachbarte; diese Asymp-

Abb. 2 t totenlinien gehlren paarweise zu den

o einep und resp. der anderen Schar, es

wird somit ein krimmliniges Viereck A4, B4, gebildet. Sowochl die Pro-
jektion der Taogente an die Linie A;B im Punkte A, auf die Tangental-
ebene, wie auch die Tangente selbst miissen in einer Ebene liegen, die zur
Normalen der ersten Art parallel ist. Anderseits muss die Normale der

“4J. Schouten, Rlcci-Kalkiil, 4 Abschn., § 5, 6.
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ersten Art zur Ebene parallel sein, die auf dieselbe Weise zur Linie A,8
konstruiert ist. Mithin liegt der Vektor der Normalen erster Art im
Durchschnitt der Ebenen, die durch die Tangenten zu den asymptotischen
Linienim Punkte A gehen und zu den Tangenten an die unendlich benachbarten
asymptotischen Linien derselben Schar parallel sind. Diese Konstruktion
fallt aber mit der Konstruktion zusammen, die von Demoulin? fir die
affinen Normalen der Fliche angegeben wurde. Die Normale
erster Art von affinenm F-Paare ist die affine Normale
der Hauptiliche.

Die von uns definierten Begriffe der Kriimmungslinien, der vollen und
der mittleren Krimmung, der Hauﬁtradieu der Kriimmung, der Flichen-
elemente erster Art fallen in diesem Falle mit demen der entsprechenden
Begriffen der affinen Flichengeometrie zusammen.

Vergleichen wir unsere Hauptgleichungen mit der lfrleichung (134) § 59
im zweiten Bande des ,Vorlesungen diber Differentialgeometrie® von W. Bla
schke, so erhalten wir folgende Tabelle:

Blaschkes Bezeichnung lgu’ ) | EHB,J, [y — a2

Unsere Bezeichnung l by l {:,I_J"; l §*

Die Blaschkeschen Bedingungen der Integrabilitit lauten
Hr=. Arl.lcu'_' CI[,-,I'

Cﬂ= “i:ﬁ o ‘

worin

(das Komma trennt die Indizes der vermittels Christoffelsche Klammer {ﬂ.

der Form g;, ausgefiihrten kovarianten Differentiation); sie sind der Bedin-
gung (42) gleichwertig, welche zufolge p,,=0 die Form

¢ PR =0 (68)
anonimmt. -

Unsere Bedingung &,

=0 wird bei Blaschke durch die der Apolaritit

-gegeben. '
Es “ist noch zu bemerken, dass im Falle, wo ein affines F-Paar
quasisphiirisch erster Art wird, ist die Hauptfliche eine affine Sphire,

t A Demoulin C. R de I'Ac. de Sci,, 147, 1908, 5. 493—496.
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§ 17. Metrische affine Paare.

Dieser Fall entspricht dem von uns in § 12 ausgeschlossenen Fall g=0,
Aus der Formel e, ;=0 schliessen wir, dass die asymptoliscen Linien
de: Fliche s, mit den Linien von verschwindender Linge des metrischen
Tensors zweiter Art zusammenfallen. Aber es ist bekannt, dass die Nul-
linien zu den geoditishchen gehdren. Die asymp.oti shchen Linien von g,
jetzt geoditische, milssen gerade Linien sein. Ist ¢ 0, so besitzt die
Fliche 5, zwei Systeme von geradlinigen Erzeugenden, und ist daher eine
Fliche zweiter Ordoung.

Wir wollen x, als Scheitelpunkt einer Normalen erster Art zur Fliche s,
betrachten. Damit die Koordinaten kanonisch werden, genfigt es, n durch—y
zu ersetzen, Dann haben wir in der Tat

" nxy=— (kg —1—x5)=1

und
(xa)m==0.

Wir wollen nun die Grundgleichung der ersten Art aufiinden. Bezeichnen

: 0

wir die Komponenten der Ubertragung erster Art mit G, so erhalten wir:
L] -
G:f_‘ Pf_f: e¥e () wy =0

woraus folgt -

1]
Y= Py + €y

Die Bezichung bezeugt nun, dass die Geometrien erster und zweiter Art,
in diesem Falle zusammenfallen.

Anderseits gilt: o .

0
py=t,y— b8,
nun ist aber

Q =—1; b e =E 0
woraus folgt S !

Yinp==¢ey +g o

Vergleichen wir dies mit den Grundformeln der zweiten Art, welche
nach Anderung des Zeichen von ¥ die Gestalt

Ty == M + &5
annehmen, und beriicksichtigen wir, dass (x);==0; Z,=0, so kommen wir
zum Beschluss: : - !
Es existiert eine korrelative Umformung, bei welcher

die Fliche .5, in sich selbst fibergeht, indem = in x,
iibergeht.



DIE RELATIVE GEOMETRIE DER FLACHEN IM PROJEKTIVEN RAUME 265

Da die Fliche s, eine Fliche zweiter Ordnung ist, so reduziert sich die
erwihnte Korrelation offenbar auf eine Polartransformation in Bezug auf
diese Fliche, wobei die unendlich ferne Ebene in den Punkt x, transfor-
miert wird, welcher demzufolge das Zemtrum der Fliche ist.

Sehen wir die Fliche s; als Masstabfliche an, indem wir anf diese
Weise die metrisch-euklidische Geometrie im ganzen Raume feststellen !, so
wird der Vektor X, der den Punkt x;, mit einem Punkie von s, verbindet,
gin zur Ebene 7 perpendikulirer Einheitsvektor sein, der gleichzeitip auch
zur Tangentialebene der Hauptfliche perpendikulir ist. Dies bedeutet aber,
dass dieser Vektor den Einheitsvektor einer mefrischen Normalen der Fliche
darstellt.

Es sei g'l?_du“-uﬁ der Linienelement der Fliche, dass durch die Metrik

des dussern Raumes bestimmt wird.
Da die metfrische Normale jetzt mit derjenigen erster Art zusammenfallt,
erhalten wir
&ije=10
und folglich
' £ ;== g const.

Es ist nun leicht einzusehen, dass der konstante Faktor zufolge

wli=g
gleich Eins ist.

Auf diese Weise fallt die Geometrie der metrischen affi-
nen Konfiguration mit der klassischen Flichentheorie
des euklidischen Raumes zusammen.

Die Hauptformeln (66) unterscheiden sich nicht, bei Ersetzung von (V')
durch Formel (58), welche zufolge g = 0 die Gestalt

b
K=—
g
annimmt, wvon den Formeln der gewdhnlichen Geomelrie; was die Geometrie
der zweiten Art betrifft, so fillt sie in diesem Falle mit der Geometrie der
sphirischen Abbildung zusammen.

f Die Geometrie wird eine gewdhnlich euklidische, wenn die Masstabfliche
ein wirkliches Ellipsoid ist; aber sie darf in andern Fillen auch pseudoeuklidisch
werden. '



PENSITHBHAS CEOMETPHS NMOBEPXHOCTEH B MPOEKTHBHOM
NPOCTPAHCTBE.
A. 1. Hopien.
(Peatome. )

1. Tlyers x =x(u!, u?) v X= X(u!, u¥) TOYeHHWE YDABHEHHA . NOBEpX-
HocTelt s H S TPEXMEPHOTO MPOSKTHBHOTD nNpocTpaxcTea, a §==%& (v, u?) u
= =Z (!, u?) ranrednHanbHEE YpaBHerHs s Tpethell nosepxmoctn X, Tlpea-
MONOMHUM, 9TO KOHTPYSHIUHA NPAMHX, COSIHHAKUIHX COOTBETCTEYIOUIHE TOYKH
¥ u X, conpameHa NOBEPXHOCTH &, 3 KOHIDYIHUHA MPAMEX NepecevesHs S H
= eff rapmoHHyua. CHCTEMy NpOEKTHBHO-HHBADHAHTHHX CBOHCTE Tawol KoH-
durypanHH HasOoBEM PENATHEHOR reoMerpHed nuaepxm:m § MO OTHOLIEHHID
K NOMOMHAIOLIHM NOBEpXHOCTAM § ® I,

Jlyd ykazanHeX BeIE KOHrpYSHuMil OyIeM Ha3WRATE HOPMANBI) MEPBOTO
H BETOPOTO POJA COOTBETCTBEHHO, 3 COOTBETCTEYIOLIME HX pAa3BepTHEAHUIHMCH
MOBEDXHOCTAM CETH NHHHH MOBEPXHOCTH § — CETAMH JHHHR KPHEH3HH TEpBOTO
H BTOpPOTO poOid. _
~ HKoopmuwated x, 5, X, = Bcerma wMoryrT OWTh NPOHODMHPOBANH Tak,
qT00H

s—six=1; 2% —sxE—o. )
T awt du?

3T0 KAHOHHYECKO® HOPMHPOBAaWHE OMpeleseTcd OIHO3IHAYHO, H MH GyaeM
B AatbHeflies CHHTATh Er0 BHNOAHEHHHM. '

B pamnowenHsx

2 .
Hﬁ=ﬁf}x‘+ﬂft+bﬂf ﬁ- al fr 8 +“J'j£+b.’_|l' (1)

'E"f; eCTh KOSHUHEHT KeagpartuyHof dopMH, HyleBHe MHHAH KOTOPDH CYTh
ACHMITOTHYECKHE JHHHH MOBEPXHOCTH,” 3 BEIHYHHE G§ H I‘Ij OMperensoT
aee TeoMeTpHH adupHHMHOH CBASHOCTH — BHYTpEHHHE TEOMETPHH NepeRoro H
BTOpOrc poja.

Beakomy pexTopy muorooGpazus ul, 4? cooTBercTBYeT TOYKA HA HOPMANH
BTOPOrO pONa, NpoeKUMA KoTopoft W3 X Ha S MepeMemaeTca no NpRMof,
CoenMHEAIOWEd ee ¢ 3TOR TOYkof, 0OpH napalielbHOM [epeHeceHHH Iep-

Boro  poxd. [BOACTBEHHOE JNAHHOMY HCTOMKOBaHME MOMET OWTh gaHo H
NEpeHeCeHHK) BTOPOrO POMA.
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leome3d4ecKan THHHA MEPEOrO POJd XaPaKTepPHIVETCH TeM, YTO €8 COMpHEA-
caoiHecs MAOCKOCTH MPOXOOAT Yepel COOTBeTCTBYHILIHE HOPMAanH MNepBOTo
pofia, 8 XADAKTEPHCTHHUECKHE TOYKH pa3BepTHEBANWEHCH NOBEPXHOCTH KacaTes-
HHX MIOCKOCTEH BHOAR TeQAe3HYecKOH BTOpPOro pofa JemaT Ha HOpManix
groporo pona. Ofe BHYTPEHHHE TeOMETPHH CYTh TeOMeTpHH THna Inhaltstreue,
H BCHKAM ABYM BeKTOpaM B IaMHOH TOYKE OTHOCATCH HHBADHAHTH — MAOMLATH
MepBOCO H BTOPOTO PONA, COXPAHHIOUIHECA MNpDH MapanienbHOM MNEpeHeceHHH
(COOTBETCTBYIOLLErD PONA) STHX BEKTOPOB.

BexTop, CONpAMEHHHA N0 HANDARNEHHI) BEKTOPY, TIEPEHOCHMOMY mapan-
AenbHO, CAM MEepeHOCHTCH MAPANIENBHO MEPeHeceHHeM JAPYToro pofa, OTKYAa
CNENyeT, HAMPHMEP, 4TO CONPAMEHHAd TeoNe3H4ecKad CeTh ecTh ueluiueBcKan
£eTh (B CMbicae HeTonkopasus Bianchi) apyroro poga.

Moxno ycTanOBHTE YCIOBMSE HATerpHpyemoctH ypasHenHs (II) u mokazars,
9T0 3AN2HHA BeaHYHH b, E:jfr H @ =58xZ onpegenawT koHbdurypauHw oo
OpOSKTHBHOTO MpeolpasoBanHa.

2. Haaopem KOHQHIYpauuio — wondurypauuelt F, eciH oTHOWIEAHE coO-
OTBETCTEYIGUIHX MIOWATeR MEepBOTOo H BTOPOTO POA3 MOCTORHHO.

Hopmans mepsoro poaa rakoft koHdHTypanHH €cTh MPOEKTHEHAR HOPMalb
$yOunn-Hexa noBepXHOCTH §, EUIH

bopebry b, Vb, = const.,

ree bY. ecTh nMpHBeNeHHHN MHHOD MaTpHUH by,.

[Mepementan Touky X N0 HOPMATH NepBOTO PONA H BPANIAR IVIOCKOCTH =
BOKPYT HOPMATH BTOPOTO PONA, MOWHO A0GHTHCH — 0e3 HIMEHeHHS HOPMHpOBA-
HAR X M &-—TOro, 9TofH

o — ad —
b8p =0 =10,

H mogyyaemast TakuM oO0pasoM kondHTYpauHs coenagaetr c ToR, KOTOPYR
$ybunn v Yex wIAIyT B OCHOBY MPOEKTHBHON TEOPHH MOBepXHOCTER.

Bymem roOBOpPHTE, 4TO KOHGQHIYPALHA CBeNach K mape NosepxHocTeH,
ecnd NoBepxHOCTH S B 2 COBMANAKT CROMMH COOTBETCTEYHOLUHMH TOYKaMH.
EBcnw acumnroTHyeckHe nuHME ofeux nosepxmocTe mape COOTBETCTEYIT H
ONHA H3 BHYTDEHHHX TEOMETDHH ecTh reoMetpus PHMana, TO NMOBEPXHOCTE S
ppencTaeaseT cofoio pesyiAbTaT NOoMfpHOTO npeodpaszopanid MOBEPXHOCTH §
OTHOCHTEILHO HEKOTOPOM NMOBEPXHOCTH BTOPOTO mopaika. Ecnw npHHATH no-
CcnenH 33 abconT NpPOCTPAHCTEd MOCTOAHHOH KPHBHIHM, TO KaHOHHYECKHE
KOODPAHHATH X OKOKVTCH KOoOpaouHataMe DBefiepuitpacca W NMOHATHA HOPManH,
NHHHH KPHBH3HL, TEOMETPHH MEPBOTO POSA M T. N. COBNALYT ¢ COOTBETCTRYHD-
LWHMH TOHATHAMH TEOPHH NosepxHocTefl HeeBKAHIOBOH reoMeTpHH.

Konpurypauna nasweadres adpundol, CIH ORa cBedack K nape NOBEPXHO-
cTeff, a MOBEPXHOCTE & CYTh IMIOCKOCTS.



Wl A. [, HOPJEH

Ecau NpHHATE STY MAOCKOCTE 33 HecoOCTBeHHYID nAOCKOCT, addmuuol
FeoMeTpHH, TO AEKADTOBM KOOPAMHATHE TOYKH X COBNANYT ¢ €€ KaHOHHYe-
CHMMH KOODIHHATAMH, a BeqHuHHa X Mower OHThb MCTONKOBAHA KaK BeKTOp,
HanpasneHHuf M0 HOpManH nepeoro poad. [IoBEpXHOCTE Sy, PadMYC-BEKTOD
TO4KH KOTOpoH Oyoer COBNazaTe ¢ 3THM BeKTOpOM, OYAET HAXOOHTHCR
B TOYEYHOM COOTBETCTEHH C MNOBEJXHOCTBI) §, C MAPANIENBHOCTBID KaCATenh-
HHX MIOCKOCTER B COOTBETCTBYWOLIHX TOYKAX.

(JcHOBHHE NOHATHA PENATHEHOR MeOMETPHH NMOBEpPXHOCTH B HAMEM CMECIe
COBMAEYT ¢ COOTBETCTBVIOWIMMH NOHATHAMH penstHsnoft reomerpun Mionnepa
MOBEPXHOCTH § OTHOCHTRIBHG 5, .

['eomerpHa mepBoro pona eCTh B 3TOM CIy4ae TeOMeTpHd HHAYLHPOBaHHAwm
H3 TOBEPXHOCTH § MCEBNOHOPMAILHEM BEKTOPOM, H TEOMETPHA BTOPOTO pona
HHIYIHDYETCH TeM KE BEKTOPOM Ha TNOBEDXHOCTH S, M GYIeT NPOSKTHBHO-
eskIiaoBofl. [eonesHyeckHe JHHHH BTOpOro poia OyayT JHHHAMH TEHH HA §.
Ecnn adibunnas xondurypauus ecte konpurypauws F, To Bextop X ects
pexTop adHHHOR EKOpMaTH, TIOWALH MEPBOTO M BTOPOre pola — addHunmbe
WIOWANH H JHHHH KDPHEH3HH MepBOre pola — adupHHHHE JHHHH KPHBH3HEH
B cMucie Baamxe, _

Hakopeu, ecnd reoMerpus nepsoro pofa adduuRON KoHDHrypauuH ecTb
reoMerTpHs PuMana, TO MOBEPXHOCTH §p €CTh MOBEPXHOCTE BTOPOTO MOPRIKA.
Mpusse ee 3a cdepy, YCTAHOBHM EBKAMIOBY METPHKY BO BceM addHHHOM
MPOCTPAHCTEE, H HALWIA TEOPHA rCOBMANET B STOM COIy4ae ¢ KJaccHdeckofl
TeopHed nosepxHocTell.

PopManbiNe annapartd, NpPHMeHAeMsE BO BCEX DAcCMOTPEHHHX CAYHanx

CHEUHANH3ALHHA, MOTYT OWTh MONYYEHH H3 aNNapata, pasBHBAEMOr0 A CAMOrO
obUIero caydas,




