UBER PAARE KONJUGIERTER PARALLELUBERTRAGUNGEN
A. Norden (Moskau)

Einleitung. Relative Geometrie der Flichen im projektiven
Raume

Bevor ich mich an die ausfiihrliche Behandlung der Theorie, der die
vorliegende Arbeit gewidmet ist, wende, mbchte ich den Inhalt und das Ge-
biet ihrer Anwendung andeuten; zu diesem Zweck will ich den Inhalt meiner
friitheren Arbeit, die denselben Titel trigt!, wie das vorliegende Kapitel, in
aligemeinen Ziigen wiedergeben.

Nehmen wir-an, dass s, 5 und £ drei Flichen eines dreidimensionalen
projektiven Raumes darstellen, dass x und § — respéktive — homogene Koor-
dinaten eines Punktes und der entsprechenden Tangentialebene der ersten
dieser Flichen bilden, wihrend X und = einen Punkt der zweiten und eine
Tangentialebene der dritten Fliche bedeuten. -

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die vier Grup-

pen oben erwihnter Griissen bei passender Normierung die Gleichungen:
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befriedigen, besteht darin, dass die Kongruenz der die Punkte x und X

verbindenden Geraden mit der Fliche konjugiert sei, wihrend die Kongruenz

der Schnittgeraden der Ebene £ und = mit derselben Fliche harmonisch sei.
Die dazu ndtige Normierung wird hierbei durch die Angabe der Konfi-

guration der Fliche s und der Kongruenzen eindeutiy bestimmt.

Die Grossen G; und I’fj in den Zerlegungen
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transformieren sich genau in derselben Weise, wie die Kozffizienten einer
Paralleliibertragung bei der Uminderung der krummlinigen Koordinaten o, u?
und bestimmen dem entsprechend zwei Geomeirien wvon affinem Zusammen-
hange (innere Geometrle der ersten und zweiten Art der.Fliche s In bezug auf
die erginzenden Kongruenzen).

1 A Norden, Die re'ative Geome!rie der Flichen im projektiven Raume.
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Hierbei findet folgende ldentitit statt:
Wby— Oyboy—Tipu =0, (3)

die einen Zusammenhang zwischen dxas&n Geometrien und dem Tensor, des.
sen Null-Linfen mit den asymptotischen Linien der Flache s zusammenfallen,
bildet. '

Passend gewihlte Konfigurationen dieser Art von Flichen und von Kop-
gruenzen der entsprechend bestimmten Normalen werden der Theorie der
folgenden fiinf Geometrien zugrunde geleg’c

1. Der projektiv-differenzialen Geometrie (Fubini-Cech).

2. Der relativen Geometrie des affinen Raumes (Miiller),

3. Der affinen Geometrie (Blaschke).

4. Der nichteuklidischen Geometrie (Bianchi).

5. Der euklidischen Geometrie (klassische Gec:meh-ll:}

Dies ist das Gebiet der Anwendung der Theune deren Entwicklung die
unrHeg‘ende Arbeit gewidmet ist.

Sie umfasst alle Arten der Geometrie der Flichen, denen die eine oder
die andere Spezialisierung des projektiven Raumes zugrunde Legt. '

Die vorliegende Arbeit bezielt die simmultane’ Behandlung von zwei Pa-
ralleliibertragungen, die durch die Grossen G; und I‘*f bestimmt und ver-
mittels des . Tensors & durch die Identitit (3) verbunden slnd Diese Be-
handlung dunhzufuhren gelingt es, ohne im wesentlichen die Interpretation
zu benutzen, welche den in Rede stehenden Begriffen in der erwihnten pro-
jektiven Kﬂnﬁgumtiﬂn ‘zukommt. Ein Hinweis auf diese Interpretation erweist
sich in der Folge als notwendig, entweder bei der Erklirung des Ursprungs
der benutzten Fachwirter oder bei der Mustrierung der erlangten Resulfate.
Im Obrigen entwickelt sich die Theorie selbstindig und erfordert keine
genauen Kenntnisse mei'ne'r"ﬁ.i'beit fiber die relative Genmetﬁe.

§ 1. Gemischte Diﬂerenzierung

Wir nehmen an, es selén zwei symmetrische ParaIl&lﬂbertragungen in
demselben Raume von n Dimensionen gegeben.

Die eine von ihnen sei durch die Gréssen G, und die andere durch I
bestimmt. Wir werden dem entsprechend von e{ner Parallelitbertragung und
von einer kovarianten Diﬁe:euzien‘uug der ersten und zweiten Art reden. Indem
wir die fibliche Bezeichnung ﬂjr die kovariante Ableitung der ersten Art

- . . ‘Fmt ._.am* Gjal+ Glaj | (1),
bewahre::, ﬂig&n wir die Eezeichnung . '
V. nEﬁ = uﬁ, = a* jaﬁ +TI* aj _ o (2)

hinzu, um die Differenzierung-der zweiten Art- -a.nzugﬁhen..-
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Neben diesen zwei Operationen fligen wir den Begriff der ,gemischten®
kovarianten Diﬁer&nzjerung flir Grissen, deren Rang hiher als der erste ist, ein.

Diese Operation bestimmen wir durch folgende Identitit;

Via}{m = dapn — Glalke 4 Glajr — T3 alr - Tnate, (3),

Somit wird die gemischte Derivation nach den fiblichen
Regeln ausgefiihrt; nur sind in den Summanden, in denen
die Indizes in Klammern eingeschlossen sind, die Grbs-
sen G durch I zu ersetzen. Die Grosse, die man auf diese Weise
aus einem Tensor bekommt, wird wieder ein Tensor sein; dies . lisst sich
leicht einsehen, wenn man den tensoriellen Chaiakter der Differenz I'ﬁ, — Crf;
in Betracht nimmt und sich auf diese Weise {iberzengt, dass die gemischite De-
rivierte von einer gewdhnlichen kovarianten Ableitung, die inbezug, z, B. auf G 2
ansgefiihrt ist, sich durch einen Tensor unferscheidet.

Auch kann man sich lejcht von dem linedren Charakter der Operation
fiberzeugen, so dass

V(@) 4 bi1) = Vald) 4 Vi, @)
Die Differenzierung der Produkte geschieht nach den iiblichen Regeln:

' F{lﬂl LI_,F]J :1?111{3.':' —-|— Iﬂ.ﬁijj, {5}1

T"{ﬁ;ﬁ [J':']I == -ﬁj?ﬂ; —[— aﬁbu] . [E}]

Es ist besonders die Regel der Differenzierung der Ausdriicke 2zu beachten,
die durch Faltung verschiedener Griissen, entstanden sind:

Viay, b= b (yay,— Gay,) + ﬂpa b — T2 agb* < T a,b%
Indem wir die hinzugefiigten Glieder wverteilen und in Entsprechender Weise
die Summat[unsund{zas umtauschen, erhalten wir: - -

Fﬂﬁb“;b ‘E’;::J{;,-{—uﬁ b'::' o _. f?}l

§ 2. Konjugierte ﬂhartragunﬁen

Wir betrachten zwei symmetrische Paralleliibertragungen, die in derselbén
Mannigfaltigkeit angegeben sind, als konjugiert, wenn es einer symmetri-
schen Tensor zweiten Ranges mit nicht verschwindender Diskriminante gibt, des-
sen gemischte kovariante Ableitung, dic in bezug auf die beiden Ubertra-
gungen ausgefiihrt ish, identisch verschwindet. .

Wenn also die Grissen. Gf; die Ubertragung . der erste:u Art bestimmen,
und die I“' der Ubertragung der zweiten ' Art entsprechen, so besteht die



208 A, NORDEN

Bedingung des konjugierten Zusammenhangs dieser Ubertragungen in der

Existenz elnes solchen Tensors &y, dass

: Det, ||f.|'gj |#D

ist, wobei aber
IE-"_,-U]J'& =ﬂ l[ljllE

sein muss. Eine Bedingung des konjugierten Zusammenhangs kann auch in

bezug auf einen kontravarianten Tensor formuliert werden, sie lautet niimlich:

alith=0

was eben der Beziehung (1) vollkommen dquivalent ist.
In der Tat, wir nehmen als Komponenten eines neuen Tensors die
reduzierten Minoren des Tensors &,

all =bY,

differenzieren wir dann die ldentitdt:
bixp, ==,

und benutzen wir dabei die Formel (7),, so erhalten wir:

, (5b,) =5ty + b0 VR =0,
woher .
b L1 J— 0. {2}2

Wir werden den Tensor b, der der Bedingung (1), geniigt, den
Grundtensor des Paares konjugierter Ubertragungen
nennen.

Indem wir (4) mit der Identitit (3) der Einleitung vergleichen, sehen
wir, dass die jnneren Geometrien der ersten und zweiten Art die durch die
oben beschrichene Konfiguration bestimmt werden, komjugiert sind. -Insbe-
sondere bilden z. B. die innere Geometrie einer Fliche und die Geo-
metrie ihrer sphirischen Abbildung in der kiassischen Theorie ein Paar kon-
jugierter Ubertragungen.

Es ist zu bemerken, dass die Theorie der konjugierten Ubertragungen
anderseits gewissermassen eine Verallgemeinerung der metrischen Geometrie
im Sinne Riemanns darsiellt. In der Tat, wenn Gf=1IJ, ist, so geht die
Bedingung (1) in
Vibjy=—=10

E

fiber und blj stim mt mit dem ‘fundamentalen metrischen Tenso: der Riemann-
schen Geometrie! fiberein, deren Paralleliberiragung durch Symbole von
Christoffel dieses Tensors, das heisst durch die Grbssen G::, brestimmt wériden,



200
Auf diese Weise besteht die noitwendige und hinreichende

Bedingung dafiir, dass eine Ubertragung mit sich

selbst konjugiert sei, darin, dass sie eine Riemannsche
Geometrie bestimmit,
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§ 3. Asymptotische und konjugierte Richtungen

Indem wir weitere Anwendungen im Auge haben, filhren wir folgende -
Termine ein. Wir werden die Null-Linien des Grundtensors des Paares kon-
jugierter Ubertragungen, d. h. Linien, die durch die Gieichung:

b durduf =0, (1),

+

besHmmt sind, asvmptotische Linien rennen.
Zwel Richtungen, die von den Vektoren o' und w' bestimmt sind, wol-

len wir konjugiert nennen, wenn sie durch ein Paar asymptotischer Rich-
tungen harmonisch getrennt werden, so dass

bygvw? =0 (2)
ist.
Wir wollen eine wichtige differenzielle Folgerung aus dieser Formel
entwickeln, die fiir zwei Felder konjugierter Richtungen gilt.
Wir wolien dieselbe differenzieren, indem wir die Regel (7), und die
Grundidentitit (1), in Befracht ziehen; wir erhalten:

d (b vrwf) = Vo, gvrw? 4 b Vorw® b g Vwl®,
woher
.ﬁ"tFF{f"Iﬂ'a -+ b ﬁtﬂ’wiﬂl =1, . (3)g

Die vorigen Definitionen und Folgerungen galten fiir eine beliebige
7ahl von Dimensionen. Im weiteren, werden wir uns ausschliess-
lich auf ein Gebjet von zwei Dimensionen beschrinken,
teilweise, weil wir dabel verschiedene Anwendungen beriicksichtigen, teilweise
auch deshalb, weil die Folgerungen in diesem Fall abgeschlossen sind und
eine vollkommenere geometrische Interprefation zulassen.

Nehmen wir nun an, dass der Vektor of parallel iibertragen sei, dann

ist
Voi=17'.

Wenn w! der Vektor ist, dessen Richiung der Richtung von o' konjugiert
ist, so besteht die Gleichung b Vo'wf= 'J.Eraﬂtr“wﬁmﬂ und die Formel (3),
liefert:

14 Cempmap mo TeMacpwoMy aHaansy. Bem IV,



Vergleicht man die letzte Gleichung mit der Bedingung des konjy-
gierten Znsammenhangs, so bekommen wir

Vol =lw’

Daher erhalten wir die Grundeigenschaft der konjugierten
Ubertragungen:

' Wenn irgendeine Richtung eine Parallelidbertragung
arffihrt, so wird die ihr konjugierte Richtung ihrerseits
durch die Ubertragung, die der ersten konjugiert ist pa
rallel fibertragen

Wir wollen einige unmittelbare Folgerungen ‘dieses Satzes angeben,

1. Damit eine Linie, in bezug auf eine Ubertragung geoditisch
sei, ist es nr:mtwenﬁig und hinreichend, dass die Richtung, die ihrer Tan-
gente konjugiert ist, bel der Ubertragung, welche der ersten konjugiert ist,
auch parallel dbertragen werde.

2. Wenn die Linien eines konjugierten Netzes in bezug aui irgendeiner
Ubertragung geoddtisch sind, so werden die Richtungen der Tangenten zu
den Linien einer Schar, ldngs den Linien einer anderen Schar, vermittels
einer Ubertragung, die konjugiert der gegebenen ist, parallel {ibertragen.

Indem wir den Namen des Tschebyschev-Netzes fiir ¢in Netz, bei dem die
Richtungen der Tangenten zu den Linien einer Schar, lings den Linien der anderen
Schar, parallel bertragen sind, bewahren, erhalten wir eine nene Formulierung
der Folgerung 2. .

a) Ein konjugiertes geoddtisches Netz ist ein Tschebyschev-Netz der
konjugierten Ubertragung, und umgekehrt

b) ein konjugiertes Tschebvschev-Netz ist ein peoditisches Netz der
konjugierten Ubettragung. -

d. Eine asymptotische Linie, die zugleich auch eine Geoditische irgend-
einer Ubertragung sei, ist zugleich eine Geoditische der konjugierten
Ubertragung.

4. Wenn ein asymptotisches Netz zugleich auch ein Tschebyschev-
MNetz der einen Art ist, so ist es ein Tschebyschev-Netz auch der anderen Art,

§ 4. Mittlere Metrik. Tensor L,

Wir wollen die Halbsumme der kovarianten Differenziale der
ersten und zweiten Art desselben Vektors nach irgendeiner Richtung betrachten:

1 1
7 (W +- Vo) =dv! - — (G%, +T%,) duo?.
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Der invariante Charakler dieses Ausdrucks zeigt, dass die Grissen
1
3;’}=?{Gf;+rfr} (RO

frgendeine neue Paralleliibertragung bestimmen, welche wir als mittlere
nennen. Wollen wir die kovarfante Ableitung des Grundtensors des Paares
in bezug auf diese I'Jhertragung berechnen

Ef_fbﬂ e.t fx 4 ,.r& ‘I‘a E'uk__ F:';"&ﬂk- Grla&,rn u ,-';} -

— '2‘ (% (7 by )= 0.
Daher folgt, dass
2h={%] (@),

ist, wo {F} das Symbol von Christoifel des Tensors &, ist.

Also: die mittlere Ubetragung btashmmt eine Riemann-
sche Geometrie, deren metrischer Grundtensor mit dem
Grundtensor des Paares fibereinstimmt.

Der Inhalt eines Parallelogrammes, der durch die Vektoren o' und w/
gebildet wird, wird in der mittleren Metrik' durch den Ausdruck

Lﬁw"mﬁ

&

bestimmt, wo L, ein schiefsymmetrischer Tensor mit einer Matrix
w 0 Viel|
—Vib 0 |

b= Det |5,

; (),

ist.
Wir werden diesen Tensor sowohl wie seinen reziproken Tensor
LY der durch die Identitit

L] ;= E‘}' (4),
bestimmt ist, benutzen, um die Indizes zu ,heben und ,senken®, indem
wir diese Operation folgendermassen bestimmen:

L A=A, L4 = Al (3],
Die Anlisymmetrie des Tensors L,; bedingt die folgende Wechselbeziehung:.
AB*=—A"B,. - (B)y
Die Bedinpung der Symmetrie irgendeines Tensors, in bezug auf seine
beiden Indizes, wird in diesen Bezeichnungen durch
- an=0 (T)s
14*
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angegeben. Die Bedingung der Kollinearitdt von zwei Vektoren

lautet:
v, =0. (8),

Zicht man in Betracht, dass in einem bindren Gebiet jeder antisym.
metrische Tensor, wie auch der Tensor Ly, durch eine elnzige Zahl

bestimmt wird, so erhalten wir den allgemeinen Ausdruck elnes solchen
Tensors :
ﬂ;‘;zl‘tfﬁ al=puli, (9],

Wenn irgendein Tensor eines hitheren Ranges antisymmetrisch, in
Bezug auf die Indizes { und j ist, so bekommen wir, indem wir den

Tensor nach allen {ibrigen Indizes mit einer Reihe willklrlicher Vektoren
falten: '

ﬂfﬁaﬂ‘mﬂ:: H.U.

Falten wir die erhaltene Gleichung mit L, so bekommen wir:

@y WP =2,

woher infolge der Willkilrlichkeit der Vekioren

1
U= 5 L% (10),

ist, Insbesondere ist
& 17 0= Figp — Gy — Li;ﬂ'fuat (11},
Wenn a; ein symmetrischer Tensor ist, so ist der Tensor
3,07y = — &;7a,;
antisimmetrisch, woher _
Efnaff":u!j'

Falten wir beide Seiten mit dem reduzierten Minoren des Tensors
a; (a¥), so erhalten wir: }
oder

all =).al, (12),

Wir wollen die Diskdminante beider Seiten der Gleichung berechnen:
Det|L=LPa, | = (Det| LY | )?-Det | a;, | ==)? Det| a¥f | =)# (Det| a;;| )7,

woher

__ﬂﬂ_ DEHﬂf! : “.],
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Falten wir schliesslich beide Seiten der Gleichung (12), mit @;, so erhalten
wir:

avbg, =2 % (14)

:lﬂ b‘ . &

Wendet man die Formeln (12), und (14), zum Tensor f"t,r an, so
erhalten wir wichtize Wechselbeziehungen:
' B = B (15),
und
El'“aﬁnﬁi 2. . (16), .

Bemerken wir schiiesslich, dass die Bedingung des konjugierten
Zusammenhangs der Vektoren ¥ und w':

-biﬂﬂlmﬁz EI i

gemiss (8),, als _
) w! =¥y (17),

umschrieben werden kann.

§ 5. Tensor §'j.

Um ein Paar konjugierter Uberiragungen mit Hilfe von Tensoren zu
bestimmen, geniigt es ausser der Griisse &, noch den Tensor

S':,ﬁ=rft" ﬂfm (1) -
einzufiihren,
In der Tat, die Parameter der Differenzierung werden auf folgende

Weise besHmmt:
1 1
Gy =2f; — E'Sf.fﬁ Ty=2+ 9 Shir (2)s

Differenziert man den Grundtensor, so bekommt man:

bip==dghy; — Qb — Gpba=
= by — Opby— r:j’-";. + % gii =1 8 1 57 b

woher -
| bije=b;,S% 1 }
ist, und analo +/ (3)
' & by ipa=— B.S% 4. :
Hieraus folgt, erstens die Identitit der Tensoren:
by e ==—Bee=—"b; sy (4

und zweitens die Symmetrie dieses Tensors &, in bezug auf alle drei
Indizes, so dass der Temsor &, den Gleichungen von Codazzi,
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in bezug auf beide Ubertragungen des Paares geniigt:
ii.l =0, {E}ﬁ

Faltet man beide Seiten der Gleichung (3); nach den Indizes i ung 1,

s0 erhdlt man
688, g ==0. (6),

Dies ist die notwendige und hinreichende EEdingung
daidr, dass die Tensoren &, und S-" , die symmetrisch in
bezug auf die Indizes { und j sind, ¢in Paar konjugierter
Ubertrapungen bestimmen sollen. Das letzte Gleichungssystem
gestattet im allgemeinen die asympfotischen Linien zu bestim-
men, sobald nur der Tensor S‘_".J, angegeben ist. In der Tat,
betrachten wir den antisymmetrischen Tensor

B3, 0b o — — b . .

Gemiss (12), gilt fir ihn
ﬁﬂﬂﬁr‘_ﬂ 'r'ja j = ]"'{'iff

oder nach der Faltung mit &/

b ﬁmﬁ*b ==1b ..
Ziehen wir (3), In Betracht, erhalten wir:
Mbyy== 8,5, 7 (7)s
Somit wird b, auf einen Faktor bestimmt, wenn
S35, B2 0 (8),
ist. Fiigt man die Inv.riante
J= l—ﬁ“ PS8y s “*:—E-“r"'bﬂﬁhe’# (9,
ein, s0 erhilt man aus (7),
4Jb=S§, H.S". =, {10},

Wenn J=0 ist so bestimmt die Angabe des Tensors S
die asymptotlischen Linien nicht Wir wollen die Strulktur dmses
Tensors in diesem Falle bestimmen. Der Grund der Unbestimmitbarkeit der
asymptotischen Linien liegt offenbar darin, dass eine der beiden Gleichungen
des Systems (6); eine Folge der anderen ist, dies ist a%er nur dann mi-

glich, wenn
S a== @;ghy
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ist, wo a;; der Bedingung _
bﬂ?ﬂmﬂzn

genligt, und somit irgendein konjugiertes Netz durch seine Null-Linjen be-

stimmt.
Daher haben wir fiir den gesuchten Tensor

Siin = ayhy T Ly

Ziehen wir die Symmetrie des Tensors der linken Seite in bezug auf die
letzten beiden Indizes in Betracht, so erhalten wir:

Si ==l T I,

By %

Sj: = ":u:"gg + LJ;‘IEL«
ist, oder indem wir auf das leizte Glied die Identitdt (10), anwenden:
S, e ==, hg— Aphy 1 Byehy, (11)

-

so dass

dies ist die notwendige und hinreichende Bedingung
dazu, dass die Gleichung

J==1 (12),
bestehe.

§ 6. Kovariante Differenz

Betrachten wir die Anderung des Vekiors ', der lings der Kurve u'=—
==y (f) angegeben sei. Filhren wir den Vektor

du!

dr

ein, der zu der betrachtenden Kurve tangential ist, und wollen wir den
Vektor

w'=

Vol Vol
ﬁi"—-——"m — (1)g
beirachten, den wir die kovariante Differenz des Vektors o
im Verhdltnis zu der Kurve ¢'=u’(f) nennen.
Zieht man die Ausdriicke der kovarianten Ableitungen und die Bedeu-

fung des Tensors & j& in Befracht, erhilt man, dass
Avf=§' vw? ' (2)e

isl, woraus folgt, dass die Richtung der kovarianten Differenz
des Vektors ¢, in bezug auf die Kurve w'=u'(f) nurvon
der Richtung dieses Vektors und von der Richtung der
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Kurventangente abhingig ist Indem wir dem Vektor A
schlechthin kovariante Differenz nennen, wenn w'=wo' ist, so dass

Avf =81 v’ (3),

ist, erhalten wirden Satz: die kovariante Differenz eines Vel
tors, ist nur von der Richtung dieses Vektors abhingig.
Wir werden die Null-Linfen des Tensors S, , S-Linfen nennen. Die
Bedingung
S, g7 0? 0T = — v dv* =10 (4),

bezeugt, dass eine kovariante Differenz eines Vektors die
Richtung des Vektors selbst dann und nur dann Dbesitzt,
wenn er zu S tangential ist.

Nennen wir die Null-Linien des Tensors b, B-Linien und
ziehen wir die Beziehung (3), in Betracht, so erhalten wir:

bﬂh'ﬂ"t.rp"t.'r'l'z E]_'::r"ﬂ'ﬂ:"= . (5),

Infolgdessen: die Richtung derkovarianten Differenz istder
Richtung des Vektors selbst dann und nurdann konju-
giert, wenn er tangential zur B-Linie ist.

Wenn irgendeine Linie, deren Tangentialvektor o® ist,

a) eine geoddtische Linie der ersten Art darstellt, so ist

Vol = io"
b) wenn sie eine geod#fische Linie der zweiten Art ist, so ist
Voll) = pvf,;

¢) wenn sie eine geoddfische Linie mittleren Metrik ist, so ist
Vol - Vol =wo¥;

dl wenn sie eine Linie & ist, so ist
Vol — Yo/ = nol.

Aus dem Vergleich dieser Bedingungen erhalten wir: wenn in bezug
auf irgendeine Linie zwei von den wvier erwidhnten Sit
zen gelten, so bestehen alle vier.

Indem wir eine Linie dieser Art eine dreifache geoddtische
Linie nennen, sehen wir Folgendes ein: jede dreifache geoditische Linie
ist eine S-Linie. '

Wir wollen zeigen: wenn irgendein Paar konjugierter
Ubertragungen mehr als drei Systeme dreifacher geod#

tischer Linien zulfsst, so stimmen die Geometrien der
ersten und zweiten Art dberein.
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Bei unserer Voraussetzung ist

1

7 S, =35, s+ Sj, i + Sp, =10, (A)

was der Gleichung
1
Su.nx + 5 Sg, =10

jquivalent ist, woher
28, ja+ Sk, =3k L, (B)

iolgt. Addieren wir die Identitdten (A) und (B), subtrahieren wir aus ihnen

die Gleichung
' 35;_:;4—5;,”531;.{-”, (C)

welche aus (B) durch eine zyklische Permutation der Indizes hervorgeht, so

erhalten wir:
S, e ==Lyjjhgy. (D)

Zichen wir (6); in Betracht, erhalten wir aus (D):

b"E‘S,. Ak =}i: D,

woher
Si,pp=10

ist, was eben zu beweisen war.

Es gibt Paare von Ubertragungen, die eine, zwei oder drei Scharen
von dreifach geodafischen Linien besitzen; im folgenden werden Befspiele
aller dieser Fille angegeben.

Wir wollen jetzt einige Folgerungen in bezug auf die asymptolischen
Linien zichen. Vor allem bemerken wir, dass eine asymptotische Linie, die
zugleich eine S-Linie ist, gleichzeitig eine B-Linie ist, da sie immer sich
selbst konjugiert ist; auch die Umkehrung des Satzes trifft zu. Anderseits,
da sie, als Null-Linie des Tensors b, isotrop ist, ist sie offenbar  auch
eine geoditische Linie der mitileren Metrik.

Ziehen wir diese zwei Bemerkungen in Betracht, so erhalten wir Fol-
gendes: wenn in bezug auf eine asymptotiche Linie auch
nur einer der folgenden vier Sdtze besteht,

1) sie ist eine Linie S,

2) sie ist eine Linie B,

3) sie ist elne geoditische Linie erster Arf,

4) sie ist eine geoditische Linie zweiter Art,
so gelten auch die drei dibrigen.

Eine asymptotische Linie, die diese Eigenschaften besitzt, werden wir
cine gerade Linie eines Paares konjuglerfer Ubertragungen. nennen. Aus
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dieser Definition folgt, dass kein Paar konjugierter Ubertragun
gen mehr als zweli Systeme erader Linien besitzen kann

Wenn wenigstens ein solches System existiert, so wollen wir das Paar 1i.

near und im Falle der Existenz von zwel verschiedenen Systeme —bili.

near nemnemn.

§ 7. Die Theorie der Kriimmung

ndem wir uns zur Theorle der Krimmung eines Paares von Uberira-
gungen wenden, wollen wir einige Formeln aufstellen, die fiir eine beliebige
Geometrie von afffnem Zusammenhange im bindren Gebiete gelien.

Da der Kriimmungstensor R, in bezug auf die Indizes i und j alter-
nierend ist, diirfen wir ihn in der Form

Rl =L Ry ‘ (1)

darstellen, wo |
Rp==—R (2}

der Ricci-Tensor der gegebenen Ubertragung ist.
Die bekannte Formel
i — D
g = Rjna?”
diirfen wir auf Grund von (11), und (2), in der Form o' *=R'v* dar
stellen oder noch allgemeiner ffir Grissen beliebigen Ranges
Alin=R Az, — RPAL — REAT (3),
Die Anderung, die der Vektor of bei einer Parallelvershiebung um ein
unendlich kleines geschlossenes Gebiet erfdhrt, wird, wie bekannt, durch

1

ﬂ‘-'l'.i'r — E- Id.[f'aﬂﬁ‘ﬂ:

apt

ausgedriickt oder in unseren Bezeichnungen

Dol= 1? Lgdutiv'R: [,

oder noch kirzer
Dv' =Ry,

Durch den Tensor R;’ wird somit eine Reziprozitit der Richtungen
der Vektoren derart hergestellt, dass der Richtung eines Vektors eine bestimm-
te Richtung der Anderung entspricht, die er beim Umlanf eines unmendlich
kleinen geschlossenen Gebjets erfdhrt. Inshesondere wird eine Null-Richtung
der Form Rdu’du® dadurch charakierisiert, dass der zugehbrige Vektor
beim erwihnten Umlauf seine Richlung bewdhrt,
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Wir werden diese Linien absolute Linien der Ubertragung
nennen. Nun wenden wir uns zur gemischten Differenzierung eines Tensors.
Vor allem bemerken wir, dass der Ausdruck i

?[-'ﬂj] - .=3;‘aj R G['E‘-]ﬂn ‘e —|— . e
mit
t‘l[‘ﬂ{ﬂ] “es =g [ ~—-I'|5;.;a“ Ce
susammeniillt, wenn U:} und I‘}k in bezug auf die Indizes j und & sym-
metrich sind. Somit ist
- Vea

w e

=V ... (4),

Wir wollen jetzt eine Verallgemeinerung der Formel (3), in Betreff auf
ginen symmetrischen kovarianten Tensor angeben, deren er im Falle einer
gemischten Differenzierung fihig ist,

Wir suchen den Ausdruck der Grisse a,;,* durch die Ricci-Tensoren
beider Ubertragungen aus, die wir weiterhin mit RJund p;/ bezeichnen. Zu
diesem Zweck zerlegen wir g, in ein Produkt von zwei idealen Faktoren
aa, und indem wir den Ausdruck

ﬂf k= ﬂjllhﬂj +— ﬂ,ﬂlﬂ,‘k

differenzieren und das Resultat darauf alterpieren, erhallen wir
By ;% == @ 1.0~ Byalin™ - G By @, @

Die zwei mittleren Glieder unterscheiden sich wvon einander pur duorch jhr
Vorzeichen; indem wir somit diese Glieder entfernen und auf die iibrigen
die Formel (3), anwenden, erhalten wir:

gy, =—Rja,,—p’a,. (3

Nun wenden wir die Formel (5); auf den Grundtensor eines Paares konju-
gierter Paralleliibertrarungen an. Da schon bei der ersten gemischien Differen-
zierung seine Ableitung verschwindet, so erhalten wir:

EJ‘,’Erh -+ p;,,=0. (6),

Indem wir die linke Seite dieser Gleichung einmal symmetrieren und das
andere Mal alternieren, erhalten wir zwel Systeme von Bedingungen, die
zuzammengenommen dieser Gleichung #dquivalent sind.

Fihren wir zuerst die Symmetrierung

b, (Rjy b, by =0

aus, so erhalten wir;
bm’ [R; '__ th]' - :"L—‘f'
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Indem wir nun mit &% falten und die Indizes nach unten senken, erhalteq

wir endgfiltig:
Rj_lr _I_ PE_F= Eﬁbif {?:IT
Die - Invariante
1
2H = - 5% Ry + ;) ),

werden wir die mittlere Kriimmung des Paares konjugierter Uberirs-

gungen nennen.
Indem wir eine Alternation ausfilhren und den Tensor L, anwenden,

erhalten wir aus (6),
b“E'E,,F= b“"’pﬁ, (2,

woher
IH = bR = by, (10),

ist. Die Bedingungen, die den (9,, Hquivalent sind, kinnen wir erhalten,
indem wir den Ausdruck
R¥R 5= (2Hb 5 — 0.q) (210" — () =
= 4!1'?&“3&:9 — aHb¥g o 1 p*¥p o= BH? — BH® - p*Fp 8

betrachten, so dass

R¥R = p.g (11),
ist, Auf analope Weise erhalten wir
R Ry, = p*p,,. (11}

Jetzt wollen wir einige geomefrische Folgerungen der erhalienen Identititen
angeben.

Zu diesem Zweckewollen wirdieSumme derZunahmen dessel-
ben Vektors, die er bei der paralleler Verschiebung der
ersten und zweiten Art lings einer unendlich kleinen ge-
schlossenen Kontur erhdlt, betrachten:

1 . :
Dot - Dol —= 5 Lyduduf (R;] - p_ ot ==+ 2HL duduibiw,

oder .
Do' —|— Dol — }jlli-u'f,

Somit ist die Richtung der erwidhnten Summe der An-
fangsrichtung des Vektors konjugiert.

Eine andere Folgerung erhalten wir, indem wir den Vektor g' von
absoluter Richtung irgendeiner Art (z, B, der ersten Art) und den Vektor
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pi=big® von konjugierter Richtung betrachten. Falten wir die linke Seite
von (6), mit dem Produkt p'p/, so erhalten wir:

R2b,p'g 1 pi2b,, pig¢ =0,

oder

Rsq°q* =+ papp® =0.

Somit: jeder absoluten Richtung irgendeiner Art ent
spricht eine absolute Richtung der anderenmArt, die mit
ihr konjugiert ist Als direkfes Resuliat dieses Satzes folgt

1. Wenn eine asymptiotische Linie mit einer absoluten
Linie irgendeiner Art zusammenfdllt, so istdiese Linie
g:e{chzeitig die absoluie Linie der anderen Art.

2. Wenn zwei verschiedene Scharen von absoluten Li-
niep mit zwei Scharen absoluter Linie einmer anderen
Art zusammenfallen, so bilden sie entweder ein kon
jugiertes Netz, oder sie fallen mit dem asymptotischen

Netz zusammen.
Retrachten wir schliesslich den Tensor

"::e,r: Riy— i (12),

so ist fiir diesen Tensor der Formel (8), gemiss
b*C 4 =0, (13),
¢0 dass seine Null-Linien entweder unbestimmt sind (E;-;-—-'-
=p,) oder ein konjugiertes Netz bilden.
Jetzt werden wir den Zusammenhang der eingefiihrten Griissen und
denjenigen Grossen, welche die Krimmung der mittleren Metrik

bestimmen, aufstellen. _ _ _
Wir benutzen die Eddingtonsche Formel, die den Zusammenhang der Kriim-

mungstensoren zweier Ubertragungen angibt, deren Komponenten sich durch
den Tensor 77! unterscheiden.

0
Wir wollen gleichzeitig V als Symbol der kovarianten Differenzierung

der mittleren Metrik gebrauchen; durch K bezeichnen wir das Gauss'sche

Krimmungsmass dieser Metrik. Nehmen wir in Befrachi, dass '

1 1
3,-"?_5#:"_5:& P zf,—-Ffrz—-E-Sl_U

[RE—

1t Shouten, Ricci-Kaltpl, S. 87, Formel (132).
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ist, so erhalten wir
170 15,= 3 ' )
Eijngfj_l_?v[is:ilf—l_I .,g:‘?.,a].’ [14,";

1 2 1 .
py=Kby— 5 VSt 7 %S s (14);

Indem wir beide Gleichungen addieren und (7), anwenden, erhalten wir

1 .
5 SuSh g == K) b,
nun aber Ist
_ k
'Sﬂf_,r[e*gﬁu:"— ‘Lﬂ S: j:S.. e

woher ,
b | — | v —— —

fst: somit besteht zwischen den ‘eingefiihrien Invarianten eine einfache Be-

ziehung
H=K—J. (15),

Indem wir das Zeichen der Alfernation in den zweiten Gliedern der

0
Gleichung (14) unterdriicken und die Indentitit T‘LJ,J.::D in Betracht ziehen,
erhalten wir:
i 0
Vi = Ve Sy

woher
a

C,=VS$;=. (16);

§ 8. Inhaltstreue Paare

Die néichsten Paragraphen werden der Betrachtung spezieller Paare
gewidmet sein, die man am h3ufigsten bei den Anwendungen begegnet.
Als den ersten solcher speziellen Fille wollen wir ein Paar ins Ange
fassen, dessen beide Ubertragungen inhaltstreu sind. Ein
solches Paar werden wir ein inhaltstreues Paar nennen.

Zuerst nehmen wir an, dass nur eine der Ubertragungen inhaltstreu sei;
d. h., dass man jedem Paar nicht kollinearer Vektoren eine invariante Fliche
s0 zuordnen kanm, dass fhre Grosse bel einer Paraleliibertragung dieser
Veltoren erhalten bleibt.

Die Fliche s, die den Vektoren v’ und w' entspricht, wird durch eine bi-
lineare Form:

S=sgrwb (1)
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ausgedriickt, wo s; ein antisymmetrischer Tensor mit der Matrix

—s5 0 ‘ (2)g

ist.
Fordern wir die Erhaltung der Fliche bei einer Paralleliibertragung

or ter Art o und w¥, so erhalten wir als Bedingung dafiir:
§e=0. (3)g

Stellen wir die Integrabilititsbedingung dieser Gleichung auf
. 5
s-j"-‘? iﬁ."? En:_f —|_ 'E.?d SJ':L: ﬁ{ﬁj’j = Rf;}: I::i|

g0 erhalten wir als die notwendige und hinreichende Eedu
gung fiir die Inhaltstreue — die Symmetrie des Ricci-Tensors

R:=*=0. (4)g

Stellen wir diese Bedingung der Formel (7)., gegenfiber, so erhalten wir

folgendes Resultat: :
Wenn eine der Uberiragungen des Paares inhalts-

treu ist, so ist es auch die andere Ubertragung, d. h
das Paar selbst ist inhaltstreu. Wir wollen die Fliche zweiter

Art ausdriicken:

Y=o vw, (1)

0 .
oyl 2§l )
ﬂh} (. :D: [E]g
pa ¥ =0, (4)g

wir geben die Bedingung (3), fiir die Komponente s, in explizite
Form an

Sape = al,.':?— Ei].'i‘— Gi!'s .:U,

woher

3 lg s =G7,, (Bg
und analog

Wlga=1T5,, (5]

Addieren wir diese Gleichungen, wobei wir ihren Zusammenhang mit
der mittleren Metrik beachten, so erhalten wir:

ﬂ:ﬁ + I':i= 23;&’
oder andererseits
b g (so) =23, 1gV b=2,lgh.
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Somit ist
$-0e=b-konst.—¢g-D. (6),

Die Formeln (3), zeigen, dass die Grdssen s und 3 durch die Parame.
ter der entsprechenden Paralleliiberfragungen bis auf einen konstanten Fak.
tor genau ausgedriickt werden. Hierbel ist eine willkiirliche Wah(
des Masstabes des Flichenmasses freigelassen, Durh
Benutzung dieser Willkiir ist es immer mdglich zu erreichen, dass die Kon-
stante ¢ in (6); gleich Eins wird.

Somit kénnen in einem inhaltsfreuen Paar die Ein-
heiten fiir das Flichenmass, so gewidhlt werden, dass
die Flichen, welche durch die mittlere Metrik bestimmt
ist, zur mittleren Proportionalen zwischen den betrei-
fenden Flichen erster und zweiter Art wird. -

Wir wollen noch beachten, dass aus Symmetriegriinden fiir R, die
Gleichung

. : R
E EE,FZR F-F:s,_= E?

gilt, wo R die Diskriminante des Tensors R, bedeutet. Die Formel (10),
weist hierbei auf die Gleichheit der Diskriminanten der Ricci-Tensoren erster
und zweiter Art hin:
R=1. o,

Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir den Zusammenhang zwi-
schen den Begriffen eines inhaltstreuen Paares und der in der Einleitung be-
handelten Interpretation feststellen.

Neben der Formel (2)

Xyj = Py + b X

bekommen wir, infolge der zweiten Reihe von Eedingungen (1)

=S+ SX.

Betrachten wir jetzt die kovariante Derivierte ' erster Art eines antisymmetri-
schen Tensors:

SU':. |!Ia'.l"‘::l d'_fx! X, X}r
Stk == (Puesdy o X) = (36, p- 2, 26, X) -+ (3,206, 90,X) +
+ (3px,3p0,%, 5P, x + 5,.X).

Alle Determinanten auf der rechten Seite der letzten Gleichung miisserr offen-
bar verschwinden:

Siﬁ'.iﬁﬂ'

Diese Identitdt zeigt, dass man in bezug.auf eine Ubertragung erster Art
eine Fliche definieren kann, die bel einer Paralleliibertragung erhalten bleibt,
und dass somif das Paar der inneren Geometrien ein inhaltstreues Paar ist.
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Im Resultat sehen wir, dass das von uns in der Einleitung angegebene
anwendungsgebiet fiir den Begrff konjuglerter Ubertragungen etwas begrenz-
ter ist, als das gesamte Existenzgebiet solcher Paare. Die Anwendungen
entspringen in diesem Sinne nur den inhaltstreuen Paaren.

§ 9. Metrische Paare

Wir wollen ein Paar als ein metrisches bezeichnen,
wenn seine beiden bildenden Geometrien Riemannsche
Geometrien sind.

In jeder von ihnen existiert ein nicht entarteter symmetrischer Tensor
gy ), dessen kovariante Derivierte entsprechender Art verschwindet.

Nehmen wir an, dass nur der metrische Charakfer der Geometrie ersfer

Art bekannt ist, so dass _
&= 0. (1),

Die Integrabilititsbedingung fir diese Gleichung lautet
gI.III; L= E‘: E f.,j"|_ "?.? . .= R L : gf}nzgﬂy

wobei der Tensor K, symmetrisch ist, da die Geometrie notwendig eine
von inhaltstreven Typus wird, und da der Tensor

| )
“ Ve 0 ;‘ h
der Bedingung (3), geniigt.
Wegen
Ri % gn==My
erhalten wir daher:
R, = kgy _ (3)g

wo k die Gauss’sche Kriimmung der betreffenden Metrik darstellt.

Jetzt stellen wir die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz. des Tensors g, fest wel
cher die Bedingung (1), erfiillt. Wir differenzieren die Gleichung

(3); und eliminjeren g, wobel wir k=0 annehmen:;

' Ijl 5= FSR.I'_;I' _ {4}9

Wir fiberzeugen uns, dass diese Bedingung hinreichend ist.
Die Integrabilititsbedingung ergibt:

Eu]"l T=fa E.i;:_}‘ FEE'EEU == Riﬁu_f'-lr R}R'ﬂ =0
oder .
pa f =10,

13 Cemusap no TensopHomy awanuay. Bun, IV.
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o, ist also ein Gradienttensor. Man kann demnach setzen:

) Py = d5F"
Machen wir den Ansatz
8= E_.FE:'J"I

so efhalten wir einen Tensor, der die Bedingung (1), erfillt.
Wir benuizen jeizt die Formel (6). und schreiben sfe in folgender

Form auf:
F.mﬁlﬂ - Eﬂbi‘r"

Nach (3), erhalten wir fiir unseren Fall
P,I‘tbﬂr.: kgilbujzléﬁb-x,ﬁ

wo
g
-
’ b

Wir bilden nunmehr die gemicchle Derivierte auf beiden Seiten der vor,
letzten Gleichung: _
der Volpip (o 87 =V, 08%b,p)
5705y )1y = he D)+

Ersetzt man den Tensor auf der rechten Seite mit Hilfe der Ausgangsformel,
50 Ist

PJ

"E'F'”F'i_f} alls = T Pj:bﬂ1

woher .
Al — (g 1}'5' Pk . . (4}

Vergleichen wir die erhaltene Bezichung mit (4), so kommen wir zu folgen-
dem Schluss: Wenn eine der Ubertragungen des konjugier-
ten Paares eine metrische Geometirie bestimmt, so be-
stimmt die mit ihr konjugierte Ubertragung ebenfalls
eine metrische Geometrie und das Paar ist ein metri-
sches Paar.

Bezeichnen wir mit % dije Gauss’'sche Krimmung der Geo-

metrie zweiter Art und durch Tir den Grundtensor die-
sed Geometrie, so ist,

Tie=— 0, {]]gl
o Vyl o)
a“'U.'—V’? o " 2

Rip =y (3],
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Vergleicht man die Folgerung aus der letzten Gleichung:
PLy (1= (g2 by

mit (4), unter Beachtung der Bedeutung des Koeffizienten ), so erhilt man:

v L B
1 h== k—E L. (*)
Andererseits ist
R=p.
oder
kg ="y,

Wir quadrieren und multiplizieren beide Teile der Gleichung (%) mit y, dann
Ist

:.".5']' otk o i_lr ,
s0 dass
el — &-i .
£y

Naturgemiiss wird man voraussetzen, dass die Fléchenmasseinheiten
entsprechend den Lingeneinheiten gewdhlt sind, also .

T:ﬂa; —— 52;-

dann lisst sich die Beziehung (8), anwenden, und man erhilt:

[ -]

2

g===%
ond schilesslich
‘A::-ﬁ_,—-a—ﬂ-k (3),
h=xelz (5)y”

Hierbei miissen die Vorzeichen bei ¢ gleich gewdhlt werden.

Man kann den Begriff eines mefrischen Paares auch fiir die Theorie
der Flichen eines nichteuklidischen Raumes nutzbar machen. In diesem
Fall fallt diz Geometrie erster Art mit der inneren Flichengeometrie zusammen
und die Geometrie zweiter Art wird durch die Winkelmetrik von Bianchi ! dieser
Fliche bestimmt. Diese kann auch als eime innere Geometfrie der Fliche
interpretiert werden, die cer gegebenen in einer polaren Transformation De-
ziiglich des Absolutums korrelativ ist.

I Bianchi, Leziovi di Geom. Diff,, vol. 11, parte 1I, § 454 (VIID.
.5‘ '



Y A, NORDEN

Ausser der.Bedinzung fiir die Konjugiertheit sini die Grundgréissen jn
diesem Fall noch durch die Bedingung

b
LES —
bt 2

und die Dualbedingung ,
A=c 4 —

t 1

verknilpft, wo k, die Krimmuong des Raomes und ¢ eine Konstante be-

deuten.
Eliminiert man g,y und & aus diesen Bedingungsgleichungen und (3),,

so erhdlt man
kit —c)=oen; w(k—k)=-1zk

Beachten wir jetzt, dass k& und x im Allgemeinen verdnderlich sind, und
fordern wir, dass die zweite Gleichung eine Folgerung der ersten sei, so
ist in diesem -Falle

C=-Te=F&;
und :
k= ky (R +7)
oder
1 1 1
E—|—'_ﬂ_'5' (6],

Dies ist die Bedingung fiir die Anwendbarkeit des metrischen Paares
in einer nichteuklidischen Geometrie.

§ 10. Projektiv-euklidische Ubertragung

Nehmen wir an, dass eine der Uberiragungen projektiv-euklidisch ist,
so dass seine geodifischen Linien kontinuierlich auf Geraden der projektivan
Fliche abgebildet werden kdnnen.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass dies fiir die
Ubertragung zweiter Art statt hat, ist

Vet =101 (1)
Gemiss (6), ist I ‘
a 'Fl qu,qb qEﬂb
deshalb . j'
rﬂpni == b.!p V= {EJ“EWJ - I::I1
Aber

"&u: E:F _ Lﬂﬁuﬂ hRﬂ ul

! Shouten, Der Ricci-Kalkdl, IV, Abschn., § 2.
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und das Produkt aus den Tensoren L, und L, kann durch Grissen ersetzt
werden deren Differential gleich Null ist. W’ir haben

{: af} = LERLHFafn = I’::F.LFF' {_L}

Bringen wir diesen Ausdruck vor das Differenzierungszeichen und befrefen
wir uns von bIP, 50 bekommen wir eine der (1), vollkomnten gleichwertigen
Bedingungen :
Fﬂ {.ﬁ-“‘iilﬂ.}:..““_-.'lj. l’ﬁ}m

Nehmen wir an, dass die in der Einleitung betrachiete Konfiguration 80
spezialisiert ist, das alle Geraden der Normalen Kongruenz der zweiter Art in
einer Ebene liegen in der sich ebenfalls alle Punkte X befinden (die oberen
Enden der Normalen zweiter Art). Nehmen wir weiler an, dass die Ebene efne
uneigentliche Ebene des affinen Raumes darstellt, so kommen wir zu einem
Schema, das dem Schema der relativen Flichengeometrie von Milller vn!l}mm-
men dquivalent jst.
Die Grundgleichungen werden hierbei die Form: .

IJ'I'] = '&ijx'

erhalten. Sie werden aber die Grundfliche dann und nur dann bestimmen,
wenn die Integrabilititsbedingungen erfiillt sind:

bi*=0, | (A)
Ri3=0, (B)
r"; {-IEII!:E“} = D I. EEJ

Vergleichen wir (A), (B) und (C) und beachten wir, dass (C) mit (2),, iden--
tisch ist, so kommen wir zv folgendem Satz: .

Damit ein Paar konjugierter Ubertragungen durch
gin Milllersches Schema interpretiert werden kann,
istnotwendig und hinreichend, dass dieses Paarinhalts-
trew und die Ubertragung zweiter Art projektiv-eukli-
disch seien.

Was die notwendige Bedingung anbetrifit, so muss sie auch fir alle
Spezialisierungen des Miillerschen Schemas statt haben, d. h. sowohl fiir
affine Flichengeometrie als auch ffir die klassische Theorie. Zu der ersten
werden wir noch weiter unter zurfickkehren. Was die klassische Theorie der
Flichen anbelangt; so muss die Forderung nach Inhaltstreue in der Hinsicht
verschiirft werden, als das Paar metrisch sein muss, Diese Forderung ist
tiir die Geometrie zweiter Art gleich bedeutend mit der Forderung der Kon-
stanz der Krilmmung. '

L A, Norden, Die relative Geom. der Flichen...
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Also: damit man ein Paar konjugierter Ubertragu.ﬂgen
in der klassischen Geometrie interpretieren kann, ist
es notwendig und hinreichend, dass das Paar metrisch
und die Geometrie zweiter Art eine Geometrie konstan-
ter Krimmung sei.

Man muss bemerken, dass in der Abhingighkeit von dem Vorzeichen der
konstamten Kriimmung, diese Interpretation in dem euklidischen Raum mit
reellem oder imaginirem Absolutum realisierbar ist.

Wihlen wir das L#ngenmass so, dass in der Formel (5), a_]

"f=-+1 wird, so erhalten wir

pe=t (3

b
: g’
d. h. den Gauss'schen Satz.

§ 11. Minimale Paare

Im § 3 haben wir bereits diber konjugierte geoditische Netze gespro-
chen. Wir wollen jetzt ein Paar inhaltstreuer Ubertragungen betrachten, das
die Existenz eines konjugierten Netzes dreifacher geo-
ditischen Linien zuldsst. Infolge einer Analogie, die sich weiter
klar wird, werden wir ein solches Paar ¢in minimales Paar nennen,

Vor allem bemerken wir, dass dies befrachtete Netz, gemiss den Resul- .
taten des § 3 in bezug auf die beiden Ubertragungen, ein Netz von Tsheby-
schev darstellt und dass die Existenz eines solchen Netzes als hinreichendes
Merkmal fiir die minimalen Eiginschaften des Paares gelten darf. Betrachien
wir jetzt die Vektoren o' und =¥, die die eine und die andere Linie
der Schar tangieren. Jeder dleser Vektoren besiizt die Eigenschalt, dass seine
Richtung parallel dibertragen wird 1) [ings der Linie, welche sie tangieren,
2) langs der Linie der anderen Schar. Betrachten wir das krummlinige Viereck,
das aus zwel Linien der einen und aus zwel Linien der anderen Schar
besteht. Wir haben dann ein geschlossenes Kontur vor uns. Umfihren wir
dieses Gebiet mit einem unserer Vektoren parallel zu sich selbst, so kehren
wir chne eine Richtungsinderung zu dem Ausgangspunkt zuriick.

Die Eigenschaft der Richtungserhaltung bei einer Umfihrung Desitzt
aber nur ein Vektor von absoluter Richtung (vgl. § 7), d. h., entweder
sind beide Ubertragungen euklidisch (R;=p,;=10) oder
das betrachtete Liniennetz stellt ein absolutes Netz
beider Ubertragungen dar: '

2= bRy =b,=0 (U
Ry, =0. (2)y;

und
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Die mittlere Krimmung eines minimalen Paares ist
somif gleich Null und die Ricci-Tensorenerster und zwei-
ter Art unterscheiden sich nur durch ihr Vorzeichen.

Angenommen, dass der Ricci-Tensor von Null verschieden ist, gilt,

Rﬂ'j:}.ﬂ{{wj}.r
da der Vektor v’ seine Richtung bei zwei Ubertragungen in zwei verschie-

denen Richfungen beibehilt:
.-ﬂJ-IIII "E"I:'-_—- J.,l'ﬂi,
woher '

vl =i,

Er erhilt seine Richtunz auch bei einer Ubertragung in beliebiger Rich-
fung, worin man sich leicht {iberzeugt, wenn man diese Formeln linear mit-

einander verbindet:

?ﬂ":_ﬂ't.l'rr
und analog

Vg == capl,

Differenzieren wir den Tensor RY, so erhalten wir:
FRY == hovliw/) 4 jwolin) = wRY,

Das letzte Resultat zeigt, dass ein minimales Paar ein metrisches
Paar ist, wobel die Linien von der Nullinge beider Metriken zusammenfal-
len und ein komjugiertes Netz bilden. Die asymptotischen Richiungen sind
hierbei orthogonal in bezug auf beide Metriken.

Die Formel (2),, erhilt darum folgende Fassung:

kg;f‘—}'-ﬂ-‘fﬁ*_—gl l|:.'3]'11

woraus ersichtlich ist, dass die mefrischen Grundtensoren beider Metriken
ginander proportional sind und beide Geometrien konform dbereinstimmen.
Benutzt man die bekannte Formel einer konformen Transformation, so erhilt

man eine Beziehung zwischen I} und Gi, wobel
— GG g gkl
8,y =Sy — 8y S

1 k
= Vlg (T) . (%)
Formen wir diese Formel unter der Voraussetzung um, dass
A== E“Eﬂ {5}11

dann erhalten wir
Sy, o= L& 1 — &by

Lyguh =Ly Lﬂalﬁfﬁ

In dem Ausdriock:
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grsetzen wir die ersten Faktoren der rechten Seite unter Benutzung der Iden-

titat § 10:
. Lﬂf,&ﬁ:aﬂ g

[k 1
und erhalten

Sn, iy= lkg:'j_ 3‘1.-5'#; + 42 i :’-;Em — & T
woraus endgiiltig .
Sp ;= rafiy— W& — MBu (6),,
folgt. :
Da der Tepsor g, ein konjugiertes Netz besimmi, so ist die Strukur
des Tensors S ,; dieselbe, wie in der Formel (11),, infoige dessen ist

J=0 [T]'u
was bei einem Vergleich mit den Formeln (1), und (19).
K==0 ) [EJH

ergibt, d. h. die mittlere Metrik eines minimalen Paares
ist euklidisch.
Die S-Linien minimaler Paare werden aus den Gleichungen:

-551 Ay dus dﬁ$ dut—— g‘uﬂ gu duﬁ :l.,T gt == D:
bestimmt, aus welchen wir finden, dass zwei von ihnen mit den minimalen

Linien beiden Ubertragungen zusammenfallen, wihrend die dritte aus der
linearen Gleichung:

. R |
PR (lg ?) dur =0 ay
bestimmt wird. '

Es mdge die Richtung fu' die Linie é:kan.ﬂ. tangieren, dann haben

k

?113 (T) Eﬂﬁ:ﬂ

oder
k 3
vlg (T) =du,
setzen wir dies in (9),, ein, so erhalten wir:
g,pdu® Gt =0,

folglich ist die dritte Schar der S-Linien eine Schar or-

: ) ) k
thogonaler Trajektorien der Linien -n-zlmnst.
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Die minimalen Paare besitzen noch eine interessante Eigenschaft. Nihm-
lich im allgemeinen sind die asymptotischen Linien eindeutig bestimmt, sobald
beide Ubertragungen des Paares nach den Formeln ( ID} und (7}, einzeln
oder durch ihre Kombination gegeben sind. _

Zeigen wir, dass im Gegensatz hierzu der Grundtensor der- minimalen
Paare auf unendlich verschiedene Weise gewihit werden kann,

b;; soll den Grundfensor des Paares, s einen reziproken zu dem Dbe-
stimmten Tensor (1)g bezeichnen.

Betrachten wir die Grdsse:

b =g, *b 50

Der Tensor Er, 5 Zeigt folgende Eigenschaften:
1) Er ist symmetrisch: da

bl = g7 s3bs, =b"g,, =0
2} Seine Diskriminante ist vom Null verschieden, da

'{]T 1ﬂ — g"si?'b" gﬁ: ‘E“mﬁ .‘i'gtagu:i # D

3) Seine gemischte Derivierte verschwindet:

&

By gy = (& 5 by 405 ;inﬂ':z;“'-’ ==0; (10,

da die kovarianten Ableitungen der eingeklammerten Grossen wverschwinden.

Da der Tensor E}- alle Forderungen, denen der Grundiensor eines kon-
jugierten Paares genfigen muss, erfiillt, so kann er ebenfalls als ein Grund-
tensor behandelt werden. Mehr noch, es ist leicht zu- verifizieren, dass man
als einen Grundtensor des Paares jeden Tensor der Form

E‘j:ﬁ:}'{"‘:&ﬂ | (11

nehmen kann, wo ¢ eine beliebige Konstante bedeutet.

. § 12. Euklidische Paare

Wir werden ein Paar konjugierier Ubertragungen
tuklidisch nennen, wenn beide Ubertragungen die Krim-
mung Null besitzen.

Damit ein Paar euklidisch ist, geniigt es” die Forderung zu stellen, dass
der :Ricci-Tensor nur der einen Ubertragung des Paares verschwindet. In der

Tat, ist in diesem Fall:
2H= bR =10, . (1)



—_— T ———

234 A. NORDEN
und wegen dér Bezichung
Ri~+py= 0
gleichzeitig
- E!'r:.'ﬂ' FIJJ: 0. {E-JLE

Im Falle eines euklidischen Paares besitzt die Aufgabe der Auffindung
einer -konjugierten Ubertragung zu der gegebenen eine einfache Lisung. S
_ ldsst sich im allgemeinen Fall auf die Integration einer Gleichung von Co.
dazzi zurfickfilhren.

In der Tat, wenn b, eine Losung dieser Gleichung darstellt unter der

Annahme, dass
nnahme, da St =546,

bekommt man
@ b“ﬂSﬂJ ﬁl: == bétﬂl: s {}.

Die Grundbedingung der Konjugiertheit:
by ipwe==bygy— ST pbu="byk — byjie==0,
wird dann fiir ein Uberiragungspaar G, und
H—at st
erfillt sein.

Wir nehmen jetzt an, dass die Grissen &fr bestimmen die betreffende

Ubertragung und-die Bedingung
R;==0
erfiillen.
Nehmen wir eine willkiirliche FunkHion 8 an und bezeichnen ihre Ablei-
tung durch 3 8 =8.
Wir zeigen jetzt, dass die zweite kovariante Ableifung dieser Funktion
die Bedingung von Codazzi erfiillt, Es ist

Bt =Ri* 8, =10

deshalb kann man die kovariante Ableitung einer willkiirlich angenommenen
Funktion &,;—#,; als einen Grundtensor fiir das resultierende euklidische
Uberiragungspaar ansetzen,

8 13. Die projektive Transformation eines konjugierten Paares
von Ubertragungen

Wir méchten jetzt fiir kurze Zeit auf die Interpretation unserer Theorie
in der Einleitung zurlickkommen.

Ein Paar innerer Geometrien, das auf der Grundfliche bestimmt wird,
hingt ab, erstens von der Gestalt dieser Fliche und zweitens von der Form
der Kongruenzen der Normalen erster und zweiter Art, die diese Fliche ergin-
zen, Sofern diese” Kongruenzen bis zu einem gewissen Grade willkiirlich
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vorgeschrieben sein konnen, ist ein Paar innerer Geometrien nicht invariant
mit der Grundfliche verbunden und wird bei der Ersetzung erginzender
Kongruenzen durch andere gewisse Transformationen erleiden.

Der Charakler dieser Transformationen lisst sich auf Grund folgender
Betrachtung feststellen.

Erstens miissen ihre asymptotischen Linien erhalten bleiben, die im unmit-
telparen Zusammenhang mit der Fliche stehen, und folglich miissen solche
Transformationen von einer konformen Transformation der mittleren Metrik
hegleitet sein.

Zweitens kann man sich jede Transformation aus zwel zusammengesetz!
denken, einer ersten, die durch die alleinige Ersetzung der Kongruenzen der
Normalen erster Art, und einer zweiten, die auf Kosten der Anderung der
Kongruenzen der Normalen allein zweiter Art entstehen.

Wenn aber die Normalen erster Art, z. B., erhalten bleiben, so bleiben
auch die geoditischen Linien erster Art erhalten. Sie stellen nihmlich Linien
auf der Fliche dar, deren Schmiegsebenen durch die Normalen erzter Art der
entsprechenden Punkie hindurchgehen. _

Ausserdem -muss die erwihnte Transformation wvon zwei willkiirlich
gewihlten Funktionen zweier Variablen abhiingen. Dies folgt daraus, dass
jegliche Erginzung einer Fliche, mittels zweier Kongruenzen von dem in
der Einleitung erw#hnten Typus, eindentig einer bestimmten Normierung des
Punktes und der Tangentialebene zur Grundfliche entspricht. Wir behalten
obere Ausfilhrungen filr das Weitere und gehen zu der Definition der ange-
gebenen Transformation eines Paares von Ubertragungen iiber, indem wir
sie als eine projektive Transformation des Paares bezeichnen.

Wir nennen eine projektive Transformation eines
Paares eine solche Ersetzung der beiden Ubertragun-
gen des Paares, bei welchem

1) die Bedingungen der Konjugiertheit erhalten bleiben;

2) die mittlere Metrik konform transformiert wird;

3) die Zerlegung der Transformation zugelassen ist und zwar in
die eine, wo die geoditischen Linien erster Art erhalten bleiben (Transforma-
tion erster Art), und in die zweite, wo de geoditischen Linien zweiter Art
erhalten bleiben (Transformation zweiter Art). '

Betracthp wir die Transformation erster Art, die der konformen. Trans-
formation mittlerer Metrik entspricht:

dann ist _ _
22‘3 == iaﬁ—bﬁ‘*{i?ﬁ Igm — ﬁJﬁth lg m 1

tShouten, Der Ricel-Valkiil, V. Abschn, § 1 (3).
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GE T8 =G+ Th 21V, lgm — b, bV, lgm,

woher

andererseits muss, damit die geodatischen Linien erster Art erhalten bleiben,
gelten
Glhi=0%+84p, '

Der Vergleich der beiden letzten Formeln ergibt
H’=I‘*—[-E gy — b, 65V, lgm,

wo
50 dass _ N

5% ] Uzrfj"' Gﬁ:ﬁ‘f‘__ :‘,r'i' aﬁ Ty — .ﬁl‘jﬁ'hﬂlgm,
WO

ry== ?J, lgm—2p,.
Setzen wir jetzt die notwendige Bedingung fiir die Konjugiertheit an:

b;S? r'ﬂ: ‘{L
das ergibt o
b i+ b}'r-,_ — b}&u{rﬂﬂ lgm=—0,
b (r, + Vym) = 84 (Vigm — 2p, + ¥, lg m) =0,
so dass

p,=V,lgm.

Die Transformation erster Art wird also durch folgende Formeln wieder-

gegeben.
Gk -—Gk e Kl A

T‘lﬁ =TI} — b, "V, lgm.

lg m,

Um zum allgemeinen Fall zu gelangen, geniigt es auf der rechten Seite
dieser Formeln diejenigen Transformationsglieder zo addieren, die den ge-
gebenen analog sind. Man erhilt dann:

E*—G*J 8iV. lgm — b, b%V lgu, (Vg

S
I*,j:;r* + BV, lgp — b, 5%V, lgm,
wobei
E’d:mid'if _ . EE:H!.

Die angefiihrten Formeln zeigen, dass die Transformation des gegebenen
* Paares von zwei willkiirlich gewidhlten Funkfionen abhingt, von denen di

.

! Shouten, Der Ricc-Kalkiil, IV. Abschn., § 1 (1).
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| eine (m) einer Transformation erster Art und die andere (1) einer Transfor-
mation zweiter Art entspricht. Im Zusammenhang damit ist zweckmissig ein
§ymbol fir die Transformation einzufiibren, indem wir z. B. (1),, durch

(m, u) (3hs
ausdriicken. Dann wird das Symbol fiir eine Transformation erster Art
' {m, 1), (%)
fiir eine Transformation zweiter Art
| (1, ), (5);4
weiter haben wir fiir eine identische Transformation
(1, 1), (6)4
dagegen fiir eine inverse zu der gegebenen _
(m=1, p=1). (The

Das Symbol einer Transformation, die man als Produkt zwejer Transiormatio-
nen (m, W) und (m,,” u,) erhilt, wird offenbar

f"ﬂm] r :.L’.[ l.:l {El:l 12
sefn.
Als eine unmittelbare Folgerung aus der Formel (1),, erhalten wir:
§ pm ST Ig( |+ 860, 1g( ) (8),
WOTaus

b: g = MU [b.l'-jﬁ+ br;lrk lg ( ) + ‘E'_.r.h-p lg ( )+ E’m‘{rlg( ;ll)] - {9y
Unter den projektiven Transformationen elnes Paares spielen eine beson-
dere Rolle Transformationen, die wir als symmetrisch bezeichnen mdchten

und die afi Hand des Symbols
(m, m) : o (10)4
definiert werd&n :
Liegt eine symmetrische Transi-::urma’rjnn vor, so nehmen die Formeln

(1) fiir G, die Ges{'alt
Gf 285V, lgm— b, 4%V _lgm, s

an. Auch die Grdssen Tfr und Eifr erhalten dieselbe Form, die identisch mit

den Formeln der konformen Transformation von Christoffelshen Klammern
der Form: .

Ei:'z""";‘ll‘!".r
ist, !
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Die Gréisse V,lg (%) verschwindet in diesem Fall, und wir bekommen
N S
S ,r'k‘_'{..ﬂ-" (12},
l'&i_."k': .fﬂ'f,l' ¢

Der Tensor S ,, die Linien Sund die Linien B sind alsg
bel einer symmelnschen Transformation invariant.
Neben einer symmetrischen Transformation kann man die Transformation

(m, m~1) (13),,

ins Auge fassen und sie als antisymmetirisch bezeichnen.

Die Invarianten dieser Transformation sind infolge der Gleichung :ifr' =
—b,, evident. Diese Griissen sind alle mit der mittleren Metrik vErbundEﬂ
Eine hE[IEbIg‘E projektive Transformation kann in der Form eines Produktes
‘aus einer symmetrischen und einer antisymmetrischen Transformation ausge-
deiickt werden. Dies sieht man ein bel der Betrachtung der symbolischen

[dentitat: _ -
(m, p)=() mp, } my) ('l/ﬂ—:l |/-E] (14),

§ 14. Tschebyschev-Tensor eines Netzes

1. J. Dubnow hat die nofwendige und hinreichende Bedingung aufge-
stellt, damit ein Liniennetz, das durch die Gleichung

a,s du® du? ===

gegeben ist, ein Tschebyschev-Neiz darsielle. Sie besteht darin, dass der soge-
nannte Tschebyschev-Tensor

- 1
t,=a" (ﬂ.ul'& — 5 %l i) (1)y

~verschwindet. Dieser Tensor gilt fiir jede beliebige affine Ubertragung in
einem zweidimensionalen Gebiet.

Der Tschebyschev-Tensor ist invariant in bezug auf die Anderung des
Faktors bei a;; und ist somit eine Invariante des Netzes,

Wir wollen das Gesetz finden, wie sich der Ts:hebyschw-Tensm erster
Art des Netzes bei einer projekliven Tramsformation eines Ubertragungspanres
dndert..

Bezeichnen wir mit

af= Gf.f, G,
so ergibt sich

?kﬂ‘j'__.‘. E}‘I.j —|— U'Lﬂy ";|' ajtljﬂ:'l'l-
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woher L
- - p
tJ. - IEJ + 'ﬂia': -_-.;aﬂ;‘,n.'l

oder entsprechend (1),
t,==1, - 2¥,1gm — a**bi=a, ¥ ig p. , (2},

Die Formel nimmt fiir konjugierte und asymptotische Netze eine be-
eonders einfache Form an. Beginnen wir mit den konjugierten Netzen. Be-
schten wir die Bedingung fiir die Konjugiertheit

@i =0,
so 1st B Eﬂ
b=t 1 2V;1gm. (34

Wir bringen die wichtigsten Folgerungen:

1. Bei einer Transformation zweiter Art ist der
Tschebyschev-Tensor eines konjugierten Netzes Inva-
riant. :

2. Das Gesetz seiner Umformung ist von dem Netz
unabhingig, so dass die Differenz der Tschebyschev-
Tensoren zwei konjugierten Netze, eine Invariante
einer beliebigen Transformation darstellt.

3. Da -der Ausdruck fy;; nicht von den Parametern der absoluten Dif-
ferenzierung abhingt, und die aliernierte Derivierte V,lgm verschwindet, so
ist B

Fibp ==t ' (4);4

so dass dile alternierte Derivierte des Tschebyschev-
Tensors eines konjugierten Netzes eine Invariante der
projektiven Transformation darstellt

Wir nehmen an, dass fiir irgendein konjugierfes Netz

=10 ' (34

isi, s0 dass ihr Tschebyschev-Tensor ein.Gradient sein' muss.
Dann 1dsst sich die Funktion m so wihlen, dass

L]

F—t — 2V, Igm=0

wird. Daraus folgt: Wenn der Tschebyschev-Tensor erster Art
¢ines konjugierten Netzes ein Gradientvektor ist, so 1dsst
sich dieses Netz durch eine angemessene Transformation
der Ubertragung in ein Tschebyschev-Netz derselben
Art oder in ein geoddtisches Netz anderer Art dberflib-
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ren. Zur Interpretierung schreiben wir die Laplacesche Gleichung  dieses
Netzes auf und setzen letztes als das Kpordinatennetz fest:

3,8 Oy x -+ O3p% + pye

Die Koordinaten des Tensors eines Tschebyschev-Netzes erhalten wir unter
der Annahme, dass

@y =ay,==0,
wohert

by =al?(a)y)y 1 Gygpy — 8141, ) =20},
L;T.E = E-G;fz

Die Bedingung (2),, nimmt dann die folgende Form:
3,01, — 9,63, =10,

an, welche die Gleichheit der Laplaceschen Punktinvarianten des Netzes
erweist.

Auf diese Weise ldsst sich ein konjugiertes Netz
gleicher Laplacescher Punkt- {(Tangential-) Invarianten
stets durch eine entsprechende Ergénzung der Fliche
zu einem Tschebyschev-Netz erster (zweiter) Art und.
folglich zu einem geoddtischen Netz zweiter (erster

Art machen. |
Betrachten wir nunmehr einen Tschebyschev-Tensor eines asympto-

tischen Netzes.
Infolge der Gleichungen Codazzis, denen der Temsor b J un_tﬂr#[‘}ﬁgn ist,

erhalten wir aus (1)q,°
1

Ti= 2 B (6)y4
oder anders avsgedriickt
1
ly== 5" (T)ys

Nehmen wir an, dass das betrachtete Paar ein inhalistreues Paar ist, und
suchen wir die logarithmische Derivierte des Verhiltnisses der Flichen miti-

lerer Metrik und erster Art:

b dul du? .
Vb dul du Vf.a T

s du! du®

b l ¢ '
v 15(1’" ) == 5 L Og 15rp.g-,ﬁ ._mbtﬁ&uaj

== l V.1g (I’E) , (8).,

g0 dass



{IBER PAARE KONJUGIERTER PARALLELUBERTRAGUNGEN a41

4 h. der Tschebyschev-Tensor erster Art des asympto-
tischen Netzes eines inhaltstreven Paares ist gleich der
Halfte der logarithmischen Derivierten des Verhidltnisses
entsprechender Flichen mittlerer Metrik und erster Art.

Das Gesetz der projektiven Transformation dieses Tensors erhalten wir,
wenn wir in (2),, setzen cIU::ErU und hieraus

T,=T,42V,lg (%) . (9),4
Fine unmittelbare Folgerung dieser Formel ist folgender Satz: Der Tsche-
pyschev-Tensor eines asymptotischen Netzes ist eine
Invariante einer symmetrischen Transformation.
Im Falle der Inhaltstreue ist der Tensor T,, wie (8),, zeigt, ein Gradient.
Bringt man die Transformation (m; n) in Ansatz, Tdr welche

szl

F-()

pder

sn erhalten wir

d. h. das asymptotische Netz eines inhaltstreuen Paares
kann durch eine projektive Transformation in eine Tsche-

byschev-Netz transformiert werden,

~§ 15. Fubinische Paare

|. Nennen wir ein konjngiertes Paar von Ubertra-
gungen ein Fubini-Paar, wenn sein asymptotisches Netz
zugleich auch ein Tschebyschev-Netz beider Arten

darstellt,
Damit ein Paar ein Fubini-Paar ist, geniigtes, gemiss dem Resultat des

§ 3, dass das asymptotische Netz dleses Paares ein Tschebyschev-Netze be-

liebiger Art darstelit.
Die grundlegende Bestimmungsgleichung:

Ti-ﬁur -{1}15

kann eine Reihe andergr Interpretationen erfahren.

2. Aus (B),, folgt
14 'ﬁl‘p'buﬂf p— ﬁ’ {E:Ilh

|6 Cemumap no tensopmosy amanmsy. Bum. IV.
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was auf eine Apolaritdt der asymptotischen und der Tap-
gentenrichtungen zu den Linien B hinweist.
3. Aus (T),, bekommen wir
Sf' w0 (35
Der Tensor §, ,, ist alse symmetrisch.
4. Um ein zweites Merkmal zu finden, betrachten wir die Ausdriicke:

bb1bLh,g =S, bR} =S, . B[+ LyS, s:}f,r-::

= b, BB} 4 S b1y =S,y +5* 010,

Infolge der Symmetrie des Tensors 5%, im Falle eines F-Paares erhal-
ten wir:
BibibLb =S, - (4),.

ke =
Moge o ein Tapentenvektor zur Linje § sein, dann ist

:’ ) 'Ii :'I ¥ - i x "'=
Brb2b1b o oty =S, | vury =0,

d. h. liegt ein F-Paar vor, so sind die Richtungen § mir
den Richtungen B konjugiert.

Um festzustellen, ob die letzte Bedingung hinreichend isi, betrachten
wir die fiir jedes beliebige Paar giiltige Identitat:

brb} b1b,, Vvt =S, 5 vt |- 8 BlUth vi,

Wenn das Vektor ©¢ eine beliebige Richtung & darstellt und die ersten zwei
Glieder verschwinden, so muss fiir jede beliebige Richtung die Beziehung

. Sﬁ:—.' blﬂ}' b B vhor=0

gelten.
Hieraus folgt, dass entweder §* =10 oder

S{I_ja':l = HT‘.;T BT 1B

ist; wobei im letzten Fall beide asymptotischen Linien mit der Linie § zu-
sammenifzllen, d. h. das Paar bilinear ist.
Somit gilt: Wenn die Linien & zu den Linien B konju-

giert sind, so ist das Paar entweder bilinear oder ein
F-Paar. '

9. Differenziert man den Tensor L o 80 erhdlt man:

1
Lyp==aLy—Og L, — O L= L —2}, L, —ej, L, + 2 (3! T SI"J]*)
oder '

. :
Lije=3 St j1w (B)y5
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T

was im Falle eines F-Paares
Lijix =0 (6],
ergibt.
Hieraus folgt erstens, dass jedes F-Paar inhaltstreu

ist.
Benutzen wir ietzt die Formel (8),,, dann erhalten wir, da T,=—=0 ist

F
VB=c-s |
und analog ' (7),;
Vo =¢ca3.

Damit ein Paar ein F-Paar bildet ist notwendig und
pinreichend, dass sich die entsprechenden Flidchen erster
ind zweiter Art und mittlerer Metrik in einem konstanten
Verhdltnis befinden.

Wihlen wir in entsprechender Weise die Masseinheiten, so kbnnen wir
fir das F-Paar ein gemeinsames Flichenmass fir alle drei Uber-
fracungen festlegen.

Das Anwendungsbereich der F-Paare filit mit der Theorie der Konfi-
gurationen zusammen, die Fubini und Cech als Grundlage fiir ihre Theorie
der Flichen benutzten. Die Normierung der Tangentialebene der Flache wird
in diesem Fall durch Normierung des Punktes bestimmt, Die Grundgleich-
ungen haben die Form:

und der symmetrische Tensor A, ist zu dem Tensor b;; apolar:
BA, =0

B =
andererseits ist aber evident, dass
1
bhﬂaf':'

f _“E_S*

W

woher

1
Ay =— 7 re

Ausserdem wird die Apolarititsbedingung befriedigt, w.s darauf hinweist,
dass wir ein F-Paar vor uns haben. ]

Wenn x so normiert ist, dass es die karthesischen Koordinaten des
Punktes in einem affinen Raume darstellt, und die Inneren Geometrien ein
F-Paar bilden, so ist die Normale erster Art der betreffenden Konfiguration
eine affine Normale zur Grundfliche, im Sinne von Blaschke ®.

—_——

' Fubini-Cech, Geom. Prolettiva Diif, § 14, B, L (I).
®* Blaschke, Vorleiungen iiber Diiferentialgeometrie, IL

[Like
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§ 16. Kanonische Serie

Betrachten wir irgendein inhaltstreues Paar. Im § 14 wurde gezeigt,
dass das asymptotische Netz eines solchen Paares mit Hilfe einer projektiven
Transformation in ein Tschebyschev-Netz transformiert werden kann.

Auf diese Weise, kann jedes inhaltstreue Paarin ein
Fubini-Paar transformiert werden.

Dafiir geniigt, wie gezeigt wurde, der Ansatz einer beliebigen Transior-

mation (m, ), fiir welche 1
m_ [(Vo\*
3=17) M

Da der Tchebyschev-Vektor asymptotischer Linien eine Invariante einer
symmetrischen Transformation darstellt, so fdhrt diese Transformation ein
F-Paar wieder in ein F-Paar iber. Infolgedessen kann jedes inhaltsireue Pasr
in ein F-Paar auf unendlich viele Weisen fbergefiihrt werden. Hierbel verfiigt
man frei iiber die Wah! einer Funktion zweier Argumence.

Die Gesamtheit aller F-Psaare, die man aus ein und
demselben inhaltstreuen Paar erhalten kann, werden wir.
als die kanonische Serie der F-Paare des betreffenden
inhaltstreuen Paares bezeichnen.

Da die projektive Tramsformalion eines Paares eine Gruppe bildet, so
muss jeden zwei inhaltstreven Paaren, die voneinander durch eine solche
Transformation herleitbar sind, ein und dieselbe kanonische Serie entsprechen.
Auf diese Weise ist die kanmonische Serie in bezug auf jede
projektive Transformation invariant

Bezeichnen wir mit Segre-Tensor eines gepgebenen Paares

den Tensor 5 & Eines beliebigen Paares der kanonischen

Serie, die dem gegebenen Paar entspricht, und mit Segre-
Linien die Null-Linien dieses Tensors.
Um den Ausdruck flir den Segre-Tensor zu erhalten, betrachten wir die

Transformation (m, n), die das gegebene Paar in ein F-Paar (berfilhrt. Nach
(1), und (8),, ist

mn 1 Ve 1

und die Formel (8),, ergibt
;:[.511&:45.!” e g ':I}'Tk'-' """;".&jb&ru- (2)14

Da die rechte Seite beziiglich einer beliebigen symmetrischen Transfor-
mation invariant ist, so wird der Segre-Tensor fiir alle Paare der kanonischen
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gerie ein und derselbe sein. Andererseits ist die kanonische Serie selbst in
pezug auf eine beliebige projektive Transformation invarant, Hieraus folgt,
der Segre-Tensor und folglich auch die Segre-Linien
sind invariant in bezug auf eine beliebige projective Trans-
jormation. Wir bezeichnen mit Darboux-Linien des g"t?:ge-
penen Paares, die B-Linien irgendeines beliebigen Paares
der entsprechenden kanonischen Serie,

Die Ivarianz der Darboux-Linien bei einer beliebigen Transformation
jolgt daraus, dass die Richtungen dieser Linien'zu den Richtungen der Segre-
Linien konjuglert sind, wie im § 15 gezeigt wurde.

Wir werden genau, wie bei der Ableitung von (2),, zeigen, dass diese
Linien zu Null-Linien des Tensors

4:‘1[!—*——&;!- Tk—&ﬁi'"p-—&ﬁ?} (3),4
werden, der aber bei einer projektiven Transformation einen gewissen Fakior
erhilt.

Betrachlen wir die Invariante

L St (@)

Da der Tensor Sf . invariant ist, und die Tensoren L;, und LY, mit deren Hilfe
der Index § gesenkt um:l der Index m gehoben wurde bei der Tramsformation,
der Groisse nach, reziproke Faktoren erhalten haben, so muss bei der Transforma-

tion J selbst mit einem Fakor multipliziert werden. Dieser Fakior ist mit dem

Faktor identisch, den dabei der Tensor B erhdlt. Somit ist bei einer Trans-
formaticn (m, p):

J=(mp)=1J. | (5)ys
Im Falle, dass J==0, kann man im Sinne Fubini's eine einfache Me-
thede zur Eliminferung des einzigen kanonischen Paares aus einer

kanonischen Serie angeben !.
Nennen wir ein F-Paar von Ubertragungen, fiir das

J = konst. ()16

ist, ein projektives Paar.
Jedem inhaltstreuven Paar von Uberiragungen entspricht ein einziges pro-
jektives Paar, das der beziiglichen kanonischen Serie angehdrt, falls J=50.

Um ein dem pegebenen entsprechendes projektives Paar zu finden, genfigt es,
irgendein Paar der zugehdrigen kanonischen Serie einer symmetrischen Trans-

' Flubini-Cech, Geom. Prolettiva Diff, I, § 15 D.
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formation zu unterwerfen:
" m

/ Y.
WV V=7

Wihlt man das Vorzeichen von J so, dass keine komplexe Faktoren
auftreten, dann erhilt man nach der Transformation offenbar

J=1.

Im Falle }:ﬂ verlieren die wvorangehenden Ausfithrungen ihre Kraft g
diese Gleichung bei einer symmetrischen Transformation erhalten bleibt,

§ 17. Lineare Paare

Betrachten wir ein F-Paar, fiir_welches
J=J=0 (1hy
wird. Vergleichen wir diese Gleichuﬁg mit der Bedingung (12)., so bekom-

men wir infolge (11),

S, p ==yl —ag .

Beachten wir jetzt die Symmetrie des Tensors §; ., so erhalten wir;

a, =0,
was nur im Fall
@, =1
mbglich ist. w=hy
Es ist also
Sa, jk=1:133':u (2

- ausserdem zeigt die Gleichung
af — J—
b Sﬁ.’ Ek'—buﬁldlﬁlku—ﬂ,

dass der Vektor ), lings eimer asymptotischen Linie gerichtet igt. Folglich;
Wenn die Invariante eines F-Paares verschwindet, so fal
len alle Segre-Linien miteinander und miteiner der asym-
ptotischen Linien zusammen. Folglich fallen mit der
letzten auch alle drei Darboux-Linien zusammen.

Daraus ergibt sich sofort, dass dieselbe Linie ausserdem
noch eine dreifache geod#tische Linie darstellt und
dass das befrachtete Paar ein lineares Paar ist.

Beweisen wir das Umgekehrte unter der Annahme, dass das betreffende
Paar linear ist,
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Da eine asympiotische Linie zur selben Zeit auch eime Segre-Linie
darstellt, ist

by== ik
und .
8,5 AT =0,
es ist aber
b F‘S 2 _:"' I'J’s nﬁ.:
oder ]
S, _.fr‘-ﬂ =Y lp-

Falten wir wiederum mit &%, so erhalten wir:

bRy =0,
waoher
Sipht=ap,
endlich s ) ! _
S W = ap i pah’ =0
oder
g—~0,
50 dass_
‘SE_IF;::"'II == I::II
woher

Die Gleichung (1), ergibt also die noiwendige und
"hinreichende Bedingung dafiir, dass das Paar linear ist.

Zeigen wis jetzi, dass die Eigenschaft linear zu sein ein invariantes
Faktum in bezug auf eine projektive Transformation dar
stellt. In der Tat, nehmen wir an, dass ¥ ein Vektor ist, der nach einer
Geraden des Paares gerichtet ist. Dann gilt fir ibn die Bedingung

(V.00 )% == i,

da hier eine geoditische Linie vorliegt, unterwerfen wir die linke Seite der
Transformation (m, w), dann ist

¥ e == V)00 — (31, — Ot 1o ==

== T — [3 V) g m — b, b1V, Ig p]iaf = VA +- o,
woher : _ _
Vo = wh’,

Hieraus folgt das die Gleichung J=0 die notwendige und
hinreichende Bedingung fir die Linearitdt eines belie-
bigen Paares darstellt.

Wir wollen noch eine Eigenart linearer F Paare in Befracht ziehen. Ein
asymptotisches Netz bildet, wie bekannt, ein Tschebyschev-Netz, und gerade
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Linien bilden geod#tische Linien, Man kann vom Viereck Gebrauch machen
das von zwel Geraden und zwei asymptotischen Linien einer anderen Schar
gebildet wird, um eine parallele Umfihrung des nach der Geraden perjch-
teten Vekfors zu vollfilhren, nach welcher seine Richtung unverindert bleibt,

Hieraus folgt geméss dem Resultat im § T:

Die gerade Linie eines linearen F-Paares ist eine
absolute Linie beider Ubertragungen. '

Da die Tensoren R, und p, eine gemeinsame Null-Linfe besitzen, eine
Gerade, so muss der Tensor ‘:r;= R, i — Py dieselbe Null-Linie haben. Er muss
aber, hiergegen, ein konjugiertes Netz bestimmen, wihrend die angemerkte
Null-Linie eine asymptotische ist. Daraus folgt, dass der Tensor ausarten muss.

Die Form
C,Bdu’duﬂ

bildet ein vollstdndiges Quadrat und ihre einzige Null
Linie falit mit der geraden Linie des Paares zusammen,
Befrachten wir schliesslich bilineare Paare. Zuerst unfersuchen wir ein
F-Paar. Fiir jedes lineares F-Paar muss die Form .S'n:,, dutdudut einen voll-
stindigen Kubus darstellen, andererseits muss jede der asymptotischen Linien
eine Segre-Linie darstellen. Diese beiden Eigenschaften kiinnen aber nicht
zusammen statt haben, wenn die Segre-Linien nicht unbestimmt werden sollen,
Auf diese Weise muss der Tensor 5, des betrachteten Paares
verschwinden, womit sichdas Paarselbstkonjugiert zeigt,
Fir ein beliebiges lineares inhaltstreues Paar bekom-
men wir infolgedessen aus (2),.:
457 jk=af} Tk} — Erﬂ!:f“ T, (3},
oder :
=0Ty b, Ty 46, T). (%)

Jede von diesen Bedingungen ist notwendig und hin
reichend, damit ein inhaltstreues Paar bilinear ist.

§ 18. Affine Linge

Wenn die enklidische affine Ebene aui ein krummliniges Koordinatensys-
tem bezogen wird und die Fliche des Parallelogramms, das von den Vek-
toren o und w’ gebildet, durch eine bilineare Form:

L go*w®, (18

bestimmt wird, so ist der Tensor L;; antisymmetrisch und seine kovariante
Ableitung verschwindet: '

Lipjg=0.
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Die affine Linge ds eines Kurvenelementes du’ wird in diesem Fall durch

die Formel:
ds? =1L . du*Vdu?,

bestimmt, oder
dst = du*Vdu_,

falls man den Tensor LI-J, (1), benutzt um die Indizes zu senken. Wir wol-
len jetzt annehmen, dass eine willkiirliche inhaltstreue Ubertragung worliegt.
Wir wollen, gemiiss der Definition die Grisse s, die durch die Formel (1),
pestimmt wird, als die affine Linge der Kurve bezeichnen.

Von den Eigenschaften der auf diese Weise definierten Invariante be-
merken wir vor Allem, dass diese fiir die geoditische Linie iden-
tisch verschwindet, da in diesem Fall die Vektoren Vdu' und duf
kollinear werden.

Im Falle eines Paares konjugierter Uberfragungen vom F-Typus, fiir
welches ein gemeinsames Flichenmass festgelegt ist, sind mit jeder Kurve
drei Arten affiner Lingen verkniipit:

A. Linge erster Art
ds? =du*Vdu,.

B. Linge zweiter Art

dsl==du*Vdug,. [ (2);5

C. Linge mittlerer Metrik ;

dsd== du*Vdu_. )
Diese Ldngen sind miteinander durch folgende evidente Beziehung ver-

bunden:

dsi= - (ds} 4 ds}). 3),

Die letzte Formel, auf die geod#tische Linie mittlerer Metrik angewandt,
ergibt infolge ds, =0
ds)=— ds, (4);

d. h.,die afifinen Lingenerster und zweiter Art der geoditi
schen Linie mitilerer Metrik kdnnen so gewidhlt werden,
dass sie sich nur durch ihr Vorzeichen unterscheiden.

Betrachten wir die Differenz der dritten Potenzen der affinen Langen-
elemente der ersten und der zweiten Art einer Kurve

ds) — ds3=dw? (— I, + G1,) dufdu,

oder -
s} — dsf= S,y du du, (5},
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Somit gilt: fir alle Kurven, die duch einen gegebeney
Punkt gehen und die in ihm ein Tangentialelement duf be.
sitzen, ist die Differenz der dritten Potenzen der affineq
Lingenelemente der ersten und der zweiten Art dieselbe,
nimlich ldsst sie sich durch die kubische Form in bezug
auf die Variable du’ ausdricken, welche Koeffizienten
besitzt, die den Tensorkomponenten Sﬁ.glefch sind.

Mit Hilfe des Begriffs der affinen Lingen ist es mdglich eine Interpre.
tation der Invariante J zu geben.

Zu diesem Zweck leiten wir einige auf die asymptotischen Linien bezilp-
liche Identititen ab.

Mégen u' und o' zwel verschiedene asymptlotische Linien tangieren,
dann ist

'E":'_,r:m{i”ﬂ'

Falten wir nicht by » 50 erhalten wir:
2= v,.

Mtge ¢ die Fliche des auf unseren Vektoren konstruierten Parallelograms sein.
Wenden wir darauf die bekannte Lagrangesche Identitit an:

o= (w0 =205 nﬁu“ﬂabmuﬁw — {&“Eu"'zﬁjﬂ

g= fi?.,aﬂ“ﬂ'r‘i
woher
i
byy=— 7 87 (B)y

Die Invariante kann im Fall eines F-Paares, wofiir (4) gilt, auch in
folgender Weise dargestellt werden:

PR N
S g Bl b =y S8, b g DRSS, (1

ofer auf Grund von (6),, und (6),

.1 i A R )
Je=— (_ o ) gepPulopl plegs) S, S, =
- S ufu S, wlolko), (B)1s

- Nehmen wir jetzt an, dass die Vektoren uf und o' kanonische Tangen-
tenvektoren der Asvmptotenlinien sind, fiir einen Kurvenparameter der dem
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affinen Bogen erster Art gleich ist
du! o duf

| ge—

== ==,
ds, ds,

Bei Ersetzung von ds, durch ds, wechseln die Vektoren nur das Vorzeichen.
Die Asymptotenlinien sind geoditische Linien mittlerer Metrik, und" fir
diese gilt infolge der Gleichung _
.:2‘5‘;‘ -+- d .S'; === U;
die Beziehung
dsj—ds}=— S, du"du’ dut = 2d5),

oder fiir kanonische Vektoren:
S,FT utuPuy = '_5:..“1"}1'""&* =2,

Vergleichen wir das Letzte mit (8),,, so erhalten wir:
; .
J= & (9)yq

Somit ist Invariante J eines Paares F gleich der ima-
gindren Einheit dividiert durch die dritte Potenz der
Fliche des Parallelogramms,welchesaufden kanonischen
Tangentenvektoren der Asymptotenlinien konstruiert ist;
wobei die letzten in bezug auf affine Lingen beliebiger
Art genommen sind.

§ 19. Uber ein spezielles Paar von ﬂhertrigungen

Betrachten wir ein Paar von Ubertragungen von F-Typus, in welchem

die Griisse :
a:isg — ds? == Slﬂ_,r durdu?dut

bei einer Paralleliibertragung der mittleren Mefrik erhalten bleibt, so dass
0
F‘S..rjazﬂ- (V1

Zwecks grosserer Bestimmtheit, nehmen wir ausserdem an, dass alle drei
Nullrichtungen .Sj, verschieden sind.
Indem wir die Gleichung:
Sﬁa_ri#*“ﬂf‘ﬂf =-0
differenzieren, erhalien wir:
o
Sm-:"l]' -ﬂ’ﬂf‘?ﬂ'fz ﬂ,
WOoraus '

.
Vol =i, | ()4
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Hieraus folgt, dass alle Null-Linien geoditische und zwar dreifache geoditische
Linien darstellen. So sehen wir also von vornherein, dass das betra-
chtete Paar von Ubertragungen, wenn es existiert, drej
verschiedene Scharen dreifacher geoditischer Linien
z u‘l dsst.

Weiterhin, ziehen wir in Betracht, dass (2),, auf die Erhaltung der
Richtung, bei einer Differenzierung in eine beliebige Richtung, hin
weist, so sehen wir, dass die mittlere Metrik die Existenz von drei verschie.
denen Feldern absolut paralleler Vektoren zuldsst, die nur ldngs der abso-
luten Linien der Ubertragungen gerichtet sein kbnnen. Die absoluten Linien
einer mittleren Ubertragung miissen also unbestimmt sein, so dass

K=0. (3),4

Andererseits zeigt die Formel (16), dass in unserem Fall

o]
?I.I_E‘jrrartrzﬂ, {"1:}1“
woher aus (7),
p, = by Ry =Hb (5),q
weiterhin ist .
1 .
Jy= g Ty (09S,,8%) =0, (6,5
doch infolge von (3),, erhalten wir J=—konst.
J=H, (T)ig
oder
. H = konst. (B)ya

Differenzieren wir (3),, so erhalten wir
Rt =0: prppi=0. (Fhg
Hieraus folgt, dass die Geomefrien beider Art) projektive euklidische

Geometrien sind,

Verweilen wir noch zum Schluss an der Verteilung der dreifachen
geoddtichen Linien, indem wir sie wvermittelst der Ausdriicke der mittleren
Metrik charakierisieren

Es sel 5 ,=hympay,, wo a' o, wt tangentiale Einheitsvek
toren der Linien Sf -+ sind. Aus der Bedingungsgleichung (6), folgt

bbu, vy, 4= b0 o, - P v, =0,

oder
w cos(u, v)-+ o cos(u, w)-4 u,cos(o, w)=0.

Beachten wir, dass es sich um Einheitsvektoren handelt, so erhalten
wir, dass die dreifachen geoditichen Linien drei Scharen paralleler Geraden
bilden, die miteinander einen Winkel von 120% einschliessen.




O MAPAX CONPMKEHHBLIX NEPEHECEHMI
A. 1. Hopden. (Mockra)

Ecin X W § NpPeNcT4BARIOT COOTBETCTBEHHO _OAHOPONHHE KOOPIHHATE
TOUKH W KACaTelbHOH IVIOCKOCTH MOBepXHocTH §, @ X W S TOYKY W Kaca-
TENBHYH IIOCKOCTH ABYX APYTHX MOBEPXHOCTEH, NMpHYEM KOHTPYSIHUHS NpR-
MEX, CORNHHAIUIMX TOYKH X H X, COMpAMeHa MOBEDXHOCTH §, 4 KOHIDYSHIHA
MpAMHIX MEpecedeHHs maockocTelt § M = el rapMOHHYHA, TO A8 BEAHYHA X,
5, A HE MOMHO YKazaTh OIDMO3HAYHO ONpPENeNeHHDE, KaHOHHYECKOS HOPMH-
POBAHHE, '

i i :
Beawuunnt G, u I";.J. B Pa3TOMEHHIX;
dex 4%
— a
Y i G,rl,r e "l_F;}x _|_"'F"I1'_f"¥|
ok =
.a o a-l -
=15 — . P
aufai;; Il,lllraﬂg+ ﬂfE_|_&l_lr ¥

(1)

npeo0pasdyloTea KdK NapaMmeTphl [MapalleibHuX MepeHeceHuH pH npeofpaso-
BAHHAX KPHEOMHHERHBIX KOOPIHHAT.
[TpH 3TOM HMEET MECTO CAeLYIOWEE TOWIECTHO!

ae:rj__ 6o

S w7 — Db =0, (2)

YCTaHABAHBAKILLEE CBA3L MEWIY MEOMETPHAMH STHX NapalielbHEX NepexscenHi
W TEHIOPOM by, HYNEBHWE NHHHH KOTOPOTO COBMANAIOT C SCHMOTOTHHECKHMH
THHHAMH MOBEPXHOCTH S,

Houdurypauny, oSpa3osaHHue MOEEPXHOCTEID H KOHTPYSHIHEH COOTBET-
CTEVIOUIHY ,HOpMAel®, NMPeicTARNAT YACTHHE CAYyYad ONHCAHHOR xondwrypa-
UMM B cayyasx TeopHH nomepxHocTe#f: a) NPOEKTHBHO-THpEPEHUHATBHOR,
b) apduunoft (Blaschke), ¢) npocTpancTBa NOCTORHHOM KPHBH3HL), d) KMacCH-
seckoff. B 1BYX nocnensdx cnaydadx DBe OTMEYEHHBIE TFEOMETDMH COBOAZANT
¢ BHYTpeHHel TeoMeTpHeR H C TeoMeTpHef, onpefeneHHoR TpeTseH KBAJpATHY-
Hoft dopmoi,

Bymzes rogopHTE 4TO IBa NapanielbHBX NMEPEHBCEHHST
Gf.j M I‘j’} COMpAMEeHH, eCAH CYWECTBYET TEH30p b, YA0BIe-
TBOPHNWWHA TommaecTey (2). Hyneswe nanpasaewus 3TOro Tewaopa
HA30BEM ACHMMTOTHYECKMMHM, 4 HANPABAEHUA, TAPMOHHYECKH Da3fe-
MAOIHECT HMH, CONPAMXEH HH MH.
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Ha[{'ueuucpeﬂ-:wemme CReJCcTBHA OTPefcfieHHA MOoayUHM.

1. lps napannenbHOM MNEPEHECEHHH HANMPABAEHHR CONPAMEHHOR emy
MEePeHOCHTCA TOME NApanIe]bHo NEPEHECEHHEM, CONPAMEHHHLM IaHHOMY,

2. HanpasneHHe, CONPAKEHHOR KACATENBHOA K Fe0Ie3H4ecKOR JaHHOTD nme-
PeHECEHHH, TIEPEHOCHTCR BIOAB Hee MapanieNbHo B COTPAKENHOM NepeHeceHus,

3. Hazmsan uefWescKof CeTBID CeTh, Y KOTOPOH HanpaeleHHe Kaca-
TelbHOH K JAMHHH OOHOrO ceMeHCTBA MEPEHOCHTCA MNAPAANSNbLHO BIOAbL JAHHHH
apyroro cemefcTsa, NOAYHHM: HEOGXOAHMOE M AOCTATOYHOE YCAOBHE COTpA-
MEHHOCTH YefHIEBCKON CETH COCTOMT B TOM, 4TO OHa OYAeT reozeawdeckofi
Mo OTHOIWIEHHED K COMNPAWEHHOMY MepeHeceHHIo.

4. ACHMOTOTHYECKAN JHHHA MOWET OWTh TEOAe3HUMeCKOH TOAbKO B 060MHX
COMPAMEHHNX MEPEHeCEHHAK,

Onpemenss cpefHEE MEepeHeCeHHE BETHYHHAM:

i

2t = (G +1%). (3)
AOAY4AM. |

Oy pup, — b, —
Jik ik e jE BT
L
W Takus 06p430M: Cpefilkee MEepeHEeCEeHHE ONPEdeNHeT MeTpHYe
CKYI) TEOMETPHI, OCHOBHHM TEH30POM KOTOPOH Bymer b,
IR onpemeneHHs Naph COMPAKEHHHX MEPEHECeHHH ¢ NOMOLBK) TeH3O0-
POB OCTATOMHO 34L&Th KPOMe &y, Tewsop

'..S"f,ﬁ = 5—55. _ (4)

TeHsopHuifi xapakTep 9TOR BEAMUMHM NO3ZBOAAET [OKA3IATH, YTO ECAH
napa nepedHeceHHH HMmeerT Oonee tpex ceMeHers o0mux
TeoIEe3HYeCKUX, TO TMepeHeCeHHT COBMANAKT MEWIY CoO-
GO H CO CPeIHHM NMEepeHeCeEHHEM.

. O6o3nauas sepes R‘u# H Pl TEHI0DH Riemann’a CONPAMEHHRIX MepeHe-
CeHHH W BBOOA TeHz0ph Ricei:

Ry=—Raij%py=—0p 3ij", (3)
GvaeM HMeTh:

EIJ+FI;: E'Hbij‘ ~ (6)

M3 storo pasencTBa coemyer:

1. Hyneswe nanpasnenus Ttensopa Ricei conpsmensd Hyneswm Hanmpasne-
nuem Ttew3aopa Riced conpawennoro nepenecenus.

2. CyMma mpupalleHsfl, KOTODHE NOJYYAET BEXTOD NPH NapainenbHbIX
ofBonax npH O50HMX NEpEHECEHMAX no 3aut~:ﬂ_=.rrhmgi.r GECKOHEYHD MaaoMmy
KOHTYDY, COMPAMEHA MO HAMPABNEHWID CaMOMY BEKTOPY.
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r—r

Ecax oJHa H3 FEDME’TPHF[ naphl eCTh reOMETPHA THIA Inhaitstreue, 0
apyras reoMETPHE €CTh TEOMETPHA TOTO He TIHFI-I,

[Maou@aaH, COOTEETCTRYIOMME TOMY MW ADPYTOMY MepPeHeCceHHID, Onpene-
JRIOUIHECH B 3ITOM caydae, OYNYT CBA3AHW ¢ COOTBETCTEYIOWEH NAOILANBIO
.cpeHero nepeHeceHus S Tak:

S=3-.a (7)

Ecnu omnd M3 reoMeTpHE Mapn CONPAKEHHRX NEpeHeceHHH MeTpHde-
ckad, TO JNpYraR Tome MmeTpHyeckas. Ecaw o6osHauuts Hepes g, Y H b
AHCKPHMHHAHTEL METPHYECKHX (opM 000MX CONPRMEHHAX Nepesecennit W cpel-
eft METPHMKM, @ 4Yepe3d B W ¥ KDHBHIHW NEpBbIX ABYX W3 HHUX, TO

ki: B=

; (8)

[

W MepBOE M3 STHX paBeHcTs naeT Teopemy Gauss'a v cayvae x=1. Haxo-
HEIl, CAH QIHO M3 NepeHeceHHH eBKNMIOBO-iddHHHOE, TO IApyroe SVIET TOme
pRKNHI0RO-aDDHHHKIM, _

Mpu 3aMeHe KamnoW W3 KOHTPYIHUMH x, X u 5, = gpyro#i, Towe co-
OTBETCTBEHHO CONPMMEHHOH H TApMOHHYHON [OBEPXHOCTH $, ofe TeoMeTpHH
npeofpasyioTcd.

CoorpeTcTRyOWes npeobpa’osanue napw CONPRAEHHE nepeHecennft Oy-
IEM Ha3WBaTh ,NPOEKTHBHEIM",

NpoekTaeroe npeocfpasoeadyde ecTe Koddopumroe npeolpazopanse cpel-
pefl METPHEHM, KOTOpPOE MOWeT OWTh pazlOMEH0 HA IBa MNOCIEL0BATEABHHX
npeoGpasoBaHHl TOTO e THMA, MPHYEM HAMI0E W3 STHX mnpeobpazoBaHHf
COXPAHAET reogeIdvMecKHe JHHHUH OIHOTO HWAM IPYTOro NepeHeceHHA MApH.

[Ipu 3THX NPEeNmONOMEHHAX NOAYYHM CACLVIOUIHH 3akoH npecSpasoBaHus

Giy=Gp+ 3V, lgm — b,p"V, g,

Iy= Ll'+a[t ﬁlg,.u.—.ﬁuﬂ"“ﬂlgmr
b,j,=mp.b,?.

rie m W ) — npon3agonsiele Gyexmue w! ou wb Tlpeofpasosawmne Takoro
tMna GyNeM Ha3blBATE CHMMETDHYHBIM, eCTH m = L.

[Moneaysace MpOEKTHBHEIM NPeoGpPA30BAHAEM MOMHO TNPHBECTH BCAKYK mapy
COMPAMEHHEIX MepedeceHdHR K Takoft nape, ACHMMTOTHYECKHE AHHHH KOTOpOH
06pasyT 4vebHILEBCKY) CeTh MO OTHOWEHHK K ofous nepexecenusM. Coor-
BETCTRYOLIAS KOH(DHTYPAURA H KAHOHHYECKOE HOPMHPOBAHHE COBMANANT C KOH-
burypaumrel noBepxHOCTH M NpOeKTHBHWX HOpmaneR, kotopre Fubini w Cech
KA40yT B OCHOBY CBOeH TeopHH nosepxHocred.




