O przestrzeniach (L"). — Uber Riume (L™).
Note
de M. W. ORLICZ,

présentée le 6 Avril 1936, par M. S. Banach m. c.

1.1. Es sei M[u] eine in <0, co) stetige, konvexe Funktion, die
nur fir «=0 gleich Null ist und den folgenden Bedingun-
gen gentigh: a) hm z[%] = 0; b) lim zE%] = 400, Mit M'[v] be-

—>00
zeichnen wir dle zu M[u)] komplementire Funktion; fir beliebige
u>=0, v >0 gilt die Youne’sche Ungleichung?)

wo < Mu) + M'v). 1)

Fiir jedes v gibt es ein %, so daB in (1) das Gleichheitszeichen

besteht, und fiir jedes 2 gibt es ein v mit derselben Eigenschaft.

Versucht man, den Begriff des Raumes (L%) zu verallgemeinern,

s0 bietet sich natiirlicherweise die Klasse der Funktionen f(x) dar,
fiir welche das Integral

b

Jutir@)aa @)

existiert, wenn %> 0 eine von f(x) abhiingige Zahl bedeutet 2).

Wird die Addition zweier Elemente und die Multiplikation eines

Elementes mit einer reellen Zahl in tblicher Weise erkldrt, so

1) W. H. Young, On Classes of Summable Functions and their Fourier
Series, Proc. Royal Soc. (A) 87 (1912), S. 225—229. Vgl. auch: Z. W. Birn-
baum u. W. Orlicz, Uber die Verallgemeinerung des Begriffes der zuein-
ander konjugierten Potenzen, Studia Math., 3 (1931), S. 1—67, insh. S. 15—16.

2) Siehe: A. Zygmund, Trigonometrical Series, Warszawa (1935), insb.
S. 95—97.



94 W. Orlicz:

erweist sich diese Funktionenklasse als ein linearer Raum. Da
man jeden linearen Raum auf unendlich viele Weisen normieren
kann, so muf man sich nun entscheiden, welche von den mégli-
chen Normen zu wiihlen ist. Eine brauchbare Norm | [l erhalten
wir, wenn wir fiir eine Funktion f(=), tir welche das Integral (2)
endlich ist,

£ @) = Ob;,Gr. f f(x) g(x) dxl

b
setzen, wobei g(x) der Nebenbedingung JU [|g(@)]] dz <1 ge-

niigt 3). Die angefiihrte Funktionenklasse ist bei dieser N ormierung
ein Raum vom Typus (B). Im folgenden werden wir ihn mit "
bezeichnen. Fiir das zugrunde gelegte Definitionsintervall (a, b)
kann hierbei auch ein unendliches Intervall zugelassen werden.
1.2. Zuerst mogen einige Eigenschaften der Riume (LM zu-
sammengestellt werden 4).
Nach (1) sehen wir, daf die Ungleichung

f £(2) 9() dzr < f MI|f () dos + f Mo@dz  (3)

besteht. Es sei f(x)e (L") und somit fiir ein gewisses % das In-
tegral (2) endlich; es gilt die Ungleichung
b

Sl < 4

a

aus (3) und aus der Definition der Norm ergibt sich

b

F@ln << | HE|f()|] dzk + 51,

Fiir |/(2)|u<<1 haben wir nach (4) die Ungleichung [M[|f(a)]dz <
<[/ ()| y; mithin folgt aus |£2(®) |l — O die Existenz der Inte-

%) Siehe: W. Orlicz, Uber eine gewisse Klasse von Riumen vom Ty-
pus B, Bull. Ac. Pol. (1932), S. 207—220, und das unter %) zitierte Buch, S. 96.

‘) Zu 1.2 vgl. die Untersuchungen von Z. W. Birnbaum—W. O rlicz,
W. Orlicz und A. Zygmund, a. a. O.
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grale fb M{|f ()] doc fiir hinreichend groe » und fb M|f,,(2)]] dz— 0.
Dageéen kann man im allgemeinen nicht X umgekehrt aus
fu(|f,@)) do — O auf [ £,(@)lu—> O schlioben.

: Existiert das Integral

F(f) = f f(@) o) dx 5)

fiir eine beliebige Funktion aus (Z*), so gehdrt g(x) dem Raume
(£ an. Ist g(@)e (L), so stellt (5) ein in (ZM) lineares Funktio-
nal dar; seine Additivitat ist evident, die Linearitét folgt sogleich
aus der Ungleichung

\ f f(x)g(w)dx}<||f<w>||M fitr f W@ de<<1,  ©

bezw.
l f f(x)g(x)dxl<||f(x)][,w f M[|g@)|dz  fir f W llo(@))dz=>1. 6)

1.3. Wir beweisen zuerst den Satz:
Wenn fir eine beliebige Funktion [(x)e (LM) der Grenzwert

b

Lm [ /(@) ga(@)de=F(f), gu(x)e(L"), M

n—»oo

b
existiert, so ist F(f)= [f(x)g(x)dzx, wobei g(x)e (L")
Zum Beweise bemerken wir, daB [|g,(z)| M,g%(n=l, 2,8..)

b
und somit nach (4) [M'[k|g,(x)]] dz <<1%). Nach einem Satz von
W. H. Youxa®) gibt es eine Funktion g¢(z), fiir welche

5) Siehe das Buch von A. Zygmund, S. 99.

6) W. H. Young, On Successions with Subsequences converging to an
Integral, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 24 (1925), S. 1—20. Siehe auch die
unter?) zit. Arbeit von Birnbaum—Orlicz, Kapitel III, § 1.
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96 W. Orlica:

.l
JM'[k|g(x)|] dz<<1 und eine Folge {#,} von Indizes, so dab fiir jede
beschriinkte Funktion /(z) lim fbk(a:) 9 (%) A2 = jbk(x) 9(x) de=F(h).
i—>o0a a
b
Es sei [M]|f*(@)]dz < + oo, |2(x)] << 1; es ist offenbar auch

fbM[ [72(z) f*(@)]]dx < + oo und unserer Voraussetzung zufolge.

existiert der Grenzwert (0 fir f(@) = %(z) f*(x). Nach einem be-

kannten Satze von Hann-SteiNmaus ist zu jedem &> 0 ein n>0

vorhanden, so daB aus | Z|<{y die Ungleichung f| @)+ |9a(2)| dr< e
E

(n=1,2,3...) folgt. Es sei eine Menge Z so gewihlt, dab | E| <1,

[IF¥@)| - |9(@)| dx < & F¥«) auf CE beschrinkt ist; aus dem obi-

E

gen folgern wir sofort l é (@) gn)(@) doe — [ f* () 9(x) dzx| < & i =i,
CE

[F(F) — [14@) gler) dar| < Be.
14. Ya’Vir setzen jetzt voraus, daff » [#] der folgenden Be-
dingung gentigt
M2u) <IM[w]  Fiir w 2w, (8)
Dann besteht die Ungleichung (fiir ein endliches Intervall (a, b))

/ M) dz < C f M (K@) dw + Mugk1),

wo C=1, wenn k=1, C= Jletil ony 0<% 1; jede
Funktion aus (Z*) ist also mit M[u] integrierbar, d. h. es existiert.

das Integral fb M|f()|] dz.

Es mogen noch einige Bemerkungen, im Zusammenhang mit der Bedin-
gung (8), die eine wichtige Rolle bei der Untersuchung der Raume (L)
spielt, angegeben werden.

a) M[u], M'[v] konnen gleichzeitig (8) erfiillen; dies gilt z. B. fiir
Mu] = ue («>1), M[u] = usly (14 u) (a > 1).

b) Es kann vorkommen, da8 fiir M [#] die Bedingung (8) erfiillt, dage-
gen flir M’[v] nicht erfiillt ist; dies findet z. B. flir M[u] =er —ou—1,

Mol = (o4 1)ig(o41) — (v + 1) statt.
u
¢) Bssei M [u] =/, 2(?) dt,wo p(t) eine wachsende Funktion bedeutet, Wenn
0
fir 2> 4, p(2t) <ip(t), so erfiillt M[u] offensichtlich die Bedingung (8). Ist.
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lim j;((zt? ~+ oo, so erfiillt M/ [«] die Bedingung (8) nicht, dagegen ist sie
t—>o

fiir 27/ [¢] erfiillt. Um dies zu beweisen, bemerken wir, daB M [v] == fp—l(t) dt;
0

wiirde nun fiir beliebig groBe ¢ die Ungleichung #’> 2#, wo # = p—1(¢),
1 — p—1(2¢), stattfinden, so wére 2p(¢') = p(¢'') > p(2¢'), was unmoglich ist,
da mit ¢ auch # gegen - oo konvergiert. Fiir > 7 ist also p—1(2 1) <2p~1(¢)
und M’[o] mub (8) erfiillen.

d) Es gibt komplementédre Funktionen 3 [«], M’[¢], welche
beide die Bedingung (8) nicht erfiillen. Um zwei komplementire
Funktionen mit dieser Eigenschaft zu erhalten, gehen wir aus von einer

Funktion M[u«] = [7() dt, wor(t) eine stetige, wachsende Funktion bedeutet,
0

die (8) nicht erfiillt, und definieren sukzessive zwei gegen 4-co wachsende

. u
Zahlenfolgen {u.}, {v»} sowie zwei Funktionen I/ [u] =[p@® dt, Mv]=
0
v
=fp—1(t) dt. Wir wéahlen zuerst #, =v, =0, u, ganz beliebig und setzen
0
pt) = r(t) fir 0 <ttty vy =p(uy), p~1 () =r-1(f) fiir 0 <#<v, Somit
ist M [u] in <uq, 65>, M'[v] in <o, v, > erkldrt worden. Angenommen, wir
hatten bereits u; o; fir 1.<¢ <% M[u] in <O, wup—1>, M'[v] in <0, v,—1>
definiert. Es sei # eine gerade Zahl; wir setzen p(f) =r(¢) 4 a, o =p(#,—1) —
— 2(tty—3), im Intervall (u,—1, #,> wobei wir u, so gro8 wahlen, daf

U > 2ty—y und, wenn wir M [e] in (wn—1, un> gleich M [ts—s] + [(r(t) + @) dt
p—1
erklaren, die Ungleichung M [u,] > 2"11[[“2”] erfiillt sei. Wir setzen weiter

v
Vn = p(ttn), M'|7] =0fp—1(t) dt in (vp—1, v, >. Fiir ein ungerades # wird zuerst

2 Y(t) = (@) + 0, 0 =p7 (vp—1) — 7(Vn—1) In (Vn—1, vx> gesetzt, Wo v, s0 groB
v
gewahlt ist, dab v, >2v,—1 und fiir die durch die Formel M’ [v, ] 4 [p-1(2) d¢

Un—1

in (vp—1, v»> erkldrte Funktion 3/'[¢] die Ungleichung M'[v,] = 2]/ ’[ > ]

besteht. Dann definieren wir p—1(v,) = wn, M [u] =fp(t) at in (up-1, w,>.
0

Die auf diese Weise konstruierten Funktionen 17 [u], I [v] weisen die ver-
langte Eigenschaft auf.

Wenn fiir ein M [u] (8) besteht, so erweist sich der entspre-
chende Raum (Z¥) in vieler Hinsicht den R#umen (Z%), a > 1
dhnlich; es bestehen insbesondere unter dieser Voraussetzung die
folgenden Eigenschaften?): a) der Raum (L") ist separabel; f) ein

7) Siehe die unter?) zit. Arbeit des Verfassers.
T
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beliebiges lineares Funktional F(f) in (ZM) ist in der Gestalt
b

B(f) = [[(x)9(x) dz, g(z)e (L") darstellbar, d. h. der zu (Z*) konju-

gierte Raum ist mit (L) isomorph; ) ist 95 (@)l << K, s0 exi-

stiert eine Teilfolge {94 (@)} und eine Funktion 9(x) e (L™") derart,
daB fiir ein beliebiges flz) e (LM

lim [ (090, 5)20 = [ @) o(a)s.

Wenn der Rawm (IM) eine von den Figenschaften «), f), )
besitzt, so ist die Bedingung (8) erfiills.

Aus g) folgt (8)

Es sei

2uv, = M[2u) + M'[v,];
aus der Ungleichung (1) ergibt sich
M2+ I'[0,) < 2M[u] + 2001, 9)
M) (M [20) (M) — 2} < W[, (10)

Nehmen wir jetzt an, daB die Bedingung (8) nicht erfiillt sei; mit
Anwendung von (9), (10) erhalten wir eine Zahlenfolge u,—> -+ oo
so da, v, =wv, gesetat,

o 1
z;'ﬁmgb—a; (11)
Mo, ) < 27" M [,); (12)

Uy Uy = M (20,] 27 4 M [0,] 272 < M [w,) ++ M [0,] (13)
gilt. Mit d, bezeichnen wir paarweise fremde Intervalle aus (a, b)
von der Lénge (M’[v,])". Des weiteren setzen wir In(%) =v,,
wenn z e d,, sonst g,(x)=0 (n=1,2,3...), ¥x)=wu, wenn z¢d,
(n=1,2,3...), f¥«)=0 fiir alle iibrigen x. Es ist nach (12)

b 0 =)

1
f Mir@dw= 3 [ M) de< ¥ o-0r(o,)6,=1,
n=1 n=1

a n

also ||/ ¥x)|x<<2; da fM’[]g,,(x)l]dx:l so ist auch | g, (), <2

(r=1,2,3...). Da f;”*(x)g,,(x) da = 6,u,v, so haben wir nach (13)
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b
Tm (1) @) e <1, im [f*@)g,()dz> % Somit kénnen wir
voraussetzen, indem wir ndtigenfalls zu einer Teilfolge iibergehen,

daB der Grenzwert

b

lim [ @) g,(@) de=az= :

<)
n—>0o0 2
a

(14)

existiert. Bs bezeichne A(x) eine beliebige beschrédnkte Funktion;

aus limM=oo folgern wir gleich

n—s Uy
b

lim [ %(x)g,(@)dz = 0. (15)

n—»o0

Jetzt betrachten wir in (L¥) die lineare Menge S aller Funktionen

b
f(@), fiir welche der Grenzwert lim [f(x)g,,(x)dx = F(f) fiir eine

feste Indizesfolge {n;} vorhanden ist. F'(f) stellt offenbar ein ad-
ditives Funktional in S dar; ist f(z)e S, so haben wir, wegen

[ lgu@)) de =1, |F(D| <[F@)|; somit 16t sich das Funktio-

nal F(f), nach dem bekannten Satz von Hanx-Banacy, additiv und
homogen auf ganz (L™) unter Beibehaltung von |F(f)| <[/ ()|
orweitern. Nun leuchtet aber sofort ein, da die Beziehung

b
F(f)= [f(x)g(x)dz nicht im ganzen Raum (Z*) bestehen kann.
Wire nimlich dies der Fall, so wiirde nach (1b) mit %(x)=sign g(),

g(@)=0 fast iiberall folgen und hieraus weiter lim f(}* (%) 9 () d2=0,
was einen Widerspruch mit (14) bedeutet.
Aus y) folgt (8)
Wir haben zugleich mitbewiesen, daf man auf keine Weise
aus der Folge {g.(®)} eine Teilfolge {g, ()} so herausgreifen kann,
&
daf der Grenzwert }im [f(@) g, () dx = F(f) tir jedes f(x)e (L")

existiert. Denn wenn eine Teilfolge mit dieser Eigenschaft existie-
b
ren wiirde, so miifte nach 1.3 F(f) in der Form F(f)= [f(®)g(x)dz

darstellbar sein, was sicher nicht der Fall ist.
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Aus a) folgt (8).

Wir setzen (Z*; separabel voraus und bezeichnen mit £,(z),
Fo(@),... fo(@)... ein in (LM) iiberalldicht liegendes Funktionen-
system. HKs sei D eine meBbare Menge aus (@, ) mit den fol-
genden KEigenschaften:

a) Jede Funktion f,(z) ist auf » stetig; b) Wenn ¢ ein Inter-
vall aus (a, 0) bezeichnet, fiir welches D4 eine nichtleere Menge
ist, so ist |Dd| > 0.

Wir stellen die Menge D als Summe Af - AF ... A%} ...
von punktfremden Mengen A¥ dar, die noch diese Eigenschaft
besitzen sollen, daB, wenn |D6|> 0, 6¢(a, b), auch [4%6|> 0 fiir
alle % ist. Seien d,, Ogy..-0,... alle Intervalle aus (@, b) mit ra-
tionalen Endpunkten, die mit D gemeinsame Punkte besitzen;
wir definieren mit Hilfe von A* eine Mengenfolge {4,}, so da8:

) [4,|>0 (p=1, 2 Baws )5 b) 4,C% (p=1,2,8 )
¢’) 4,-4, =0 fir p=p".

Nun nehmen wir an, (8) wire nicht erfiillt; dann gibt es eine
Zahlenfolge {u,}, fiir welche (20,) =22 M [u,), @M [u,) 1< |4,].
Wir bestimmen zuerst in jeder Menge 4, zwei punktfremde Men-
gen A, A so daB [A)|=|A)| = @t [#,])™ und definieren dann
eine Funktion f(z), indem wir fiir Zed, (n=1,28:) f(x) =u,,
tir wed, flx)= —u,(p=1,2,3...) und sonst f(x) =0, setzen 8).
Es gilt

Jutrena=3 [uirena+ (rena=1, o

r=1 AI', A

fik[[?[f(x)[]dx= M[2jf(x)|]dx>% (p=1,-2- 3.0 (17)

Al', A
Betrachten wir irgendeine von den Funktionen f£,(x). Da fn(z) auf
D stetig ist, so existiert ein d,, so daB entweder [a(2)<<0 oder

f2(®) >0 fir xeDJ,. Tm ersten Fall besteht nach (17), wegen

%) Eine #hnliche Schlufweise wurde schon friher in der Arbeit: Z. W.
Birnbaum, Uber Approximation im Mittel, Nachr. d. Ges. d. Wiss. zu
Gottingen, (1930) S. 338—343, angewandt.
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[ M(2|f(x) — fa(@)|] de Z [ M[2|f(z)|)dx, die Ungleichung
4 ; 4z

Suizire - f@la= 5

im zweiten ist diese Ungleichung offenbar auch richtig.

Wir greifen jetzt aus {f,(x)} eine Teilfolge {f.,(x); heraus
mit ||fn,®) — f@)|y > 0. Dann ist auch [2(7,, (@) — F(@)|lx = 0,
{ M21f, @) — (@) ds—0 wnd wir sind zu einem Widerspruch

a

gelangt.
Aus dem soeben bewiesenen Satze folgern wir gleich:

Wenn der Rawm (L™) die Bedingung (8) erfillt, so ist dafir,
daf3 (IM) schwach kompakt set, notwendig und hinreichend, da
auch fir (L™') die Bedingung (8) erfillt sei.

1.5. Die Funktion M[u) geniige der Bedingung lim M{2u](M [u]) ™=

= }-oco. Wenn der Grenzwert (1) mit 9.(x) e (LM") fiir ein beliebiges
flx) e(IM) existiert, so gibt es zu jedem e>0 ein >0, so daj
aus |E|<<n die Ungleichung M (Big.(2)|]| de<<e (n=1, 2, 3...)
E
folgt, wo 0 <k <1, eine von E unabhingige Konstante bedeutet.
Es bedeute u, die kleinste positive Zahl, fiir welche

2uyv = M[2u,| + M'[v].
Dann ist nach (1) Mo,){M[2u,) (M[u,))"t — 2} << M’ [0]. Fiir ein
gegebenes % bezeichnen wir mit u, eine positive Zahl, so daB
M(2u)(M[u]) 2 =2 fir uw>>u, und mit v, eine Zahl fir die
aus v >0, die Ungleichung w,>>u, folgt. Die Folge {||g,()|lu} ist
b
beschrankt; es ist also [M'[k|g,(x)[]de<<1, 0<k<<1 (=1, 2,35);
ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, kénnen wir weiter an-
b

nehmen, daB [M'[|g,(x)||de<{1l (=1, 2, 3...) und da fiir je-
des f(x)e(LM)

b
lim [ flz)g.(x) de =0. (18)
Nun setzen wir voraus, daB {g,(»)} die Bedingung unseres Satzes
(mit % = 1) nicht erfiillt. Dann gibt es, wie man leicht zeigen kann,
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ein g, > 0, eine Mengenfolge { Z,}, £, (a, b) und eine Indizesfolge
P»—> oo mit folgenden Kigenschaften:
a) E,-E,=0,wenn n==n’; b)EjM'[lg,,”(z)]] dx2¢y; ©) |g, (%) =0,

’ dex e rrs
wenn zekE,; d) EfM [|g,,n(x)[]da:<§7 firi=n+41 n42,...;
e) es sei f*(x) 1=1,2,3...) eine Funktion, die fir ze £, gleich
Upo () S1g0 0(2) ist mit 0(®) =g,,(x) und sonst gleich 0 ist. Es

soll sein
n—1 b

. fﬁ*(x)gpn(x)dxlg%.
i=1 a
Was das Erfiilltsein von e) betrifft, so bemerken wir, daf die
Ungleichungen
M7 @ 2" < M| £ @) {M21FF @) (M1 () ) —2y <M "[195,(@)I};

Jurr@ne<y, 19)

bestehen. Somit ist nach (18) bei festem i lim / I}’,-*(x) 9n(x) dzz = 0.
Wir definieren jetzt eine Funktion [*(x), indem wir f*(z)=
= ﬁ(—l)”f,,*(x) setzen; es ist nach (19)
ne=1

b

Juir@ia<t

a

Wir haben weiter

f * @) g,,(x) de = J 14 (%) g, (@) da 2%’ (n eine gerade Zahl),
E, B

;/ (@) g, (2)de=— 1(x)g,, () dx<~—€2ﬂ (n eine ungerade Zahl).

n E’l

Hieraus und nach d), e), erhalten wir fiir ein gerades n
b

f 1*@)gp, @) d = Y (—1Y [ 1# (@) g, (@) de + J 1#(@) g, () dox

e /4

m___ ; * _ % & 1 & 1
+ 1>Eff, @o@aw>—24 L & 1
/ 4

i=n41
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fiir ein ungerades »

ff*(x) gpn(x) dx < s 7819 + 23_1'

b
s mibte also die Folge [f*()g,, )dx divergieren, was einen

Widerspruch mit unserer Voraussetzung bedeutet.
Aus dem vorangehenden Satz folgt ohne weiteres:
Sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfilllt, und kon-
vergiert aufierdem die Folge {9.(2)} asymptotisch gegen g(x), so gilt
b
lim [M[%|g,(x) — 9@)|]dz =0, wo 0<E <1

n—>oc a

2.1. Wir wollen jetzt eine Klasse der Réume von Folgen
betrachten, die eine natiirliche Verallgemeinerung der Klasse der
Riume (%) ist. Wir betrachten wieder eine Funktion M {u] mit
denselben Eigenschaften wie frither und erkléren als Raum (1)
den Raum aller Folgen {a,}, fiir welche ein 0 <A <1 existiert,
so dal}

Skl a)) <+ oo

i=1

Die Norm !« eines Elementes aw={a} aus () definieren
wir durch

Jafu=0b.Gr.| 3, b,-l e BWnl<1;
i=1 i=1

man beweist leicht, da (1) bei dieser Normierung ein Raum
vom Typus (B) ist. Die Bedingung (8) miissen wir im Falle der
Raume () durch die ganz analoge Bedingung fiir kleine

M2u)|<IMu] fir 0<Cu<Cuy, (20)

ersetzen.

2.2. Es gelten hier dhnliche Sitze, wie fir die Funktionen-
riume (LM); die Beweise die nach dem Muster der entsprechenden
Beweise fiir Funktionen zu fiihren sind, mogen dem Leser tiber-
lassen sein.
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Erfillt () die Bedingung (20), so gilt folgendes:
a’) Der Raum (/) ist separabel; @) jedes lineare Funktional
4(a), a={a;} in () ist in der Form A(a)= ma,b,- darstellbar,
1

wobel {o;}e(@™); ¥') ist [[6P],, <K, 8™ = {5, so existiert eine
Teilfolge 5“2 und ein Element b={b}e(), so daB fiir jedes
{a;} e (™) lim Z’m a, bf"p) = ﬁ a,b;. :
p—>00i=1 i=1

Umgekehrt:

Wenn der Rawm (I™) eine von den Eigenschaften a), 8), v)
besitzt, so ist die Bedingung (20) erfillt.

Es gelten weiter die Sitze:

Mu] erfille die Bedingung (20); damit (I") schwach kompakt
sei, ist notwendiy und Iinreichend, daf} auch M'(v] der Bedin-

gung (20) gendige.
Wenn firr ein beliebiges a={a,} aus (I") der Gremzwert

lim 30, = Ad(a), {b)e(2), 1)

i=1

existiert, so ist A(a)= 3 a,b, mit {b;}e (1), :
i=1
Wenn fiir M{u] die Beziehung lim M[2u)(M[u])~t = + oo be-
u—>0

steht und fir jedes a=={a}e(") der Grenzwert (21) vorhanden
ist, so gibt es zu jedem &> 0 ein i(e) =1, so daf}

SMEREP<:  (n=1,23..),
I=igH1
und es ist

s v ’ ”

lim 377450 — 0] =0,
i=1

wobei

0<h<<l, b,=1lim 3", {b,}e(@").

3.1. Die in dem Vorangehenden hervorgehobene weitgehende
Analogie zwischen den Réumen (L*) und (Z™) bezw. zwischen (1%
und (7) laBt allgemein erwarten, daB viele, bei verschiedenen
Gelegenheiten behandelte Probleme, in welchen man mit den
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Raumen (L% bezw. (%) zu tun hat, eine sinngemifBe Verallge-
meinerung fir den Fall der Réume (L"), (™) gestatten. Manche
dieser Probleme werden wir in einer spiteren Arbeit behandeln;
hier mége noch, bloB beispielweise, ein Problem aus der Theorie
der Orthogonalentwicklungen behandelt werden.

Es sei {@/(x)} ein Orthogonalsystem in (a, b); mib (L%, LY
bezeichnen wir die Menge aller Folgen {2}, welche die folgende
Eigenschaft aufweisen:

‘Wenn

Py

die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (L*) ist, so ist
die Reihe

DY)

i=l

die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (LZY)?).
Wenn das Orthogonalsystem {@, )} in (C) abgeschlossen ist und
aus beschrankten Funktionen besteht, so ist (LM, LN) = (L, 1410),
Es bezeichne {Z,} eine Zahlenfolge aus (LM, LY), f(x) eine
Funktion aus (Z#) und U(f: #) diejenige Funktion aus (L), fiir

welche 4, }f(x) (%) de = be(f; z) px)de (1=1,2,3...). Uf; x) ist

fiir jedes f(x)e(L™) eindeutig bestimmt und stellt ein lineares
Funktional in (Z*) darl!); mithin gilt mit einem konstanten K
die Ungleichung || U(f; )|y<< K| (). Es sei & (x) eine beschriankte

b
Funktion mit [N'[|2(z)]] de <<1; da {p,(x)} in (C) abgeschlossen

ist, so gibt es, wie leicht einzusehen, zu jedem p > 0 eine lineare

%) Verschiedene Sitze tiber die Mengen (L%, L§) und dgl. findet man in
-den Arbeiten: W. Orlicz, Beitrige zur Theovie der Orthogonalentwicklung
(I), Studia Math. 1, (1929), S. 1—39; (III) Bull. Ac. Pol. (1932) S. 229—238;
(V) Studia Math. 5 (1935), S. 1—14.

10) Fiir das trigonometrische Orthogonalsystem wurde dieser Satz von
A. Zygmund bewiesen, siehe a. a. O, S. 103—104.

1) Es geniigt, einen Satz des Herrn 8. Banach anzuwenden; S. Ba-
nach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa, (1932), S. 41, Théoréme 7.
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N(p)
Kombination w,(x) =121’ c? @,(x), so daB

b

fN'[p]k(x) — w,(x)|] dx < 1.

a

Nach (1), (4) gilt die Ungleichung
' f U(f ) h@) s f U(f,a)wp(x)dxlg - f Nz ﬁx)lvadx+
_+_“U(f7x)“N N/ [plk(x)_ wp(x)“ dx < 2”0(2'27>”N’
somit ist
lim U(f; x) w,(x) dx =/U(f; x) h(x) dz.

b b
Da aber andererseits [U(f; x) w, () dwe = [ U(w,; x) f(x) dz, so existiert

fir jedes f(x)e(ZM) der Grenzwert
b
lim / Ulen,; ) f(@) daw = Ff),
p=>00

und nach 1.3 ist F(f) = f U(h; x) f(@)dz, wo die Funktion U(%; z)

dem Raume (Z*’) angehort Wir haben also
b' b
/ Ut ) (@) do — f T(; ) f() da.
b ¥
Es besteht weiter, wegen JN'[|2(2)|]dx < 1, die Ungleichung

’fﬁ(h;x)f(x)dx’=,jU(f;x)/z(m)dx)<”U(ﬁ 2y < K| @) e

Hleraus folgern wir, daB fiir jede beschrinkte Funktion h(z) mit
fN’ [[2(x)]]dz<<1 die Ungleichung |[T7(%; @) < K, also auch
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die Ungleichung
b =
k.
f g ['U(K_?’”l'] de <1 22)

gilt. Es sei g(«) eine Funktion, fiir welche be’ [lg@)|] de << 1; wir
wihlen eine Folge {%,(®)} von beschrankt;n Funktionen, so daf
11 )| < (), 1im (@) =9(@) fast berall. Bis ist [ @) de<1
also nach (22) e ’

b —
U(k,.‘w)l]
|19 g < 1.
f [ E -

Somit gibt es eine Teilfolge {R, (@)} und eine Funktion Ulg; )
aus (L"), so daB fir jede beschrinkte Funktion f(x) die Beziehung

tim [ Tty 2)7@) do = [ Tlgs )Tl o

i—oc
a

gilt. Setzen wir insbesondere f(x) = @, (%), so ist

b b
A, f I, () 9, () A2z = f U(hnj; ) 9, () dez,

und durch den beiderseitigen Grenziibergang erhalten wir

b b
2, | 9(x) @, (2) dx=fl_7(g:x) @,(%) dx.
Somit ist (LM, LN)C (LM, L*); man beweist ganz analog, daf
@A L) C LY, L)




