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MATHEMATIQUES
SUR LA DERIVABILITE DE LA NORME
DANS I°ESPACE DE BANACH
Par V. SMULIAN
(Présenté par A. N. Kolmogoroff, de ’Académie, le 16. I11, 1940)

Lia présente Note est un développement ultérieur des résultats récem-
ment publiés de 1'auteur (*,*). Dans la premiére partie on démontre que
la condition suffisante pour la dérivabilité forte de la norme trouvée
précédemment par l'auteur est en méme temps nécessaire. La seconde
partie est consacrée & la recherche des conditions pour la dérivabilité
uniforme de la norme.

I. Soit Q un ensemble arbitraire. Désignons par E (Q) un espace liné-
aire normé arbitraire (*) de fonctions bornées définies dans @, ou ||z| =
=sup [z(g)]. . L _

La suite des points {g,} C Q est dite extrémale pour la fonction
z,(9) € E(Q), s’il existe

lim z, (¢n)

et 81 Pon a 'égalité
IEAIES Tllilgxo (gn) |-

Lemme. Soit z,€E(Q), ||z,]|=1 et {¢,} C Q@ une suite extrémale
arbitraire de la fonection 2,(gq). Alors pour chaque élément z€E (Q) et
pour chaque nombre %2 >0 on a:

[ (9), (9)— lim 2, (¢2) Lim @ (¢)] lim , (gn) <

1 Hwo+h[xli:wo(qn) _woLrime(Qn)]”'—”“’o”
< (—la, (@) (5 +20=l) + . (1)

[le symbole Lim désigne ici la limite introduite par S. Banach (*)].
n .

Démonstration. Pour z€E(Q) et 2>0 on a:
[2(g) 2, () —1im z, (¢n) Lim 2 (g,)] lim z, () <
<[z (g)signz,(9)—|z,(9)] lim 2, (¢n) Limd 2 (g,)] lim 2 (gx) +
- 12, () —signa, () [+l - |1 ~|2,(9)||=
=[z(g) lim 2, (¢n) — 2, (9) Lim z(gn)]signa, (9)+2 || - (1 —|2, (9) )=
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=3a]|- (1|2, (g) )+ =12l

{0 (q) + R [z (q) lim &, (g4) — o (q) Linm 2 (g)1}sign zo () — ([ % ||
+ : ; <
[| 2o + & [z 1lim .2y (gn) — Lizmx (gu)l ]l — 1120 Il

n

<@ -z @) (F+20el)+ , ;

Le lemme est démontré.

Théoréme 1. Soit z,€E(Q), ||2,|l=1. Alors pour la dérivabilité
forte de la norme || z|| dans E(Q) au point z, il faut et il suffit que la
condition suivante soit vérifiée: pour chaque suite extrémalfa {gn} = Q de la
fonction z,(q) et pour chaque z(q)€EE(Q)([|z[<1) la suite :

{£(gn) 2, (gn)} (2)

converge uniformément dans la sphére unitai,re (lzll < 1) vers une limite
qui ne dépend pas du choiz de la suite extrémale {qy}.

La suffisance de cette condition a déja été démontrée (*). Démontrons
qu’elle est nécessaire. En vertu de la dérivabilité forte de la norme |||
au point z, il ne passe par ce poin’}nl qu'un seul hyperplan d’appui par
rapport a la sphére |z| <1 (*)..L’équation de ce hyperplan est de la
forme

lim z (gn) %, (gn) =1 _ (3)

ol le premier membre ne dépend pas du c_hoi‘x (.ie 1a' suj'ge extrémale

{gn} (*). Ainsi pour démontrer le théoréme 1 il suffit d’établir la conver-

gence uniforme de la suite (2) dans la sphére umtalre.“ll suit d’un

théoréme de Mazur (*) que 1’équation du hyperplan d’appui par rapport
"4 la sphére ||z]| <1 au point z, peut étre écrite dans la forme

N (S A | et Y | Y 4

i 12222 @

Donec, en vertu de (3) et (4) nous avons:
lim I} o + hx}ll — 2 || =lim z (Qn) z, (Qn) (.Z‘ €E (Q))
h~»0 - n

11 en résulte que

I @ + & [2 1im z (qn)-—»’vnlinmw(qn)](l—llxoll
lim L ; =0.
h—0
Ainsi, en vertu de la dérivabilité forte de la norme | z[ au point z,
on a pour chaque ¢>0 un § >0, tel que 0 <|h| <3, et que pour
tous les z€£(Q) et ||z]|<1 on a la relation
Il # + h [z lim 2 (¢n) -—xol?immx (g1l — 1120l

h

<

ol

7

—~

Posons h.=— . Alors, en tenant compte de Vinégalité (1), on voit que

7
[ (9p) %, (gp) — Lim @ (¢n) Him 2 (gn)] im 2, (¢a) <
1
<+0 -4, (+2) |
pour tous les 2€E (Q) et ||z||<<1 et pour tous les p=1,2,... Si p est
assez grand, on a (1—|z,(qp)]) (hi-+2 <-§~. Pour ces p et pour tous
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lésAva_E(Q) et |z]]<<1 on a I'inégalité
| (gp) %, (gp) — linm , (¢n) 1%“ z(qn)| <e.

Le théoréme est démontré. ,
Gorollaire. Si E est un espace de Banach arbitraire, pour la déri-

vabilité forte de la. norme |/f] dans E au point f,, 7oll=1, il est
nécessaire et suffisant que la condition suivante soit remplie.

Il suit de f,(zz) —|[f,ll=1, |zn||=1 (n=1,2,...) que l'on a
| 2p — Tm || —>0 pour n, m—> co.

n peut formuler d’une maniére analogue le critére pour la dériva-
bilité forte de la norme || z| dans E.

I1 suit facilement du théoréme 1 que dans l’espace (c) la norme | z||
n'est nulle part fortement dérivable, bien qu’il est connu qu’il existe
beaucoup de points ol la norme est faiblement dérivable.

Indiquons maintenant quelques cas out la dérivabilité faible entraine
la dérivabilité forte. :

~Théoréme 2. Si dans un espace faiblement complet de Banach E
la convergence faible coincide avec la convergence forte, alors la dérivabi-
lité faible de la norme ||f|| en un point f,, ||f,ll=1, entraine la dériva-
bilité forte au méme point. ’ _ , :
" Démonstration. Soit f,(zx) =>1, ||2a]=1. Alors il existe (%)
lim f(zx) (f€E), donc en vertu de la condition du théoréme on a
n

| Zn —Zm ||— 0. Il reste & appliquer le corollaire du théoréme 1.
Corollaire. Dans l'espace (m) la dérivabilité faible de la norme ’
entraine la dérivabilité forte (*). , :
Théoréme 3. Dans l'espace (¢c,) la dérivabiiité faible de la norme
entraine la dérivabilité forte. A ,
Démonstration. Soit z,€(c,), ||%,||==1. Supposons que | x| est
faiblement dérivable au  point z,. Alors il existe un seul hyperplan
d’appui f,(x)=1 par rapport & la sphére ||z || <1 au point z,(*). Comme
chaque fonctionnelle linéaire dans (¢,) ne peut étre prolongée dans tout
I'espace (m) en conservant la norme que d’une seule maniére (°), il est
maintenant évident que ||z|| est faiblement dérivable au point z, € (m).
Il reste a utiliser le corollaire précédent. :
Il suit du corollaire du théoréme 41 [voir la démonstration du théo-
reme 10 de l'auteur (°)] que dans le cas de la dérivabilité forte de la

norme |[f|l en tous les points de K, la distance d’un point arbitraire
z'€ E et d’un espace fermé linéaire quelconque G (T E est accessible.

Ainsi [voir le théoréme 9 de 1’auteur (°)] nous arrivons & la conclu-
sion suivante. i '

Théoréme 4. Si dans les espaces E, E les normes sont partout for-
tement dérivables, alors E est régulier.

II. La fonction | z| est nommée faiblement uniformé-
ment dérivable, si elle esi partout faiblement dérivable (*) et si
d’ailleurs pour chaque z € E la convergence vers la limite du quotient

. — ! . . N : |
I hx]ll| ool gy uniforme par rapport a xz,, quand || z,||=1. Si ||z
est partout fortement dérivable et la convergence vers la limite du
quotient 2o+ hell — l < est uniforme par rapport a z,, z quand || z,||=1,

h
||| <1, alors la fonction ||z] est nommée fortement uniformé-
ment dérivable. .

Théoréme 5. Pour que la fonction ||z|| dans E(Q) soit faiblement
uniformément dérivable, il est nécessaire et suffisant que l'on ait: pour
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chaque >0 et pour chaque y€E(Q) il existe un 8,,>0 tel que les
inégalités
[ lz(g)=1—3y

le() | =1—b,, CEE@isl<t)

entrainent

|2(4,)y (g — 2 (2:) Y (@) | <=
Corollaire. Si E est un espace arbitraire de Banach, pour que
sa norme soit faiblement uniformément dérivable, il est nécessaire et
suffisant que I'on ait: pour chaque s >0 et chaque y€E il existe un
3¢,y >0 tel que les inégalités

f1($)>.1——85’y, fz(x)>1'—a€,‘y (LL‘EE, ”.’t“=1, ||f1H:“f2“ =1)

entrainent

@) —HE|<e.

On peut formuler d’une maniére analogue la condition de la dériva-
-bilité faible uniforme dans l’espace conjugué. ~

Nous omettons la démonstration du théoréme 5 parce qu’elle -est
analogue & celle du théoréme suivant.

Théoréme 6. Pour que la fonction ||z|| dans E(Q) soit fortement
uniformément dérivable il est nécessaire el suffisant que l'on ait: pour
chaque e >0 il existe un 3, >0 tel que les inégalités

|z(g,)|=1—3, |2(g,)|=1—8 (=€E(Q), |=z[=1) (5)
entrainent
|2(q)¥(q,) —2(2.)y(g,) | <e (6)

pour tous les y€E (Q) quand [[y] <1.

" Démontrons d’abord la nécessité. Soit {gn .} une suite extrémale
arbitraire de la fonction z(¢g)€E(Q), ||z[=1. Gomme ||z|| est fortement
dérivable partout, on a en vertu du lemme 1:

[y(9) 5(9) — lima (gn, ) limy (gn, )] - lim® (gn, o) <
<@—la(@h(F+2)+

”w‘*"h[:’/limm(Qn,x)"“xliml’/(Qn,m)] (=1l
+ = A = (WEE(Q), llyli<1, h>0).
De méme que dans le théoréme 1 nous obtenons
|+ hlylimz (g, s) — 2 Hmy (gu, Il =l 2l
lim L — =0.
h~0

Donc, en vertu de la condition du théoréme il existe pour chaque ¢ >0
un 3; >0 tel que
flz + & [y limz(gy, o) "xlany(QH'w)] I —il=l
n

= < (O0<|h|<¥)

e

Posons he=% et'BZ:%-—ﬁ%ﬁ:. 'Si maintenant |z (¢)|=>1—23, ou &=
=min (3;, &), alors

1y(9)% () —limz (¢n, z) limy (gn, )| <5 +5="75
Cela prouve que (5) entraine (6).
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Pour démontrer la suffisance, nous utiliserons un lemme de I’auteur (%).
Soit 0 < }h|<%— et {qn,,} une suite extrémale arbitraire de la fonction

y(9)EE(Q), ||[y||=1. Alors en vertu du lemme de I’auteur que nous venons

de citer, il existe un systéme de suites {gn, 4 n 4 (2] <1, 2€E(Q))
tel que :

ly+ el V0l Lima (gn,y) - sign limy (¢n, 4)
n n

=

= lLim % (gn, y) sign Hnm Y (qn, ) — 1'1nm50 (@n, v, b, x) 8ign Lm y (gn, v, 5, x)| (7)

ef
[11imy (ga, v,n, )| =1 <2141, ®
Maintenant pour démontrer le théoréme il suffit de montrer que le
second membre de 1’inégalité (7) tend vers zéro quand A~ —> O unifor-

mément par rapport & z, y€E(Q) pour ||ly|=1, ||z]<1.
Supposons “le contraire, c’est-d-dire qu’il existe un ¢, >0 tel que

pour chaque 0 < |h,| < ‘Zﬁlﬁ (p=1, 2, ...) i} existe des zp, y,€E (Q),
{lzp]l <1, |lyp||=1 pour lesquels
| lim 2 (¢n, v,) sign lirfrf‘yp (@n, 4,) —
”‘Em Tp (qn, vpr by, x,) SIEN Jim Yp (9n, up, hy, x,) | = &g
Prenons maintenant une suite {np} — oo telle que

. 1

| %o (Gnp, vp) —‘h;n Zp(gn, v,) | < '
. 1

[ 95 (9np, v,) — l}nm Yo (In, v,) | < 7

| xp (q‘npy Yp» hp, xp) - lim .’l?p (q'ﬂ; Yp, hp: xp) I = ?

I Yo (q‘ﬂpy Yps hp, xp) - lim Yp (q'ﬂ: Yps hps xp) | <

~ Alors pour chaque p assez grand on a

BRI

lxp (qnp: Vp) yP (q’npy 'Vp) - mjp (in,, Yps hp, xp) yp (q’npy Yp, hps xp) [ = %Q . (9)
Comme Km |y (quy, 1) [ =1 €6 1[4 (0, 11y )| =1, Vinégalit
(9) contredit a la condition du théoréme.
Le théoréme est démontré.

Corollaire. Si E est un espace arbitraire de Banach, pour la
dérivabilité forte uniforme de la norme il est nécessaire et suffisant que
Von ait: pour chaque >0 il existe un 3 >0 tel que les inégalités

L@y >1=3, f,(@)>1-8@ecE, |z|<1, [Al=I/l=1)

entrainent
”f1""fa” <e;

autrement dit, l’espace conjugué E doit étre uniformément convexe *.

* Cotte proposition est un renforcement d’ une affirmation de Mazur (%, p. 79).
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On peut formuler d’une maniére analogue la condition de la déri-
vabilité forte de la norme dans l’espace conjugué.

Comme les espaces E et E ne peuvent &tre réguliers que simulta-
nément () et comme un espace uniformément convexe est régulier (%),
I’espace, ot la norme est fortement uniformément dérivable est régulier.

Université d’Etat. Manuscrit recu
Odessa. e le 23. III. 1940.
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