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I

赋 Orlicz 范数 Orlicz-Lorentz 空间的若干几何性质

摘 要

本文研究了赋 Orlicz 范数的 Orlicz-Lorentz 空间的一致 Kadec-Klee 性质，(紧)
局部一致凸性，(k)一致凸性与中点局部一致凸性，以及单位球面上端点，强端点

的描述。

第一章，主要介绍了 Orlicz-Lorentz 空间的发展，Orlicz-Lorentz 空间几何性质

的研究背景和现状，概括性地介绍了本文的主要研究内容。同时介绍了

Orlicz-Lorentz 函数空间与序列空间的基本结构，以及一些基础性的结论。

第二章，由一般Orlicz函数生成的赋Orlicz范数的Orlicz-Lorentz序列空间具有

一致Kadec-Klee性质的充要条件将会在本章给出。在证明过程中根据Orlicz范数表

达式不同，将证明过程分为若干种情况。

第三章，得到了该空间具有局部一致凸性的充要条件。该结果的证明过程具

有一定的难度，其中一个原因是Orlicz-Lorentz空间的对偶空间至今仍然没有被完

全地刻画出来。于是在本章我们给出了Luxemburg范数的新的表达式，通过该范数

表达式，找到了一个类似支撑泛函的函数，以便在对偶空间未知的条件下解决问

题。值得一提的是，在解决Orlicz函数严格凸的必要性时，给出了一个重要反例。

在涉及到Orlicz函数的严格凸性时，该反例是解决此类问题的有力工具。

第四章，给出了 N 函数生成的赋 Orlicz 范数的 Orlicz-Lorentz 函数空间具有一

致凸性的充要条件。

第五章，给出了由 N 函数生成的赋 Orlicz 范数的 Orlicz-Lorentz 函数空间强端

点的描述以及具有中点局部一致凸性的充要条件，同时给出了一般 Orlicz 函数生

成 Orlicz-Lorentz 函数空间端点的刻画，同时得到了 Orlicz 范数的表达式。

关键词 Orlicz 空间；Orlicz-Lorentz 空间；一致 Kadec-Klee 性质；局部一致凸；

强端点
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II

Some Geometric Properties of Orlicz-Lorentz

Spaces Equipped with the Orlicz Norm

Abstract

In this paper, we explore some geometric properties of Orlicz-Lorentz spaces with
Orlicz norm. It includes the uniform Kadec-Klee property, (compactly) local uniform
convexity (k-)uniform convexity, midpoint local uniform convexity, and the
characterization of extreme points and strong extreme points.

In the first chapter, we give the description of the development of Orlicz-Lorentz
space, the research background and status quo of geometric properties of this space are
given collectively. As well as the main research contents of this paper in this. At the
same time, some basic structures of this space are presented, together with some basic
conclusions of this space.

In chapter 2, the necessary and sufficient conditions for Orlicz-Lorentz sequence
spaces equipped the Orlicz norms generated by general Orlicz function to possess
uniform Kadec-Klee properties will be given in this chapter. According to the
differences Orlicz norm expressions, the proof process will be divided into several cases.
This method can also provide a new way to explore the Orlicz-Lorentz space generated
by general Orlicz functions.

In chapter 3, we give the necessary and sufficient conditions for the Orlicz-Lorentz
function space equipped with Orlicz norm to process compactly local uniform convexity
and local uniform convexity. The difficulty in proof process is that the dual space of the
space has not been fully characterized yet. In this chapter, we give a new expression of
Luxemburg norm, through which we can solve the problem under the condition that its
dual space is still unknown. When we solve the necessity of strict convexity of
functions, we give an important counterexample. At the same time, when it comes to the
strict convexity of Orlicz functions, this counterexample proved to be a very useful tool
in solving this such problems.

In chapter 4, the necessary and sufficient conditions for Orlicz-Lorentz function
spaces with Orlicz norms to have k-uniform convexity and uniform convexity are given
in this chapter.

In chapter 5, we characterize the strongly extreme points of Orlicz-Lorentz
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III

function spaces with Orlicz norms generated by N functions. Just like the chapter above,
the necessary and sufficient conditions for the spaces to process the midpoint local
uniform convexity are given. At the same time, we give the expressions of Orlicz norm
and characterize the extreme points in Orlicz-Lorentz functions spaces generated by
general Orlicz functions.

Keywords Orlicz space; Orlicz-Lorentz space; uniform Kadec-Klee property; Locally
uniform convexity; strongly extreme points
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第 1 章 绪 论

1.1 课题背景及研究的目的和意义

1.1.1 课题来源

本课题来源于指导教师的国家自然科学基金项目（项目编号：11871181）。

1.1.2 研究目的及意义

19 世纪 30 年代，著名数学家 Clarkson J A 将一致凸空间的定义引入其研究
[1]，具有该性质的空间 X 是一种非常理想的空间，这是因为具有一致凸性质的

Banach 空间同时也具有很多特殊的其他性质，如一致凸空间是自反的。但是在

应用中发现此类空间的情况较难满足，于是一些较弱的凸性概念也逐渐被提出，

如局部一致凸性。这些概念的提出也丰富了Banach 空间几何理论。更多Banach
空间的其他内容请参考[2-3]。

Orlicz-Lorentz 空间是Orlicz 空间和 Lorentz 空间的自然结合。是经典Orlicz
空间的推广，是重排不变空间的重要内容，也是调和分析中的重要研究内容。

早在 1990 年，Kamińska A开始研究研究一种广义的 Lorentz 空间[4]，后被称为

Orlicz-Lorentz 空间，并给出关于该空间的一些基础性的结论。在此之后，

Orlicz-Lorentz 空间的几何性质一直是该方向研究的主要内容。由于

Orlicz-Lorentz 空间中，Orlicz 函数以及权函数具有不同的性质，Orlicz-Lorentz
空间也展现出了不同的性质。

我们对Orlicz-Lorentz 空间中几何性质的研究，可以更好刻画该空间的结构，

复杂的Orlicz-Lorentz 空间通过这些几何性质可以更清晰地展现出来。本文的研

究也有利于Orlicz-Lorentz 空间的应用，有利于Orlicz-Lorentz 空间中插值理论，

算子理论，等理论的研究。

1.2 国内外研究现状

1931 年，波兰数学家Orlicz W 引入Orlicz 函数类，Orlicz 空间由此发展。

Orlicz 空间是 (0 1)pL p  空间的推广，关于 Orlicz 空间的更多知识，请参考

[5-16]。
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1950 年， Lorentz G 引入 Lorentz 空间，Lorentz 空间也是 pL 空间的推广。

Lorentz 空间在算子内插理论中有重要作用。关于 Lorentz 空间中的一些重要几

何性质，请参考[7]。
1990 年，Kamińska A开始研究一种推广的 Lorentz 空间，随后将其命名为

Orlicz- Lorentz 空间[4]。在Orlicz-Lorentz 空间中引入了 Luxemburg 范数，给出了

该空间可分，具有序连续性，严格凸性的充分必要条件。同时也给出了一些基

础性的结论，如模与系数的关系等。

1995 年，Lin P K 与 Sun H 研究了赋 Luxemburg 范数的Orlicz-Lorentz 空间

k 一致凸的充要条件，给出了Orlicz - Lorentz K空间具有全 凸性与弱一致凸性的

充要条件，同时给出了一种处理重排问题的一般方法[8-9]。

1999 年，Wu C X 和 Ren L W 将 Orlicz 范数引入Orlicz-Lorentz 函数空间。

证明了赋Orlicz 范数的Orlicz-Lorentz 函数空间是Banach 空间。给出了赋Orlicz
范数的Orlicz-Lorentz 函数空间具有严格凸性的充分必要条件。同时也给出了在

Orlicz-Lorentz 函数空间中处理Orlicz 范数的思想方法[20]。此后赋Orlicz 范数的

Orlicz- Lorentz 函数空间中的几何性质成为该领域的重要研究内容。

2013 年，Foralewski P，Hudzik H 与 Kolwicz P 等人给出了Orlicz-Lorentz 空
间具有非方性质的描述[20]。非方问题具有一定的难度，关于Orlicz-Lorentz空间中

的非方性质的更多结果也在近几年涌现[21-23]。

2013 年，Foralewski P研究了广义的 Orlicz-Lorentz 空间，给出了该空间中

Kadec-Klee局部一致单调性，非方性， 性质等几何性质的判据 [24] ，广义的

Orlicz-Lorentz 空间也是一个重要的研究领域。

2014 年，Kamińska A，Lesnik K，Raynaud Y 给出了该空间的 Köthe 对偶空

间的刻画[25]。并强调了权函数满足正则性在证明过程中所起的重要作用。但是

至今 Orlicz-Lorentz 空间的对偶空间仍然没有被完整地描述出来，这成为该空间

几何性质研究中的难点。

2016 年 Gong W 与 Zhang D 给出了赋Orlicz 范数的Orlicz-Lorentz 序列空间

的单调性的刻画[26]。

2019 年，Cui Y, Foralewski P, Hudzik H 研究了 Orlicz-Lorentz 空间的 M 常

数[27]。

2021 年 ， Cui Y, Foralewski P, Hudzik H 等 人 给 出 了 赋

Orlicz范数的 Orlicz-Lorentz数列空间具有 Kadec-Klee 性质的充要条件是 2 
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且
1

( )
i

i




  ，且在证明过程中，跟据Orlicz范数表达式不同进行分类讨论 [28]。

这种讨论方法为解决由一般Orlicz 函数生成的Orlicz-Lorentz空间中相关问题提

供了范例。

2022 年，崔云安, Foralewski P 与Kończak J 研究了由任意Orlicz 函数与

任意权函数生成的Orlicz-Lorentz 函数空间，证明了Orlicz 范数与Amemiya 范

数等价，给出了 Orlicz 范数的一些重要的性质，给出了赋 Orlicz 范数的

Orlicz-Lorentz 序列空间的序连续性与单调性的判定准则[29]。

关于Orlicz-Lorentz 空间中的更多研究成果，请参考[30-35]。

1.3 主要研究内容

本文中，我们主要研究赋Orlicz 范数的Orlicz-Lorentz序列空间与函数空间

中的若干几何性质。文章的主要结构如下：

第二章，我们介绍了Orlicz -Lorentz 序列空间中的一致Kadec-Klee性质。由

于不同Orlicz 函数生成的Orlicz 范数的表达式不同，不同的元素 x的Orlicz 范数

表达式也有所区别，我们将跟据这些差异，分若干种情况来分别证明相关结果。

第三章，得到了 ,
O
  具有局部一致凸性的充要条件，值得一提的是，由于至

今为止，Orlicz-Lorentz 函数空间的对偶空间仍然没有被完整地刻画，我们通过

找到 Luxemburg 范数的新的表达式，创新性地提出一种新的方法，在不涉及对

偶空间地情况下，来刻画空间的一致凸性与紧局部一致凸性。同时，我们创造

性地构造出了 Orlicz-Lorentz 函数空间中的一个重要的反例，该反例的构造具有

一定的难度，在解决Orlicz 函数严格凸的必要性中发挥了重要作用。

第四章，我们将给出Orlicz-Lorentz函数空间具有一致凸性与 k 一致凸性的

充要条件，同样也是在不涉及对偶空间的条件下解决问题，证明方法具有一定

的创新性。

第五章，我们给出了一般Orlicz 函数生成的Orlicz-Lorentz函数空间的端点

的刻画，给出了 N 函数生成的Orlicz-Lorentz 函数空间 ,
O
  中强端点的刻画，给

出了 ,
O
  具有中点局部一致凸性的充分必要条件。在证明过程中，作为辅助性

的结果，我们也给出了 Orlicz 范数的表达式。
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1.4 预备知识

下面将陈述后几章中需要的Orlicz- Lorentz 空间中的相关概念及符号表示。

1.4.1 Orlicz-Lorentz 空间

文章中，，  分别代表自然数集，实数集，非负实数集 。 X 代表

Banach 空间。 ( )S X 代表 X 的单位球面， ( )B X 代表 X 的单位球。 0l 代表所有实

序列全体。 :x  代表 0l 中的实数序列。 0L 代表所有 Lebesgue 可测函数集合。

f 代表 0L 上的实可测函数。 supp x与 supp f 分别代表 x与 f 的支撑集，即

0}( ){ :supp x i x i   ， 0}: ( ){supp tf f t   。在往后的篇幅中，用 ,
O
  表

示赋 Orlicz 范数的 Orlicz-Lorentz 序列空间，用 ,
o
  表示赋 Orlicz 范数的

Orlicz -Lorentz 函数空间，用 ,  表示赋Luxemburg 范数的Orlicz -Lorentz 函数空

间。代表Orlicz 函数。任意Orlicz 函数，定义

  1 2 1 2
1 2

( ) ( )0 ( )
2

0 : ,
2

S v v v vu v uuR v   
         

 
。

定义 \R R S  。

用 代表保测度变换[36]。

下面将介绍 Orlicz-Lorentz 空间，先从分布函数的概念说起。

定义 1.4.1[28] 对任意 0x ，我们定义任意序列 x的分布函数 x 如下：

( ) ({ :| ( ) | })x m i x i    

其中： 0  ，m为可数测度。

有了分布函数的定义之后，可以定义非增重排。

定义 1.4.2[28] x的非增重排 * *
1{ ( )}ix x i 
 定义如下：

*( ) inf{ 0 : ( ) }xx i i     。

定义 1.4.3[4] 若 :[ , ] [0, ]     满足是凸的，偶的，仅在 0 点为 0，则称为

Orlicz 函数。
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对于任意Orlicz 函数，定义以下两个常数 ,a b  ：

   sup 0 : ( ) 0 , sup 0 : ( )a u bu u u        。

值得注意的是，在 (0, ) 上左连续与 lim ( ) ( )
u b

u b


 


 等价。

定义 1.4.4[6] 若 0K  ，使 0u  ，有 (2 ) ( )u K u  。则称 满足 2 条件

( 2  )。
定义 1.4.5[4]任意，定义的在Young 意义下的余函数 ：

 ( ) sup | | ( )u u v v   。

下面介绍权函数的概念。

定义 1.4.6[4]若 :   是非增的，称 1{ ( )}ii 
 为权函数列。在整篇文章中我们

假设 (1) 0  。

在有了Orlicz函数和权函数的定义之后，可以定义以下模：

定义 1.4.7[28] 任意，任意权序列 ){ ( }ni ，定义序列空间中的模如下：

*
,

1
( ) ( ( )) ( )

i
I x x i i   





 。

定义 1.4.8[28] 任意，任意权函数列{ ( )}ii ，定义Orlicz-Lorentz序列空间 , 

如下：

 0
, ,0, ( ):l xx I          。

定义 1.4.9[28]定义Orlicz-Lorentz序列空间 ,  中的Luxemburg 范数：

, ,inf 0 : ( ) 1xx I   


   
 

‖‖ 。

Luxemburg 范数还有另一种形式：

定义 1.4.10[28] Orlicz-Lorentz 序列空间 ,  中的Orlicz 范数表达式如下

* *
, ,

1

sup ) ( () ) : ( )( 1O

n

x y i I yx i i   




 
  

 
‖‖ 。

定义 1.4.1 [29] Orlicz- Lorentz 序列空间中的Amemmiya 范数如下所示：
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 , , )1inf 1 (A kx
k

x I    ‖‖ 。 (1-1)

定理 1.4.12[29] 对于任意Orlicz 函数 与任意权函数列{ ( )}ni  ，Orlicz 范数与

Amemmiya 范数相等，即

, ,
O Ax x   ‖‖ ‖‖ 。

关于 Orlicz 范数与 Luxenburg 范数的关系，有以下结果。

定理 1.4.13[29] 对于任意 ,x   ，Orlicz 范数与 Luxemburg 范数等价. 有以下等

式成立：

, , ,2Ox x x      ‖‖ ‖‖ ‖‖ 。

定义 1.4.14 [28] 设 ( , ), EE  ‖‖ 是一个 Banach 格空间，若对于 E 中的任意序列

1{ } | | ( ),n n nx xx n
   ，且依坐标满足 0nx  ，我们能够得到 0 ( )Ex n ‖‖ ，

则称 x E 具有绝对连续范数。

定义 aE 为E的所有具有绝对连续范数的元素的集合， aE 是E的子空间。

定理 1.4.15[4] 空间 , ,( ), Ox    ‖‖ 是序连续的，当且仅当
1

( )
i

i




  且 2  。

证明：由于[4]中的定理 2.4 已经证明了空间 , ,( ),    ‖‖ 是序连续的当且仅当

1
( )

i
i





  且 2  ，在接下来的步骤中，我们可以利用 Orlicz 范数与

Luxemburg 范数的等价性，即本文定理 1.4.14，完成剩余的证明过程。

引理 1.4.16（[28]引理 2.4，[4]定理 2.5）设{ }n nx ， ,nx   . 以下性质成立：

(1)若 ,lim 0O
nn
x  

‖ ‖ ，则 , ( ) 0lim nn
I x 

 。

(2)当
1

( )
i

i




  时， , , 0lim lim( ) 0 O
n nn n

xI x    
 ‖ ‖ 当且仅当 2  。
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(3)当
1

( )
i

i




  时， , , 0lim lim( ) 0 O
n nn n

xI x    
 ‖ ‖ 当且仅当 0a  。

下面介绍Orlicz-Lorentz函数空间中的相关情况.
定义 1.4.16[4] 若函数 : (0, ) (0, )    是单调非增的，局部可积的，且

0
( )t dt


  。

则称函数为权函数。另外，我们定义函数 ( )W t ：

0
( )) (

t
sW t s d  。

定义 1.4.17[4,20] 对于任意Orlicz 函数 ( )t 与任意权函数 ( )t ，我们定义模函数

*
, 0

( ) ( ( )) ( )f f t t dt   


  。

定义 1.4.18[4] Orlicz-Lorentz函数空间的定义如下

 *
, 0 , 0

: 0, (( ) ) (( ) )L tf tf f dt         


       。

定义 1.4.19[4] Orlicz-Lorentz 函数空间中的 Luxemburg 范数：

, ,inf 0 : ( ) 1ff f     


    
 

‖‖ ‖‖ 。

定义 1.4.20[20] 任意 ,f   ，其Orlicz 范数定义为：

,

*

( )

*
, 01

sup ( ) ( ) ( )
g

O Of f t g t t dtf
 

 






  ‖‖ ‖‖ 。

定理 1.4.21[20] 对于任意Orlicz 函数与任意非增权函数，有

 , ,0

1inf ( )1O

k
f kf

k   


 ‖‖ 。 (1-2)
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第 2章 赋 Orlicz范数的 Orlicz-Lorentz序列空间的

一致 Kadec-Klee性质

2.1 引言

定义 2.1.1[2]若对任意 0  ，存在 ( ) 0   ，使得对 X 中的任意{ }n nx  ，若 nx 满

足： 1nx‖ ‖= ， ( ) infn n mm n
sep x x x 


  ‖ ‖ ， nx 弱收敛于 x。能够得到 1 ( )x   ‖‖ ，

则称Banach 空间具有一致Kadec-Klee性质.
一致 Kadec-Klee 性质是 Banach 空间几何理论中的重要内容。由一致

Kadec-Klee性质可以得到Kadec-Klee性质. Kadec-Klee 性质最早由 Radon 在[37]
中提出，后来被 Riesz 在[28-29]中研究. 2021 年，崔云安，Foralewski P，Hudzik
H 等人研究了赋Orlicz 范数的Orlicz - Lorentz 序列空间的Kadec-Klee性质[29].

近几年，一些弱化的 Kadec-Klee 性质，如局部的Kadec-Klee性质，依测度

收敛Kadec-Klee性质，也是具有相当高的研究价值。有关于对称 Banach 空间中

的Kadec-Klee性质的几个好的结果已在[14,30]给出。在[41]中，Cerdà J，Hudzik
H，Kamińska A给出了Banach 空间具有点点收敛意义下的Kadec-Klee性质的充

要条件。Raymond J S 在他的文章[42]中证明了，若自反的Banach 空间 X 不具

有Kadec-Klee性质，则存在一个从 XB 到 *X 的紧映射 f ，满足 inf ( )
Xx B
f x


‖ ‖ 0且

对于任意 Xx B ， (( , ))f x x f x ‖ ‖. Kadec-Klee关于 性质的更多结果，请参考

[40-46].

2.2 一般 Orlicz 函数生成的 Orlicz-Lorentz 序列空间中 Orlicz 范

数的表达式

定义 2.2.1[28] 我们定义以下几个常数：
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 
 

 

, ,

* * *
,

** ** *
,

( ) sup 0 : ( ) ,

( ) inf 0 : ( ( )) 1 ,

sup 0 : ( ( )) 1

x I

k x Ik

k

k p kx

k k I p kx

   

 

 

        

   

    。

其中： p是的右导数。上述三个常数显然有以下关系：

* **0 k k    。

现在我们考察（1-1）中的确界可达性问题，即何时有：

 , , ,
1 1 ( )O Ax x I kx
k       ‖‖ ‖‖ 。

先在 (0, )x  上定义 f ：

,
1( ) (1 ( ))( ) x k I kx
k

f k f    ，

显然 f 连续。当  时， f 在处左连续。由[17]的引理 2.6 所示， f 在区间
*(0, )k 上严格单调减，在 *( ),k  上严格单调增。

定义 2.2.2 定义集合 * **,( ) [ ]K kx k 。若 * **k k  ，则 ( )K x  。若 *k  ，

则 ( )K x  。

引理 2.2.3[20] (1) 当 **k  时，存在 ( )k K x ，使得  , , ( )
1 1O

kxx I
k    ‖‖ ，

(2)当 **k  时，  , ,
1lim 1 ( )O

k
x I kx

k   
 ‖‖ 。

引理 2.2.4 (1)若b  ，则 **k  ，

(2)若b  且
( )lim

u

u
u




 ，则有 **k  ，

(3)若b  ，
( )lim

u

u B
u




  ，且
( )

1

( ) ( ) 1
m supp x

i

B i 


 ，则有 **k  ，

(4)若b  且
1

( ) ( ) 1
i

B i 




 ，或b  且存在 0u 使得从 0u 开始有

( )p u B ，则有 **k  。

证明：

若b  ，则对于任意 ,x   ，我们有 **
*(1)
b

k
x

  ，故 **k  。
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若 b   且
0

( ) 1lim lim li (( ) m )
u u u

su p u
u u

p ds 

  
   ， 取 xk 使 得

*( ( (1))) (1) 1xp k x   , 我们因此得到 **
xk k   。若

( )lim
u

u B
u




   ，且

( )

1

( ) ( ) 1
m supp x

i

B i 


 。取 xn 满足

1

( ) ( ) 1
x

i

n

B i 


 。

若 (supp )m x  ，我们只需要取 ( )x m sn upp x 即可。若 ( )m supp x  ，上

述 xn 也是存在的。由于 lim ( )
u

p u B


 ，存在常数 0xu  ，使得
( )

1

( ) ( ) 1
m supp x

x
i

u i 


 。

定义 *( )
x

x
x

u
x n

k  ，可以得到 *
, ( ( )) 1p k xI   ，故 **

xk k  。

若 b   且
( )

1

( ) ( )=1
m supp x

i

B i 

 ， 0 0( ) ,p B uu   。若 ( )m supp x   ，则

* 0
*( )x

u
x n

k  ， 其 中 ( )x m sn upp x 。 现 在 考 察 ( )=m supp x  的 情 况 ， 取

0 sup{ : ( ) 0}i i i     ，可以得到 * **0
*

0( )
k

i
u k
x

   ，假设 ( ) 0i  对于任

意的 i成立，取 * *( ) lim ( ) 0
i
x ix


   ，我们有 * *0

*( )
k u k

x
 


 。

其他情况下用类似的思路，可以得到 *k  。

引理 2.2.5[28] 设 ( )lim
u

u B
u




  ， ,x   。若
( )

1

( ) ( ) 1
m supp x

i

B i 


 ，则

*
,

1

( )( )O

i

x B x ii  




 ‖‖ 。

另外，若
1

( ) ( ) 1
i

B i 




 ，则 ( )m supp x  。

证明：

由于 ( )B  ，且 u B 时 ( )u   ，故对于任意的 ,y   ，若 y 满足
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, 1( )I y   ，我们显然可以得到 * * *

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

i i
x i y i i B x i 

 

 

  。再定义

( )

, ,..., ,0,0, ). .( .
m supp x

z B B B
个

，

可得
( )

*
,

1
( ) ( ) ( ) 1

m supp x

i
iI z x i  



  ，且有以下等式：

* * * *

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i i i

x i z i i B i i B i ix x  
 

  

    ，

由此可得：

*
,

1

( ) ( )O

i

x i ix B  




 ‖‖ 。

若
1

( ) ( ) 1
i

B i 




 ， 故 a b B   且 0 ( )B   ， 取 0n N 使 得

0

1
( ) ( ) 1

n

i
B i 



 ，我们容易得到 0( )m supp x n 。

2.3 赋 Orlicz 范数的 Orlicz-Lorentz 序列空间的一致 Kadec-Klee

性质

定理 2.3.1 以下条件等价：

(1) Orlicz-Lorentz 序列空间 ,
O
  具有依坐标收敛意义下的一致Kadec-Klee性质，

(2) Orlicz-Lorentz 序列空间 ,
O
  具有一致Kadec-Klee性质，

(3) 2  且
1

( )
i

i




  。

证明：显然 (1) (2) 。由于Kadec-Klee 性质可以推出空间的序连续性([16]定义

2.1)，我们得到 (2) (3) ，现在我们只需证明 (3) (1) 。

第一种情况：b  或b  且
( )lim

u

u
u




 。

取 ,( )x S   使得 nx 依坐标收敛于 x。由于 x是{ }n nx 的弱极限，由范数弱
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下半连续性， , 1Ox   ‖‖ 。由于此情况下范数表达式中确界可达，故存在

( )n nk K x 使得：

, ,
1 (1 ( ))1 O

n n n
n

x I k x
k     ‖ ‖ 。

我们先来证明数列{ }n nk 是有界的。定义常数 1m 如下所示：

*
1

*max{ : ( ) (1)}m i N x i x   。

由于
1

( )
i

i




  ，且 , ( )I x    ，可得 1m   ，再由 1m 的定义，显然

* *
1( 1) (1)xx m   ，故由重排的定义，存在 1 2 3, , mi i i i 使得：

1

*
1 2| ( ) | | ( ) | | ( ) | (1)mx i x i x i x    

且 *
1| ( ) | ( 1)x i x m  对任意

11 2 }i , i .\{ ,. .imn 成立。 由于 nx 依坐标收敛于 x，存

在 0n 使得对任意的 11,2,...j m ，对任意的 0n n ，有以下不等式成立：

* *
1(1) ( 1)( ) :

2n j
x x mx i b  

  ，

于是， *( )x i b 对任意 11,2,...j m 与 0n n 成立。因此，若b  ，可以得到当

0n n ， nk
b
b
 ，此时数列{ }nnk 有界。

现在考虑 b  且
( )lim

n

u
u




 的情况。若数列{ }n nk 无界，我们不妨设

lim nn
k


  , 有以下不等式成立：

1
*

,
11

( )1 11 (1 ( )) ( ( )) ( ) ( ) 1
m

n
n n n n

iin n n

bkI k x k x i i b i
k k bk


  






     ，
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显然上式是矛盾的，故在此情况下我们得到了{ }n nk 有界，取{ }n nk 的收敛子

列，不妨仍然记作{ }n nk ， 0 ( )n kk n  。

先来看 ( )m supp x  的情形，此时我们定义 1{ }l nm 
 ：

 * *
1max : ( ) ( )1l li im xx m     ，

其中 2,3, 4...l  ， 1m 如前文定义所示，显然当 ( )m supp x  时， lim ll
m


 。定

义 *{ :| ( ) | ( )}l lN i N x i x m   ，有 ( )l lm N m ，由于 n nk x 依坐标收敛于 0k x，且 lN

只有有限个元素，可得
.

0l l

u c

n n N Nk x k x  ，因此对于任意 l，有以下关系成立：

* *
0

1 1
( ( )) ( ) ( ( )) ( )

l lm m

n n
i i

k x i i k x i i   
 

  。

取
1 1{ }n n nx x 

 ，
1 ,
O

nx  ‖ ‖ =1，由于 2  ，存在 1l 使得
1 1\ , 4l

O
n N Nx 

  ‖ ‖ 。

由于 nx 依坐标收敛于 x ，故存在 2n ，使得
2 1 1 ,( )

4j

O
n n nx x  

 ‖ ‖ ，由假设

2 , 1O
nx   ‖ ‖ ，可知存在 2l > 1l 使得

2 2\ , 4l

O
n N Nx 

  ‖ ‖ ，定义
2 12 \l lG N N ，由于

{ }n nx 是 可分序列，即 ( )nsep x  ，以下不等式成立：

1 2 1 2 1 1

2 2 22

2 2

, , \ ,

\ , ,

,

( )

3
4

l l

l

O O
n n n n M N N

O O
n N N n G

O

O
n G

x x x x x

x x

x

     

   

 

 

 

 



   







 。

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

由上式可得
2 2 4n Gx  ‖ ‖ ，我们再用相同的方法寻找下一项。存在

3n
x 使得

3 2 2 ,( )
4l

O
n n Nx x 

  ‖ ‖ 。由于
3 , 1O
nx   ‖ ‖ ，存在

3 2l lm m 使得
33 \ , 4l

O
n N Nx 

  ‖ ‖ ，
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定义
3 23 \l lG N N ，由于 ( )nsep x  ，故以下不等式成立：

2 3 2 3 2 2

3 3 33

3 3

, , \ ,

\ , ,

,

( )

3
4

l l

l

O O
n n n n M N N

O O
n N N n G

O

O
n G

x x x x x

x x

x

     

   

 

 

 

 



   







 ，

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

由此得到
3 3 , 4

O
n Gx 

  ‖ ‖ 。重复上述步骤，我们可以得到{ }n n Nx  的子列 2{ }
kn kx 

 ，

该子列具有以下特征：

1 1

, , ,1 1

* * * * * *

( )
4 4 4

( (1),..., ( ) , ( 1), , ( ), ( 1), )
k k k k k k k k k k

O O O
n n N n G n N Nk k l k k k lk k

n n n l n l n l n l

x x x x

x x x m x m x m x m

     
    

 

 
   

    
 
‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖�

。

且对于任意 2{ }
k kn n nx x 

 ， , 4k k

O
n Gx  

 ‖ ‖ 。容易发现 ,
Ox    ‖‖ ，故 , ( )I x  ，

由此对于任意 0  ，存在 1{ }
xl l lm m 

 ，使得

*
0

10

1| ( ( )) ( ) |
2

lxi m

k x i i
k

 


 

 。 (2-2)

由于 * ( )
kn

x i 在 li N 上，依坐标收敛于 *( )x i ，且 0nk k ，
4k kn Gx  ‖ ‖ ，故存在

1{ }
jl l im m 

 ，
j xl lm m 使得

* *

1 10

1 1| {1 ( ( )) ( )} {1 ( ( )) ( )} |
2

l lx x

j j

j

m m

n n
i in

kx i i k x i i
k k

   
 

     。 (2-3)

且

\ , 4j lx

O
n N Nx  

 ‖ ‖ 。 (2-4)

所以对于任意 0  ，存在 0  ，使得
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1

1| ( ) | 2 ,( )
j j

lj x

n n
i mn

xk
k

i 


 

 (2-5)

由(2-3)(2-4)(2-5)：

*
, , 0 0

10 0

* *

1 10

* *

1 1

*

1

1 1(1 ( )) (1 ( ( ) ( )))

1 1| (1 ( ( )) ( )) (1 ( ( )) ( )) |

1 1(1 ( ( )) ( )) ( ( ))

1 ( (

l lx x

j j

j

lx

j j j j

lj j x

j j

lj x

O

i

m m

n n
i in

m

n n n n
i i mn n

n n
i mn

x I k x k x i i
k k

kx i i k x i i
k k

k x i i k x i i
k k

k x
k

     

   

   







 



  



 

   

   

  





 

 



‖‖

*
0

10

1) ( )) ( ( ) ( ))

1 2
2 2
1 2 ,

lxi m
i i k x i i

k
  

 

 



 



   

  



(2-6)
不失一般性，取  ，可得：

, 1Ox    ‖‖ 。

再来看 ( )m supp x  的情形。由于 *( )x i 在 i xsupp 上，依坐标收敛于 *( )x i ，

对于任意 0  ，存在 0n ，使得  ,( )
4

O
n supp xx x 

  ‖ ‖ ，并且当 0n n 时有以下不

等式：

( ) ( )
* *

0
1 10

1 (1(1 ( ( ))) ( ) (1 ))( ) ( | ,
m supp x m supp x

n n
i in

k x i i k ii
k k

x    
 

     . (2-7)

由此得到：
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0 0 0 0

0 0

0 0

1 2 , 1 supp x , 2 supp x ,

1 \supp x , 2 \supp x ,

1 \supp x , 1 \supp x , ,

( ) ( )

 

  
2

O O O
n n n n

O O
n n

O O
n n

x x x x x x

x x

x x

     

   

   

  

 

  

   

 

 

     

 

  

 

 

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

(2-8)

不失一般性，假设
0 1 \ , 4n supp xx  

 ‖ ‖ ，显然存在 0  使得：

0 0

0

*
1 1

( ) 11

1| ( ( )) ( ) | 2n n
i m supp xn

k x i i
k

  


 
 

 ， (2-9)

由（2-7）（2-8）可知

0

0

0 0

0

0

, , 0
0

(supp x)
*

0
10

(supp x) (supp x)
* *

0 1 1
1 10 1

(supp x)
*

1 1
11

(supp x)1

1 (1 ( ))

1 (1 ( ( ) ( )))

1 1| (1 ( ( )) ( )) (1 ( ( )) ( )) |

1 (1 ( ( )) ( ) |

1

O

m

i

m m

n n
i in

m

n n
in

i mn

x I k x
k

k x i i
k

k x i i k x i i
k k

k x i i
k

k

   

 

   

 





 
 

 


 

 

 

   

 





 



‖‖

0 0 0 0

0

* *
1 1 1 1

1 (supp x) 11

1( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

1 2

n n n n
i mn

k x i i k x i i
k

  

 

 

   
 



  

 
，

取  ，我们有：

, 1Ox    ‖‖ 。

第二种情况：
( )lim

u

u B
u




   .

先考虑
( )

1
( ) ( ) 1

m supp x

i
B i 



 ，或
( )

1
( ) ( ) 1

m supp x

i
B i 



 ，且从某个 0u 开始有

( )p u B 的情况。若
( )

1

( ) ( ) 1
m supp x

i

B i 


 ， xj取 使得： * *( ) ( 1)x xx j x j  .令
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*{ :| ( ) | ( )x xN i x i x j   ，有 ( )x xm N j ，由于 nx 依坐标收敛于 x，存在 0n ，

使 得 对 于 任 意 xi N 与 任 意 0n n ， 有 ：
* *( ) ( )| ( ) |

2
x x

n
x j x jx i 

 。 取

1 * *

2
( ) ( 1)x x

k
x j x j


 

，由于当 0n n 时， *
, 1 1( ( ))nxI p k   ，故有 ** **

1: ( )n nk k x k  。

即在此种情况下，{ }n nk 有界，不妨设{ }n nk 收敛。此时只需用与情况 1 相同

的步骤来证明 , 1Ox    ‖‖ 即可。

若
( )lim

u

u B
u




  ，
( )

1

( ) ( ) 1
m supp x

i

B i 


 ，且从某个 0u u 开始，有 ( )p u B 。

我们还是先来证明{ }n nk 有界。取 ( )x sj m upp x ，由于 nx 依坐标收敛于 x，

且 ( )m supp x  ，故存在 0 0n  ，使得对任意的 0n n ，任意的 i supp x ，有

*1( ) ( )| |
2n xi xx j 成 立 . 不 妨 取 0

1 *

2
( )x

uk
x j

 ， 对 任 意 的 0n n ， 我 们 有

( )
*

, 1 0
1

( ( )) ( ( )) ( ) 1
m supp x

n
i

I p k x p u i   


  . 这就说明当 0n n 时，有 1nk k ，即

{ }n nk 是有界序列。接下来可以利用与第一种情况，即 b  或 b  且

( )lim
u

u
u




 相似的步骤，得到 , 1Ox    ‖‖ 。

第三种情况：
( )lim

u

u B
u




  ，
( )

1
( ) ( ) 1

m supp x

i
B i 



 或
( )

1
( ) ( ) 1

m supp x

i
B i 



 ，

且对任意 0u  ，有 ( )p u B . 在这种情况下， ( )m supp x  且 ( )K x  。

若
( )

1
( ) ( ) 1

nm supp x

i
B i 



 ，此时 nx 的Orlicz 范数表达式为：

( )
*

,
1

( ) ( ) 1
m supp x

O
n

i
x B x i i  



 ‖ ‖ ，

由于 nx 依坐标收敛于 x，故存在
0 1{ }n n nx x 

 使得对任意 0  ，任意 0  ，使得
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0

( ) ( )
* *

1 1
| ( ) ( ) ( ) ( ) |

m supp x m supp x

n
i i

B x i i B x i i  
 

   。 (2-10)

且

0

*

( ) 1
| ( ) ( ) | 2n

i m supp x
B x i i 



 

 。 (2-11)

由(2-10)(2-11)

0

0 0 0

(supp x)
*

,
1

(supp x) (supp x)
*

1 1
(supp x)

* * *

1 (supp x) 1 (supp x) 1

( ) ( )

| ( ) ( ) ( ) ( ) |

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

m
O

i
m m

n
i i

m

n n n
i i m i m

x B x i i

B x i i B x i i

B x i i B x i i B x i i

  

 

  

 



 

 

    



 

  

  



 

  

‖‖

，

(2-12)

不失一般性，仍取  ，我们得到：

, 1Ox    ‖‖ 。 (2-13)

若
( )

1

( ) ( ) 1
nsupp xm

i

B i 


 ，则存在 nk 使得 *
,

1

1 {1 ( ( )) ( )}O
n n

in

x k x i i
k   





 ‖ ‖ 。下面将

分{ }n nk 有界与{ }n nk 无界两种情况来讨论{ }n nx  的范数. 若{ }n nk 无界，不

妨设 lim nn
k


 。由于

*(supp x)
* *

*
1

(supp x)
*

1

,

( ( ))1lim ( ( )) ( ) lim ( ) ( )
( )

( ) ( )

j j

j j j

j j j

m
n n

n n nj j in n n

m

i

O

k x i
k x i i x i i

k k x i

B x i i

x  


  



 













‖‖ ，

(2-14)

对于任意 1 ，存在 { }m jn n 使得

( )
*

, 1
1

1| ( ( )) ( ) | ,
m m

m

m supp x
O

n n
in

k x i i x
k    



  ‖‖ (2-15)
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同时存在 1 使得：

\supp , 12
m

O
n xx   ‖ ‖ 。 (2-16)

由公式(2-15)(2-16):
(supp x)

* *
,

1 (supp ) 1

*(supp x)
* *

*
1 (supp x) 1

, 1 \supp x ,

,

11 (1 ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ( )) 1( ) ( ) (1 ( ( ) ( )))
( )

m m j m m

m

m m

m m m

m m m

m

m
O

n n n n n
i i m xn

m
n n

n n n
i mn n n

O O
n

x k x i i k x i i
k

k x i
x i i k x i i

k x i k

x x

x

 

   



   


  

 



  



 

  

  

  



 

 



‖ ‖

‖‖ ‖ ‖

‖‖ 1 1,2O
   

故有

, 1 11 2Ox      ‖‖ ，

取 1 1  ，有 , 11Ox    ‖‖ 。

再来讨论{ }n nk 有界的情况，我们可以取其收敛子列 1{ } { }
ln n nk k 

 ，设

lim
ln al

k k


 。由于

0 0

0

( )
*

, 2
1

1lim {1 ( ( )( )) }
l l

l

m s

n

xupp
O

n nl
i

k
k

x i i x    




   ‖‖ ，

对于任意 2 ，取 0l 使得
0

1
ln

k  ，且满足：

0 0

0

( )
*

, 2
1

( (1 {1 ) ( )}
l l

l

m supp

n
i

x

n
n

Oxx ik i
k    



   ‖‖ ， (2-17)

不失一般性，我们假设
0 \supp , 2

O
n xx   ‖ ‖ ，即存在 2 0  使得

0

( )
*

2
1

( ( )) ( ) 2
l

m supp

n
i

x

x i i  


 ， (2-18)
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故

0 0 0

0

0 0 0 0

0 0

0

*
,

1

(supp x)
* *

1 (supp x) 1

*
, 2 , 2 2

(supp x) 1

1 (1 ( ( ))) ( )

1 1(1 ( ( )) ( )) ( ( ( )) ( )

) ,

)

( ( ) ( ) 2

l l l

l

l l l l

l l

l

O
n n n

in

m

n n n n
i mn n

O O
n

m

x k x i i
k

k x i i k x i i
k k

x x i i x

 

   

 

   

    







 





 

  

     



 



‖ ‖

‖‖ ‖‖

上式等价于

, 2 21 2Ox      ‖‖ ，

取 2 2  ，最终得到

, 21Ox    ‖‖ 。

至此我们完成了定理 2.4.1 的证明过程。

定理 2.3.2 设
1

( )
i

i




  ，则 , ,(( ) , )O
a x    ‖‖ 具有依坐标意义下的一致

Kadec-Klee 性质当且仅当 2  。

证明：

充分性：由于 2  且
1

( )
i

i




  ，有 , ,( )a     。应用定理 2.4.1，我们得到

, ,(( ) , )O
a    ‖‖ 具有依坐标收敛意义下的一致Kadec-Klee性质。

必要性：应用反证法。假设 2  ，若 0a  ，存在 j，使得 ( ) 0jK x  ，其

中
  

(1,1,...,1,0,0,...)j

j

x  
个

。当b  ，或b  且
( )lim

u

u
u




 ，此时我们取 1j  .

当
( )lim

u
B u

u



  ，我们得到 ( ) 0B  。 若 ( ) 0B  ，我们有 ( )B Bu  。但
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是此时 2 。此时由于
1

( )
i

i




  ，取 j使得
1

( ) ( ) 1
j

i

B i 


 ，即 ( )jK x  。

取 ( )jh K x ，其中 j
nx 定义如下：

1
(1, )

j
j
n i n

i

a
x e min e

h




  ，

故对于任意 1n j  ：

, ,
j O j O

nx x   ‖ ‖ ‖ ‖ ，

对于任意 1n j  ，又有

, , ,
1 (1 ( ))j O j j O

n nx I x
h

hx       ‖ ‖ ‖ ‖ ，

我们得到 ,
j Ox  ‖ ‖ = ,

j O
nx  ‖ ‖ ，且 j

nx 依坐标收敛于 jx ，取 ,: min(1, ) Oa
h


  ‖ ‖ ，我们

得到 ,
j j O
n mx x   ‖ ‖ ，即 1( )jn nsep x 

  。最终，我们得到了 , ,(( ) , )O
a    ‖‖ 不具

有依坐标下的一致 Kadec-Klee 性质，矛盾。

考虑 0a  的情况，假设 2  ，存在 1{ }n nu 
 ，其通项满足：

11 11, (2 ) 2 ( ), ( ) (1)
2

n
n n n n

u u u u
h

      。

取 nj 满足：

1
1

1 1( ) ( )
2 2

nj

nn n
i

u i 


  ，

定义

1 1

nj jj
j n
n i i

i i j

ux e e
h



  

   ，

有：

, , , ,
1

1 1 1(1 ( )) ( ) ( ) ,
2

nj
j O j O j j O

n n n
i

x x I hx u i x
h h h        



     ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

即
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, ,
j O j O
nx x   ‖ ‖ ‖ ‖ ，

当 n m 时，

,
1 1

1 1 1

1 1

1 1

1 1

(2 ( )) (2( )) ( ) (2 ) ( )

(2( )) ( ) (2 ) ( ) (2 ) ( )

(2 ) ( ) (2 ) ( )

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2,

m n

m

m n m

m n

m n

j j
j j
n m n m n

i j

j j j

n m n n
i i i
j j

m n
i i

j j
m n

m n
i i

I h x x u u i u i

u u i u i u i

u i u i

u i u i

     

     

   

   

 

  

 

 

 

   

   

 

 



 

  

 

 

因此， , ,
1

2
j j O j j
n m n mx x x x

h      ‖ ‖ ‖ ‖ ， ( )jnsep x 1
2h

 . 因此 , ,(( ) , )O
a    ‖‖ 不

具有依坐标收敛意义下的一致Kadec-Klee性质.

2.4 本章小结

本章对 ,
O
  的一致Kadec-Klee 性质进行了研究。跟据 Orlicz 范数表达式中

确界是否可达，将情况分为几类： (1) 若b  ， (2) 若b  且
( )lim

u

u
u




 ，

(3) b   ，
( )lim

u

u B
u




   且
( )

1

( ) ( ) 1
m supp x

i

B i 


 ， (4) 若 b   且

1

( ) ( ) 1
i

B i 




 ，或b  且存在 0u 使得从 0u 开始有 ( )p u B . 前三种情况下，

有 **k  ，确界可达。第四种情况下，有 **k =，确界不可达。
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第 3章 赋Orlicz范数的 Orlicz-Lorentz函数空间

的(紧)局部一致凸性

3.1 引言

设 X 为 Banach 空间，

定义 3.1.1[2] 若 ( )f S X ， ( )nf S X ， 2nf f ‖ ‖ ，能够得到{ }n nf 在 ( )S X 上

是紧集。则称 X 为紧局部一致凸的Banach 空间。

定 义 3.1.2[2] 若 对 于 任 意 ( )f S X ， ( )nf S X ， 若 f 与 nf 满 足

( )nf f n  ‖ ‖ ，可以得到 0( )nf f n  ‖ ‖ ，则称 X 为局部一致凸的

Banach 空间。

定义 3.1.3[2] 设 X 为 Banach 空间，若对于任意 f ( )S X ， ( )g S X ， f g ，

可以得到 1
2

f g
‖ ‖ , 则称 X 为严格凸的 Banach 空间。

Orlicz-Lorentz Orlicz-Lorentz空间中的凸性是 空间研究的一部分重要内容，

关于Orlicz-Lorentz中凸性的研究，请参考[37-43]。

用 0L 表示所有勒贝格可测函数及其等价类的集合. m代表 R上的勒贝格测度。

定义 3.1.4[45] 若对于任意的 f ，{ }n nf ， | | ||nf f ， 0 ( )| |nf n  ，能够得

到 0( )n Xf n ‖ ‖ ，则称 f 具有绝对连续范数。若 X 中的任意元素具有绝对

连续范数，则称 Banach 函数空间 X 称为序连续的。

3.2 Orlicz 范数表达式中确界可达的充要条件

引理 3.2.1 若是一个 N 函数，则对任意 ,
Of   ，有 **k  。
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证明：反证，若 **k  ，存在一个非负序列{ }n nk ， nk  ，且 *

0
( ( ) ) 1np k f 


 .

取 *
0 { : ( ) 1}t m t f t   ，有：

            
*

0 : 1 *
0 0 0 0

( ) ( ( )) 1
t m t f

n n n np k W t p k t p k p k f      
 

      ，

上式同除 0( ) ( )nW t p k ，可得，
0

( ( )) 1
( ) ( ) ( )

n

n n

p k
p k W t p k


 。由于是N 函数，故 是

N 函数，令 n，
( ( )) ( )

( )
n

n

p k n
p k


  ，然而

0

1
( ) ( )nW t p k

0 ( )n  ，矛

盾。

定义集合 * **,( ) : [ ]K kf k ，有以下结果：

定理 3.2.2[20,51,52] 以下结论成立：

(1) 若存在 0k  ，使得 , ( ( )) 1p kf   ，则 , ,
1 {1 ( )}Of kf
k    ‖‖ 。

(2) ( )k K f 当且仅当 , ,
1 {1 ( )}Of kf
k    ‖‖ 。

定理 3.2.3[5,6] 以下结论成立：

(1) ,inf{ : ( ), 1} 1Ok k K f f    ‖‖ 当且仅当 2  。

(2) 集合 ,{ ( ) : }OQ K f a f b    ‖‖ 对任何 0b a  是有界的当且仅当 2  。

证明：该结论是Orlicz 空间中相关结论的自然推广，其证明过程请参考[4]。

引理 3.2.4[4] 对任意 Orlicz-Lorentz 函数空间 ,
O
  ，以下条件等价：

(1) 2  。

(2) , ( ) 1f   当且仅当 , 1f   ‖‖ 。

(3) 对任意 0  ，存在 0  ，使得当 ,f  ‖‖ 1   时， , ( ) 1f    。

(4) , 0( )nf   当且仅当对任意 0  ， , ( ) 0nf    。
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引理 3.2.5 设 ,f   ，且 , 1f   ‖‖ ,则 , ,( )f f    ‖‖ 。

证明：证明过程可以参考[5]中定理 1.38。

3.3 Luxemburg 范数的新表达式

定理 3.3.1 对任意 ,f   ，有以下：

* *
, , ,0

inf{ 0 : ( ) 1} sup{ ( ) ( ) ( ) : 1}Off f t g t t g       



    ‖‖ ‖‖ 。

证明：设 , 1f   ‖‖ ，故 *
, ,0

( ) ( ( ) 1) ( )f f t t dt f     


   ‖‖ ，接下来要证明：

* *
,0

sup{ ( ) ( ) ( ) : 1} 1Of t g t t dt g  


  ‖‖ 。

由于 , ( ) 1f   ，我们有：

* *
,0

( ) ( ) ( ) 1Of t g t t dt g  


  ‖‖ 。

为 了 得 到 另 一 个 方 向 的 不 等 式 ， 我 们 定 义 *
[0, ](( ))n nf t f t  。 由 于

*

0
( ( )) ( ) 1f t t dt 


   ，我们得到：

* *

0 0
lim ( ( )) ( ) lim ( ( )) ( ) 1

n

nn n
f t t dt f t t dt   



 
   ， (3-1)

故对任意 0  ，存在 0n N 使得 0n n 时：

, ,((1 ) ) (1 ) ( ) 1n nf f          。 (3-2)

取
,

(1 )
1 ( (1 ) )

n
n

n

q fg
q f 


 




 
，

,
,

,

(1 )
1

1 ( (1 ) )

O
O n

n
n

q f
g

q f
 

 
 


 


 

 

‖ ‖
‖ ‖ ，故
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* * * *
,0 0

0
,

0
,

, ,

,

sup{ ( ) ( ) ( ) : 1} ( )

(1 ) ( ) (1 )1 ( )
1 1 ( (1 ))

(1 ) ( ) ( (1 ) )1 ( )
1 1 ( (1 ) )

((1 ) ( )) ( (1 ) ( ))1
1 1 ( (1

n n

n n

n

n n

n

O

n n

f t g t t g f g t dt

f t q f t dt
q f
f t q f t dt

q f
f t q f t

q

 

 

 

   

 

 

 


  

   


  

   
  

 





 

 


  

  


  

  


  

 





‖‖

,

) )
1

1

nf






由 的任意性，我们得到：

* *
,0

sup{ ( ) ( ) ( ) : 1} 1,Of t g t t g  


  ‖‖ (3-3)

最终得到

* *
, ,0

sup{ ( ) ( ) ( ) : 1} 1Of t g t t g f   


   ‖‖ ‖‖ 。

定理 3.3.2 若是一个N 函数，则对于 ,  中的任意 f ，存在 ,
Og   ， , 1Og   ‖‖ ，

使得 * *
, 0

( ) ( ) ( )Of t g t t dtf  


 ‖‖ 。

证明：

若 0f  ，证明过程是显然的。

若 0f  ， 不失一般性，假设 , ( ) 1f   ，现在将证明
,

( )( )
1 ( ( ))

q fg t
q f 




.

首先，
,

,
,

( )
( ) 1

1 ( ( ))

O
O q t

g t
q f
 

 
 

 


‖ ‖
‖ ‖ , 随即有：
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* * *
* * *

0 0 0
, ,

, , ,

, ,

( ) ( ) ( ( ))1 ( ) ( ) ( )
1 ( ( )) 1 ( ( ))

( ) ( ( )) 1 ( ( ))
1

1 ( ( )) 1 ( ( ))

q f f q ff g t dt f t dt t dt
q f q f

f q f q f
q f q f

   

     

   

   
 

  
 

   
  

 

 
  

 

  

。

3.4 ,
O
  的(紧)局部一致凸性

引理 3.4.1[49, 51-52] 设 2 2   ，严格凸。取 nf ， ,
Of   ， , , 1O O

nf f    ‖ ‖ ‖‖ ，

且 , 2O
nf f   ‖ ‖ 。则 n nk f 依测度收敛于 kf ，其中 ( )n nk K f ， ( )k K f 。

证明：我们需要证明，对任意 0  ，存在 0n 使得当 0n n 时：

{ :| ( ) ( ) | }n nm t kf t k f t     。

由于 2 2   ，则存在 1d  使得：

1 sup{ , : ( ), ( )}n n nk k k K f k K f d      。

对上述 0  ，存在 0  ，使得

4
0

( ) ( )t dt d


    。

定义以下三个集合：

   
 

:| ( ) |

:| ( ) ( ) ,| ,| ( ) | ,| ( ) |

:| ( ) | , ,n n n

n n n n n

t k f t

t kf

A t kf t B

t k f t kf t f tE k

 

  

 



 

   

由于 , ( ) 1kf k d     ， , ( ) 1n n nk f k d     ，故存在 1n 使得 1n n 时

,
4 4nmA mB 

  。

若存在 2n 使得 2 1n n 时，
4nmE 

 ，我们得到 2n n 时，
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{ :| ( ) ( ) | }n n n nm t kf t k f t mA mB mE       ，

由于是严格凸的，存在0 1  使得对任意0 ,u v   ， | |u v   ，有

( ) (1 )[ ( ) ( )]u v u v         ，

其中： 1   ，
1, [ , ] (0 ,1)

1 1
d

d d
   

 
。任意 n，存在保测度变换 n 使

得

*

0 0
( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )n n nf t f t t f t f t t dt   

 
    ，

且当 s与 t满足 | | | |( ) ( ) ( ) ( )n nt f ff f t s s  时，有：

( ) ( )n nt s  。

定义 np 与 nG ：

0
( ) 2 1,

8
np n

n

k kt dt
k k

   


{ : ( ) ( )},n n n nG E t t p       

由于
0

( )t dt


  ，故 { }n np  是有界的。于时存在 0Mp  ，使得 n时，

n Mp p 。此时，有以下不等式
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 

, ,

*

0

*
0, \

*

{1 ( ( ))}

1 1 ( ) ( )

1 1 ( ) ( ) ,

{ ( ) } ( )

1 1 (

n

n

n n
n n

n n

n n
n n

n n n n

n n
n nG

n n n n n

n n
n nG

n n n

n n

n n n

O k k k kf f f f
k k k k

k k k kkf k f t dt
k k k k k k k k

k k k kkf k f t dt
k k k k k k k k
k k k kkf k f t dt
k k k k k k

k k k
k k k k k

   

 

 

 






   




   

 


   

 


 

 


  







‖ ‖

* *

[0, )\

* *

* *

0 0

* *

* *

( ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )

1 1( ) ( ) ( )

1 12 )

)

(

( ) (

)

n

n

n

n nG
n

n n
G n n

n n n

n n
n n

n nG
n

n n
n

kk f kf t dt
k k k

k k kk k kf t dt
k k k k k k

k f t dt kf t dt
k k k k

k f kf t dt
k k

k f k

f

f
k k

  

   

   

   

  



 


 


 

 

   

 
 

 
 

  
 









 



( )
nG

t dt

(3-4)

成立。由于 nt G 时， | |n nk f kf   ，故对任意 n，有以下关系：

max{| | , | |}
2n nk f kf 

 。

为了完成证明，下面我们将分成以下两种情况：

情况 1：
4nmG 

 。此时对任意 n，我们有：

2

,

( ) ( )
2 22

4
O

n

da
f f  

    
  ‖ ‖ ，

由于 , 2n
Of f   ‖ ‖ ，存在 0n ，使得
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0

2

,

( ) ( )
2 22

8
o

n

da
f f  

    
  ‖ ‖ ，

矛盾。

情况 2：存在 nG 的子列，不妨仍记作 nG ， nmG
4


 。下面将证明从某一项开始

存在
2nmE 

 。若 nmE
2


 ，且
4nmG 

 ，存在 1
n nG G ，使得

*( \ )
4n nm E G 

 。

定义：
1 1

2 1 1

(0, )

(

,

4
) \ ( \ )

n n

n n n n

H

G

p

p EH










  。

由于：

(1) 若 1\ \n n n nt GE E G  ，则 ( )
4np
   ° 且 1

nt H ，

(2) 若 21 1 )(0, ) \ (\ ,
4n n n npH H p    1( \ )n nE G ，则 | ( ( ) ( )) |

4n nl f t f t 
  ，

(3) 若 1
nt H ，则 ( ( ))

4
| |n nf f tl 

  ，

证明： (1)(2)是显然的。 (3)的证明：若 (3)不成立，则存在 1
0 nt H ，使得

0 )| ( ( ( ) |)n nf t f tl   ，则 1 )| ( ( ) ( )) | (
8n nl f t g t t H

   。由

,

, ,

, ,

,

2
1 1{1 ( )} {1 ( )}

{1 ( ) ( )}

1 {1 ( ( ))},

o
n

n n
n

n n
n n

n n n

n n
n

f f

k f kf
k k
k k k kkf k f
k k k k k k

l f f
l

 

   

   

 

 

 



 

   


  

 

  

‖ ‖ ‖‖

即
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1

,

0

0

2 1 ( ( ))

( ( ))( ) ( )

( ( ))( ) ( )

( ) ( )
8

2 1,

n

n

n n n

n n n

n n nH

p

n

l l f f

l f f t t

l f f t t dt

t dt

l

 

  

  

 



  

  

  



 






矛盾。故(3)成立。由于不等式

11 2

1

, , ,

*4
, \0

*4
, \0 0

12 [1 ( (| | | |))]

1 1 [ ( | |) ( ) ( (| | | |) ) ( ) ( )]

1 1 [ ( | |)( ) ( ) ( (| | | |) ) ( ) ( )

n nn n

n n

n n n
n

n n n n nE GH H
n n

n n n

O

n n

O

E G
n n

f f l f f
l

l f f t dt l f f t t p
l l

l f f t t dt l f f t t p dt
l l

     



 



 



     

     





    

      

      



 

 

‖ ‖ ‖‖

1 2 ,(0, )\ \

4
, 0

2
0

4 4
, 0 0

4
, 0

,

( | |)( ) ( )]

1 1 ( ( )) ( ) ( )

( ) ( )
8

( ) ( ) 2 ( )
2 8

1 ( )
2 2

n n
n nH H

n n n
n n

n

n n n

n n

O

O

n
O

l f f t t

l f f t p dt
l l

t p dt

f f t p dt t p dt

f f t p dt

f f

 



 



 

 



 

 

  

   

 

    

 




 

    

 

       
 

     
 

  







 



‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖
8 2 4Mp

        
   

成立，由于 , 2O
nf f   ‖ ‖ ( )n ，于是存在 0n 使得：

0 , 2
16 2 4n

O
Mf f p 

            
   

‖ ‖ ，

则

2 2 ,
16 2 4Mp
           

   
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矛盾，所以
2nmE 

 。

定理 3.4.2：设是一个N 函数， ,
O
  是紧局部一致凸的当且仅当 2 2   且

 严格凸。

证明：

先来证明充分性。取 nf ， ( )f S X ， , 2O
nf f   ‖ ‖ 。接下来要证明 1{ }n nf 



在 ( )S X 上是紧的。取 ( )n nk K f ， ( )k K f ，则 nk 必存在一个柯西列。由于

, , ,| | | |O O O
n m n n m m n n m mk k k f k f k f k f         ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ，

只需证明

,,
lim 0n n m m

O

m n
k f k f  

 ‖ ‖ 。

任意 0  ，存在 0M  ， 0n ，使得

1 ,{ :| ( )| }nt

O
n f t

M

f   


‖ ‖ 。

由于
0

( )t dt


  ，故存在 0  ，使得对任意 , 1Oz   ‖‖ ，存在

1{ :| ( ) | }m t z t
M

  。

取
1(0, )

2M
  ，满足

(0,2 ) , (0,2 ) ,, 2O OM         ‖ ‖ ‖ ‖ ,

由引理 3.4.1，存在 1N ，使得

{ :| | }n n m mm t k f k f     。

对于任意 ,m n 1N ，定义：
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{ :| | },
{ :| | },

1{ :| | },

1{ :| | },

{ :| | },
{ :| | }

n

m

n

m

n n m m

n n m m

A t f M
B t f M

C t f
M

D t f
M

E t k f k f
F t k f k f




 

 

 

 

  

   。

显然成立以下关系

(0, ) (( ) \ \ ) (( ) ) ( \ \ ) ( \ \ )
(( ) \ \ ) (( ) ) ( \ \ ) ( \ \ ),

A C F B A C D E A C E C D F A B
B D F A B D C E B D E C D F A B

          
         

且当 ( ) \Ct D E  时， )| | 1(
2m M

x t  ， )| | 3(
2n M

x t  ，故对于任意 0,m n n ，有：

, , , , , \ \ ,

( )\ \ ( )\ \ ,

\ \ , ( )\ \ ( )\ \ ,

\( )

( )

( )

4

n n m m n n A m m B n n C m m D n n

O

m m E C D

O
n n F B A C m m F A B D

n m F A B n n D E A C m m C E B D

R

O O O O O O

O

C D

k f k f k f k f k f k f k f k f

k f k f

f f k f k f

d

           

 

   



    

 

  

 

 

 



      

 

   

 

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ , (0,2 ) , , ,2 3 3

(12 1) ,

O
m

O
D n C

O OM d f d f

d
         



  

 

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

由此得到 ,,
lim O

n n m mm n
k f k f  

‖ ‖ ，故

, , ,| | | | 0 ( , )n m n n m m n n m
O

m
O Ok k k f k f k f k f m n           ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

所以有

, ,

, ,

, ,
| ,

1

1 1

|1

n m n n n m
n

n n m m m

n

O O

O O

O O

m n m
n n

n m
n n m m m

n

f f k f k f
k

k f k f k f k f
k k

k kk f k f f
k k

   

   

   

  

   


  

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖
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即 ,,
lim 0n m

O

m n
f f  
 ‖ ‖ ，因此{ }n nf 在 ( )S X 中是紧集。

必要性：首先证明 2  。若 2  ，由[4]中的定理 2.3，存在递减函数 f

1

*
[ , ]

1
k kk t t

i
f u f







  ，

且 ,
1( )
2

f   ，当 1  时， , ( )f    ， , , 1Of f    ‖‖ ‖‖ 。取
,

O

fg
f  


‖‖

，

1[ , ]
1

1
k k

n

n k t t
k

Og u
f






 
‖‖

，故对于任意 ,
Of   ‖‖ ， , , ( )( )ng g       ，对于任

意 ,
Of   ‖‖ ， , ( )ng   ，因此：

, , , ,0 0

1 11 inf [1 ( )] inf [1 ( )] 1n nk k

O Og kg kg g
k k        

 
      ‖ ‖ ‖‖ ，

此时 1
2

On O
n

g g g
 ‖ ‖ ‖ ‖ 。由于 ,

,

( ) 11
n

O

g g

f

 

 






‖‖

， ,

,

( )1
n

O

g g

f

 

 

 


 

‖‖

( 1  )，

故 ,ng g  ‖ ‖ =
,

1
Of  ‖‖

，有 , ,
,

1O
n n Og g

f
g g    

 

  ‖ ‖ ‖ ‖
‖‖

，矛盾。

再来证明 2  的必要性。若 2  ，即 2  ，存在 1{ }n nu 
 ， nu 是单调递

增的， lim nn
u


 ，且满足：

1[(1 ) ] 2 ( )k
k ku u

k
   ，

再定义 kt 如下：

0

1( ) ( ) ( ) ( )
2

kt

k k k ku t dt u W t    ，

显然 kt 是单调递减的，取 nf ：

1

( )n

n

l

n k l
f u t dt



  ，
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其中
1

:n k

n

i
l t



 ， 0 0l  ， nf 的重排 *
nf 如下所示：

*

0
( )kt

n kf u t dt  ，

因此

*
,

1( ) ( ) ( ) 0 ( )
2n n n nf u W t n      ， (3-5)

但是

*
,

1 1((1 ) ) ((1 ) ) ( ) 1n n nf u W t
n n      ，

除此之外，m n 时，{ }n nf 是互不相交的。取
,

( )
1 ( ( ))

n
n

n

q fg
q f 




使得

* *
, 0

( )n n nf f g t dt  


 ‖ ‖ ，

{ }n ng 也是各项互不相交的。将 1f 单位化，用 1
ef 表示，即 , 1( ) 1ef   。对于

1n  ，由于

, 1 , 1 , 1 , ( )( ) ( ) ( )
n

e e e
n ff f f f              ，

即

, 1( ) 1 ( )e
nf f n     ，

由于

* * * *
1 10 0

* *
1 10

lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) ( ) ( )

lim ( ) ( (supp )

2,

)

e
n n n nn n

n
e

n

g g f f t dt g t f t t dt

g f t m f dt

 



 

 





  

 



 



我们得到

1 , 2 ( )O
ng g n    ‖ ‖ ，

但 1{ }n ng 
 显然不是紧集。

最后，将证明严格凸的必要性。设 非严格凸，存在区间 [ , ]a b 使得 在
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[ , ]a b 上有:
Au b   ，

由中值定理，存在 0s ，使得：

0( ) ( ) 1A W s  ，

定义 0f 如下：

00 [0, ]2 sf a b 
 。

下面寻找下一项，取 1s 满足：

0

0 0

1( ) ( )
2

s
t dt t dt 


  ，

再定义 1f 如下：

1 1 01 [0, ] [ , ]s s sf b a   ，

对上述 1f ，有以下关系式

1 1 0

0

*
, 1 [0, ] [ , ]0

0

0

( ) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )
1

s s s

s

pf p b a t dt

A t dt

A W s

     

 




 










成立，这说明 11 ( )K f ，再由引理 3.2.2，有以下等式
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1 1 01 , , [0, ] [ , ]

1 0 1

0 0

0 0

0

0 ,

1 ( )

1 ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]
1 11 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 [ ( ) ( )] ( )
2

1 ( ) ( )
2

O

O

s s sf b a

b W s a W s W s

b W s a W s

a b W s W s

a b W s

f

   

 

  

 

 





  

   

  


 


 



‖ ‖

‖ ‖

成立，再定义：

2 2 1 1 3 3 02 [0, ] [ , ] [ , ] [ , ]s s s s s s sf a b b a       ，

由于

2 2 1 1 3 3 0

1 1 0

*
, 2 [0, ] [ , ] [ , ] [ , ]0

[0, ] [ , ]0

0

( ) ( ( )

,

) ( )

( ( ))

1

( )

( ) ( )

s s s s s s s

s s s

pf p a b b a t dt

p b a t dt

A W s

       

   







   

 








此时 21 ( )K f ，故

2 2 1 1 3 3 0

*
2 , [0, ] [ , ] [ , ] [ , ]0

1 0 1

0

1 ,

0 ,

1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]

1 ( ) ( )
2

s s s s s
O

O

O

s sf a b b a t dt

b W s a W s W s
a b W s

f

f

 

 

 

     

 




    

   


 







。

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

再来寻找下一项。取 4s 为 2[0 , ]s 的中点， 5s 为 2 1[ , ]s s 的中点。定义

4 4 2 2 5 5 1 1 3 3 03 [0, ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]s s s s s s s s s s sf a b a b b a           ，

用同样的方法验证，
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, 3( ( )) 1p f   ，

且有

3 0 ,0, 1 ( ) ( )
2

O Oa bf W s f    
  ‖ ‖ ‖ ‖ ，

利用相同的方法，得到序列
0 ,

{ }n
nO

f
f  


‖ ‖

。若m n ，有以下关系式：

, ( ( )) ( ) ( ) 1
2

n m
o

f fp A W s  


  ，

我们得到：

, 1 0 1
0 0

0

0
0

1 {1 ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]}
2

1 ( ) ( ){1 ( )}
2

1 {1 ( ) ( )}
2

1,

O
O O

O

O

n m

o

f f b W s a W s W s
f f

a b W s
f

a b W s
f

   

 




   


 


 



‖ ‖
‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

即

,
0

2n m
o

Of f
f  


‖ ‖
‖ ‖

。

又因为：

1
,

, 0 ,

1( ) ( ) ( ) 0
2

n m
O O

f f sb a W
f f 

   

 


  
‖‖ ‖ ‖

，

矛盾，故严格凸。

定理 3.4.3：设是一个N 函数， ,
O
  是局部一致凸的，当且仅当 2 2   且

严格凸。

证明：必要性的证明是显然的。由于 ,
O
  的局部一致凸性蕴含严格凸性，充分

性的证明是显然的。

万方数据



哈尔滨理工大学理学硕士学位论文

- 39 -

3.5 本章小结

本章给出了赋Orlicz 范数Orlicz-Lorentz 序列空间 ,
O
  具有局部一致凸性，

紧局部一致凸性的充要条件，即 2 2   且 严格凸。在证明中，先给出

Luxemburg 范数的表达式：

* *
, , ,0

inf{ 0 : ( ) 1} sup{ ( ) ( ) ( ) : 1}Off f t g t t g       



    ‖‖ ‖‖ 。

若为N 函数，上式确界可达，即 * *
, 0

( ) ( ) ( )Of t g t t dtf  


 ‖‖ 。在证明过程中，

我 们 设 , ( ) 1f   ， 取
,

( )( )
1 ( ( ))

q fg t
q f 




， 最 终 证 明 了

* *
, 0

( ) ( ) ( )Of t g t t dtf  


 ‖‖ ，其中 ( )g t 的作用相当于支撑泛函。在证明 2  时，

通过这种方法，利用证明 2  的方法来证明 2  的问题。在证明严格时，

构造出了反例，该反例可以方便地解决Orlicz 函数严格凸的必要性问题。
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第 4章 赋Orlicz范数Orlicz-Lorentz函数空间的

一致凸性

4.1 引言

定义 4.1.1[2] 称Banach 空间 X 为一致凸的，若任意序列 ( )nf S X ， ( )ng S X ，

若满足 2n nf g ‖ ‖ ，能够得到 0n nf g ‖ ‖ 。

定义 4.1.2[2][3] 一致凸的另一种定义是:
任意 0  ，存在 0  ，任意 f ， ( )g S X ，若满足 f g  ‖ ‖ ，则

1
2

f g 
 ‖ ‖ 。

定义 4.1.3[2] 设 X 为 Banach 空间，若对于任意 0  ，存在 0  ，使得任意的

0 1, , , ( )kx x x B X  ，且 0 1 1kx x x k      ，有

 
 

     

     
*

1 0 1 1 1
0 1

0 1

1 1 1

, , , sup
i

k
k

f B X

k k k k

f x f x f x
x x x

f x f x f x







   
   



成立，则称Banach 空间 X 为 k 一致凸的 ( 1k  )。显然，一致凸性蕴含 k一致凸

性。关于Orlicz-Lorentz空间中的K一致凸性，读者可参考[18-19]。

4.2 ,
O
  的一致凸性

引理 4.2.1 设 2  ，对任意 1 0 ，存在 2 0 ，使得若 f ， g ( )K f ，

, 1
Of g    ‖ ‖ ，则 , 2( )kf hg    ，其中 ( )k K f ， ( )h K g 。
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证明：应用反证法，假设存在 nk ， ,( )nh S   ， , 1
O

n nf g    ‖ ‖ ，但是

,lim ( ) 0n n n nn
k f h g 


  ， 其中 ( )n nk K f ， ( )n nh K g 。 由于 2  ， 有

,lim 0n n n nn

Ok f h g  
 ‖ ‖ 。即

, , ,| | | | 0n n n n n n n n
O

n
O

n
Ok h k f h g k f h g          ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 。

由于 2  ，故存在 0K  ，使得

(2 ) ( ), [0, )u K u u    。

由于

, ,

,

, ,

, ,

( ( )) ( ( ) )
(| | | || |)

1 1(2 | |) (2 | || |)
2 2

( ) | | ( ),
2

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

h f g k f h g k h f
k f h g k h f

k f h g k h f

K k f h g k h f

   

 

   

   

 



 

 

    

   

   

   

由于 3n nf g  ‖ ‖ ，故存在 3 使得 , 3( )n nf g    ，于是有

, , ,

3
,

3

2( ) [ ( ( )) | | ( )]

2 [ ( ) ]
2

,

n n n n n n n n n n

n n

k f h g h f g k h f
K

f g
K

K

     

 

  






    

  



矛盾。

定理 4.2.2 N设 是 函数，以下条件等价：

(1) ,
O
  是一致凸的，

(2) ,
O
  是 k一致凸的，
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(3) 2  且一致凸。

证明： (1) (2) 显然，现在证明 (1) (2) 。由于 k一致凸的Banach 空间自反，

于是有 2 2   ，现在想用反证法证明是一致凸的。否则，存在 00 1  ，

存在 nu  使得

0
1((1 ) ) (1 ) ( ) ( )n np u p u n N
n

    。 (4-1)

取 1 2u  ，取 [0, ]n nG a 使得

0[ ( ( )) ( (1 ) )] ( ) 1
n

n n G
k p u p u t dt k       ， (4-2)

再取

0 0
1 [ ( ) (1 ) ((1 ) )] ( )

1 n
n n n n n G
k ku p u u p u t dt

k
     

  。

将 nG 分割为 0 1 2, , k
n n n nG GG G ，使得

1( ) ( )
1i

n nG G
t dt t dt

k
 

  ，对于 2,1,i k  ，

n，定义
1

0
0

0

0

1 [ (1 ) ],

1 [ (1 ) ],

j k
n n

j i
n n

k

n n nG G
jn

i
n n nG G

j in

x u u
k

x u u
k

  

  







  

  





容易验证 , ( ( )) 1i
n np k x   ，故 , ( ), 1i i i

n n n
O

nx p k x x   ‖ ‖ 。设 ( )
nn n Gp uv  ，

有 , ( ) 1nv   ，且：
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,
0 0

0

1
0 0

1

1 1 ,
1 1

1 [ ( ) ( ) (1 ) ( ( ))]
( 1)

1 1(1 ) [ ( ) (1 ) ((1 ) )] ( )
(1 )

1(1 ) 1

k k
i o i
n n n

i i

n n n n n n
n

n n n n n
n

x v x
k k

ku p u W mG u p u W mG
k k

ku p u u p u W mG
n k k

n

 



 

 





  
 

  


    


  

 ‖ ‖

。

令 ( 1) ( )n nc k W mG  ， 1 1( )n
nc

   ， 1
0[( 1)(1 )]b k     ,

由于 ( ( )) ( ) 1n np u W mG  ，故 1 1(( ) )
( )n n

n

p u
W mG

   ，因此，由公式(4-1)和

公式(4-2)可知：

0 0

0

0

1 (1 ) ((1 ) ) ( )
2(1 ) ( ) ( )
2(1 )( 1)

n n n

n n n

n n n

u p u W mG
u p u W mG
k c u

 

 

  

 

   。

定义 i
n

i
n n G
g   ， ,

i
ng  ‖ ‖ ， 1,2i k  ， n。定义 n ：

     

     

1 0 1 1 1

0 1

1 1 1
k

n n n n n n

n

k k k k
n n n n n n

g x g x g x

g x g x g x




 

   



，

第一列的相反数加到其他列，然后按第一行展开可得：

0 0 0
3 3

0 0

( )( ) ( ) ( )
( 1) 2(1 ) ( 1) 2(1 ) ( 1)

k k kn n n
n

n n

u W mG
k k k k d k

   
 

   
    

，

其中 d的定义如公式 (3)所以。这表明此时 ,
O
  不是 k一致凸的。

(3) (1) ：任取 f ， ,( )Og S   ，且 , 1
Of g    ‖ ‖ 。因此，由引理 4.2.1，存在 2

使得对于 ( )k K f ， ( )h K g ，有 , 2( )kf hy    ，由于一致凸，所以 2  。
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由引理 3.2.3，存在 1d  ，使得

,sup{ : ( ), 1}od l l K f f    ‖‖ 。 (4-3)

假设

min{inf , inf },

max{sup ,sup },

k ha
k h k h
k hb

k h k h


 


 

显然， )[ (, ] 0 ,1a b  。由于 2  ，存在 K 0 ，使得

(2 ) ( )du K u  。

由 于  一 致 凸 ， 存 在 0  ， 使 得 对 于 任 何 [ , ]a b  ， 任 意

,u v , 2 max{| |,| |}|
4

|u u vv 
 ,有：

( (1 ) ) (1 )[ ( ) (1 ) ( )]u v u v            。

对于给定的 ,f g，存在一个保测度变换 ： *( )supp f g : ( )supp f g ，使得
*( ) ( ) ( ( )) ( ( ))f g t f t g t    。

令

2{ [0, ) :| ( ( )) ( ( )) | max{| ( ( )) |,| ( ( )) |}
4( 1)

T t kf t hg t kf t hg t
d
       


，

因此

* *
, 0

*2
0

2
, ,

2

2

2

[(( ( ( )) ( ( ))) ) ] [(( ( ( )) ( ( ))) ) ] ( )

[( ( ( )) ( ( )) ) ]
4( 1)

[ ( ) ( )]
4( 1)

( 2)
4( 1)

(2 2)
4( 1)

,
2

c c

c

T T

T

kf t hg t kf t hg t t dt

kf t hg t
d

kf hg
d

k h
d

d
d

 

   

        

    

  











  

 


 


  


 








(4-4)

且有
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, , , ,

, , ,

* * *

0

*

2
1 1{1 ( )} {1 ( )} [1 ( ( ))]

( ( ( )) ( ( )) ( ( ( ) ( ))) ) ( )

( ( ( ( ))) ( ( ( )))
c

o o o o

T

f g f g f g
k h khkf hg f g

k h kh k h
k h h k khkf t hg t f t g t t dt
kh k h k h k h
k h h kkf t hg t
kh k h k h

       

       

   

   





     


      




   
  


 

 



‖ ‖ ‖‖ ‖‖ ‖ ‖

*

( ( ( )) ( ( ))))) ( )

( ( ( ( ))) ( ( ( )))

( ( ( )) ( ( ))))) ( )

( ( ( ( ))) ( ( ( )))

( ( ( )) ( ( )))) ( )

)

1( ( (

(4 5

(

cT

T

kh f t g t t dt
k h
k h h kkf t hg t
kh k h k h
kh f t g t t dt
k h
k h h kkf t hg t
kh k h k h
h kkf t hg t t dt

k h k h

kf t
k

  

   

  

   

   

  



 



 
 

 



 
 






 









*
2

1))) ( ( ( ))))

2 (( ) ( )) ( )

T

T

hg t
h

f g t t dt
Kd

 

  



 



 。

再由 2
, [( ( ( )) ( ( ))) ]

2cT
kf t hg t 

     ， , 2( )kf hg    ，有以下不等式

2
, [( ( ( )) ( ( ))) ]

2Tkf t hg t 
     。

因此有以下不等式：
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2
,

,

2
,

2
,

2 *
,

[( ( ( )) ( ( ))) ]
2

[ ( ( ( )) ( ( ))) ]

[( )( ( ( )) ( ( ))) ]

( ( ( )) ( ( )))

[( ( ) ( )) ],

T

T

T

T

T

kf t hg t

kh k h k hf t g t
k h h k

K k h f t g t

K f t g t

K f t g t

 

 

 

 

 

    

   

   

   

 

 

 
 


  

 

 

即

* 2
, 2[( ( ) ( ))

2Tf t g t
K 
   。

易证，存在 3 0  使得

*
3[( ( ) ( )) ] ( )

T
f t g t t dt    。

由公式(4-5)，

3
, 21

2
Of g

Kd 


 ‖ ‖ ，

证毕。

4.3 本章小结

本章在 ,
O
  对偶空间刻画仍然不清晰的情况下，证明了 ,

O
  具有(k)一致凸

性的充要条件为 2  且一致凸。
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第 5章 赋Orlicz范数的 Orlicz-Lorentz函数空间

的强端点与中点局部一致凸性

5.1 引言

定义 5.1.1[2] 设 A是Banach 空间中的凸集， f A 。若 2 f g h  ， ,g h A 能够

得到 f g ，则称 f 为 A的端点。

定义 5.1.2[2] 设 A 是 Banach 空间中的凸集。 f A 。若 2n nf g f  ，

,( )nd Af ， ,( )nd Ag ，能够得到 ( )n nf g n  ‖ ‖ ，则称 f 为 A的

强端点。

定义 5.1.3[2] 若 ( )B X 上所有强端点的集合等于 ( )S X ，则称Banach 空间 X 为中

点局部一致凸(MLUR)空间。

引理 5.1.4[46] 设E是一个具有法图性质的对称空间，满足 ( ) 0 ( 0 )/ Et t t    ，

则 ( )aE  是E的预对偶空间，并且 ( )aE  包含了每个定义在紧集上的有界函数。

关于Orlicz-Lorentz空间中端点与中点局部一致凸的研究，请参考[44-46]。

5.2 一般 Orlicz 函数生成的 Orlicz-Lorentz 函数空间的 Orlicz 范

数的表达式

定理 5.2.1 , \{0}Of    ，以下结论成立：

(1)若是一个 N 函数，则对任意 ,
Of   ， **k  。此时对于任意 ( )k K f ，

, ,
1 {1 }( )O

k
f kfI    ‖‖ ，
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(2) ( )lim
u

u B
u




   ，若
( )

0
( ) ( ) 1

m supp f
B t dt   ，则 **k   。此时对于任意

( )k K f ， , ,
1 {1 }( )O

k
ff kI   ‖‖ ，

(3) 情况 3 ( )lim
u

u B
u




  ， ,
Of   ，

( )

0
( ) ( ) 1

m supp f
B t dt   ，则 **k  。此

时 *
, 0

( ) ( )Of B f t t dt  


 ‖‖ 。

证明：

(1): 实际上，若 **k   ，则存在一个非负序列 { }n nk  ，满足 nk   且

*

0
( ( ) ) ( ) 1np k f t dt 


 。设 *

0 { : ( ) 1}t m t f t   ，有：

            
*

0 : 1 *
0 0 0 0

( ( )) 1
t m t f

n n n np k W t p k p k p k f      
 

     

同除 0( ) ( )nW t p k ，上式化为
0

( ( )) 1
( ) ( ( ))

n

n n

p k
p k W t p k


 。由于

( ( ))
( )

n

n

p k
p k


  ( )n ，

而
0

1 0 ( )
)( ( )n

n
W t p k

  ，矛盾。

(2):取 a R 满足以下条件：

0
( ) ( ) 1

a
B t dt  

显然，当 ( )m supp f  是，上述 a是存在的。若 (sup )m p f  ，此时可以取

(sup )a m p f 。由于 lim ( )
u

p u B


 ，故存在 0xu  使得
0

( ( )) ( ) 1
a

xp u t dt   。定

义 *( )
x

f
u
f

k
a

 ，可以得到 * *
, 0

( ( ) ) ( ) ( ) 1( )
a

f fp k f k f ta dt     。故显然有

**
fk k  。

(3)：假设 ( )B  且 ( )u   ( )u B 。则对于任意 ,g   ，满足 , ( ) 1g   ，

必有在R上几乎处处存在 ( )g t B 。因此，对于 g，我们有以下不等式成立
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* * *

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t g t t dt B f t t dt 

 
 

再定义 0 [0, ( )]m supp fg B ，有 , 0 0
( ) ( 1) )(g B t dt   


  ，且

* * *
00 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t g t t dt B f t t dt 
 

  ，

最终得到

*
, 0

( ) ( )Of B f t t dt  


 ‖‖ 。

5.3 ,
O
  空间中端点的刻画

为了给出一般Orlicz 范数生成的Orlicz-Lorentz 函数空间 ,
O
  端点的刻画，先来

介绍以下几个相关的结论。

引理 5.3.1[46] 设 E是一个具有法图性质的对称空间， ( ) 0 ( 0 )/ Et t t    ，则

( )aE  是E的预对偶空间，并且 ( )aE  包含了每个定义在紧集上的有界函数。

引理 5.3.2[18]若 2  ，且
0

( )t dt


  ，设{ }n nf 是 ,
O
  上的一个序列，且

1 2
1 2

, 2lim lim O
n nn n
f f   
 ‖ ‖ ，

则对于任意的 0  ，存在 ,M N，使得当 n N 时，有

{ :| ( )| } ,nn t f t M
Of    ‖ ‖ 。

证明：设定义在测度有限集上的简单函数 f 所构成的集合为 fL 。由于 2  且

0
( )t dt


  ，故 fL 在 ,

O
  中稠密。不失一般性，假设{ }n nf 是简单函数列且

( )npm sup f   。P. K. Lin 中证明了 { :| ( )| } , 2nn t f t Mf  
  ‖ ‖ 。由 Orlicz 范数和
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Luxemburg 范数的关系可知 { :| ( )| } ,nn t f t M
Of    ‖ ‖ 。

引理 5.3.3[56] 假设 0 ( )k K f ， 0 | ( ) | ( )Ak f t g t  ，其中 S  ， ( )g t S ， 1 2[ , ] 

是 ( )u 的最大仿射区间。 u b   ， 1 2[ , ]u   。设 A满足 2, ) : ( )[ A   ，

可令
1 2[ , ) ( )t dts     ，

1 2

*

[ , ]
( ) ( )M kf t dt

 
 


  ， 1N bs M   ，若mA 0 ，则

0N  。

证 明 ： 由 于 ( ( )) ( ) ( )p u u p u u   且 ( ) ( )p u a p   ， 1 2[ , ]a au 。 则

( ) ( ( ))u u p     ， 1 2[ , ]a au 。得 ( ( ))pb   ，则

   
 

 
   

 

 
   

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

*
, , ,

* *

, ,

*

, ,

( ( )) ( ) ( )

(

1

) ( )

( ) ( )
a a

N

p kf b t dt kf t dt

p kf t dt kx t dt

p kf t d

M

t b

s

dt

b

t

     

   

 

   

   

  



 

 

   



  



   
     

 

 

 

  
 

  
 

1 2
1 2

1 2

* *
[ , ),

* *

,

( ) ( ( )) (

0

(

( )

) )kf p kf t dt p b t dt

kf p kf t dt

  

 

   







    

   



 。

引理 5.3.4[17,54,56] 设 ,( )Of S   ，假设
( )lim

u

u
u




  ，或
( )lim

u

u B
u




   且

( )

0
( ) ( ) 1

m supp f
B t dt   ，若存在 , ), ( Og Sh   使得

2
f g h



，则

* * *1 1
2 2

f g h  。

证明：这是 Lorentz 空间中相关结论的推广。

定理 设是一个Orlicz 函数， ,( )Of S   ，
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(1)[49] 当
( )lim

u

u
u




  或
( )lim

u

u B
u




   且
( )

0
( ) ( ) 1

m supp f
B t dt   。则 f 是

,( )OB   的 端 点 当 且 仅 当 ,( )k s tf t S    或 Akf  ， 其 中 S  且

(( ) 0( ) )A Lm    。

(2) 当
( )lim

u

u
u




 或
( )lim

u

u B
u




  且
( )

0
( ) ( ) 1

supp fm
B t dt   ，则 f 是 ,( )OB  

的端点当且仅当 Af  其中 ( )( ) ( )m A L  =0。

证明：

(1) 的完整证明过程，请参考[56]。
(2) 的必要性：

首先证明 Af  的必要性。参考[11]中的定理 4，假设存在 0u  使得

A = { :| ( ) | }t supp f f t u  ， \supp f AB  均 具 有 正 的 测 度 。 对 于

( sgn( )) Ag f u f   与 h f g  ，我们有以下等式成立

 ( ) ( )*
, , 0 0

*

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1,

O m A m A

m A

Og h B f t u t dt B u t dt

B f t t dt

     




   





 


‖‖ ‖‖

且 0,min( )g h ‖‖‖‖ 。定义 1g
g
g


‖‖

，定义 1h
h
h


‖ ‖

，此时有 1g ， 1 1,( )h S  ，

且 11g h 。定义 1 1f g g h h‖‖ ‖‖ ， f 不是端点。

假设 | | Af  ，其中 A是一个勒贝格可测集， ( )m A  ，并且权函数 在

(0, ( ))m A 上是常数。设 B和C是 A的勒贝格可测子集，B C A  ，B C ，

且 ( ) ( )m B m C 。则对于 2 Bg f  与 2 Cz f  ，此时有
2

f g h



， g h ，

, , 1O Og h    ‖‖ ‖‖ ，故 f 不是单位球的端点。
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(2)的充分性：设 ,, ( ), Of hg B   ， Af  ，
2

f g h



， g h 。由引理 5.3.4

可以得到
* *

*

2
gf h

 ，

由 g h ，得 * *g h 。不失一般性，假设存在 0t 使得 * * *
0 0 0( ) ( ) ( )h tf gt t  。由

于 * *
0( ) ( )t g tg  对于 [0, )t mA 均成立。因此 , 1Og   ‖‖ ，矛盾。

5.4 ,
O
  的强端点与中点局部一致凸性

定理 5.4.1 设是一个一般 Orlicz 函数，则 0f 是 ,( )OB   的强端点当且仅当 2 

且 0f 是 ,( )OB   的端点。

证明：充分性

情况 1：
( )lim

u

u
u




 或
( )lim

u

u B
u




  且
( )

0
( ) ( ) 1

m supp f
B t dt   。

假设 0 2
n nff g

 ， nf ， ,( )O
ng B   且 , ,lim lim 1O O

n nn n
f g    

 ‖ ‖ ‖ ‖ 。由于 2  ，

只需证明 lim( ) 0n nn
f g


  。取 ( )n nk K f ， ( )n nh K g 。

情况 1： 0 ( )f s t ， )( ()s St  ， 0( )supp ft 。首先，需要证明{ }n nk ，{ }n nb 有

界。由于 ,( )OB   是弱*序列紧的，存在{ }n nf  的子列{ }
kn nf ，{ }n nh 的子列

{ }
k nnh ，存在 1 1,f g 使得

* *
1,

k k

weak weak

n nf f g  。
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故 1 , 1Of   ‖ ‖ ， 1 , 1Og   ‖ ‖ 且 1 1 02f g f  。由于 0f 是 ,( )OB   的端点，故 1 1 0f g f  。

显然，存在 1 2, 0m m  ，存在 0a  ，使得
2

1
0 ( ) 0

m

m
f t dt a  。由于

1 2[ , ]m m 属于 ,
O
 

的预对偶空间，以下等式成立

1 2

1 1
0lim ( ) ( )

m m

nm mn
t dt f t dt af


   。

因此，存在 1 2,  ，使得 1 2{ :| | }nm t G f     。若 lim nn
k


 ，可以得到

1
, 2 2 1 2

1

( )1 11 {1 ( ( ))} ( ) n
n n n

n n n

kI k f t k
k k k 

 
    


     。

矛盾。至此证明了 n{ }nk 与{ }n nh 是有界的。因此存在 1 2 (0,1),a a  ，存在

0d  ，使得

1 2,n n

n n n n

k ha a
k h k h

 
 

且

,1 n nk h d 

取
2 n n

n

o
n

n

k h
k h

k 


，由于
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, ,

* *

0 0

*

0

*

0

2
1 1 1 1( ( )) ( ) ( ( )) ( )

{1 ( ( ( ) ( ( )))) ( ) }

{1 ( ) ( ) }

{1

n n

n n n n
n n n n

n n n n
n n n n

n n n n n n

n n n n n n
n n

n n n n n n

n n

O

n

O

n

f g

k f t t dt h g t t dt
k h k h
k h h kk f t h g t t dt
k h k h k h
k h k h k hf g t dt
k h k h k h
k h
k h

   

   

  

 



 





 

   


  

 


  

 


 

 





‖ ‖ ‖ ‖

0 *
00

0 *
00 0

0 ,

( ( )) ( ) }

2 {1 ( ( )) ( ) }

2
2,

n

n
n

O

k f t t dt

k f t t dt
k

f  



 




 








‖ ‖

因此，由引理 5.3.2，我们得到对任意 0  ，存在 0M  使得

{ :| | } ,

{ :| | } ,

,
3

3

n

n

n t x M

n t x M

O

O

f

g

 

 













‖ ‖

‖ ‖ 。

对于任意的 0  ，令

1 2{( , , ) : | | , | | ,| | , [ , ]}F u v u M v M u v          ，

由于F 是一个闭集，且连续函数

[ (1 ) ] 1
( ) (1 ) ( )
u v
u v

  
  

 


 
，

因此，存在 3 0  ，使得

3
[ (1 ) ] 1
( ) (1 ) ( )
u v
u v

   
  

 
 

 
。

令

{ [0, ) , | ( ) | , | ( ) ( ) | }:| |n n n n n n n n nC t f M h g t M k f t h tk g        ，
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因此，对于 nC 中的任意 t，有：

( ( ), ( ), ) ,

( ( ), ( ), )

n
n n n n

n n

n
n n n n

n n

kk f t h g t F
k h
hk f t h g t F

k h







。

此时有

* *
, , 0 , 0 0

0 *
00

* *

0

*

( ( ) )

1 12 {1 ( ( )) ( ) } {1 ( ( )) ( ) }

1 {1 ( ( )) ( ) }

( (

( )

(

( )

) )

]

n n

n n n n n n
n n

n
n

n n n n
n n C n n C

n n n n n n

n n
n n

n n n n

O O Of g f k f t t dt h g t t dt
k h

k f t t dt
k
h k h kk f h

k h k h k h
h kf g t dt

g

k h

t t

k h

         

 

   

 

 



     

 
















 



‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

* *
3 0

* *3
0

{ ( ( )) ( ( )) } ( )

( ( ( ) ) ( ( ) ) ) ( )
n n

n n n n
n n n n

n n n n n n

n n C n n C

k h h kk f t h g t t dt
k h k h k h

k f t h g t t dt
d

   


    






 

 

 



 ，

因此有

*
, 0

* *

0

, , 0 ,

( ) (( ) ) ( )

( ( ( )) ( ( )) ) ( )

2 0( )

( )
n nn

O

n n n C n n n n C

n n n n

o
n n

O

k f h g k f h g t dt

k f t h g t t dt

f g f n

 

     

    

  





 

 

   







‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

成立，即

,( ) ( )
nn n n n C
Ok f h g n   ‖ ‖ 。

故存在 2 0N  使得 ,( )
3nn C

O
n n nk f h g  

 ‖ ‖ 对与任意 3n N 。最终得到，
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, { :| ( )| } , { :| | } , ,

,

( ) ( )

3 3 3

n n n n nn n n n n n t k f t M n n t h g
O O O O

M n n n n Ck f h g k f h g k f h g         

  



     

  



‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

且存在 3 2 1N N N  使得

, ,| | | | 2O
n n n n n n

Ok h k f h g         ‖ ‖ ‖ ‖ ，

故对于 3n N ，有

, , ,
1 1| | ( 2)n n n n n n n n n

O O

n

Of g k f h g k h g
k d            ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 。

情况 2：若 0 0: Akff  ，使用相同的方法

, ,

*

0

0 *
00

0 *
00 0

,

2

{1 ( ( ( ) ( ( )))) ( ) }

{1 ( ( )) ( ) }

2 {1 ( ( )) ( ) }

2
2

n n

n n n n
n n n n

n n n n n n

n n
n

n

O

n

n
n

n

O Of g
k h h kk f t h g t t dt
k h k h k h
k h k f t t dt
k h

k f t t dt
k

f

   

 

  

 

 







 


  

 


 

 











‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

，

故以下等式成立：

* *( ( ) ) ( ( )) ( ) ( [0 , ))n n
n n n n

n n n n

h kk f t h g t t mA
k h k h

     
 

。

由于 *( )n nk f t 与 * ( )n nh g t 是单调非增的，我们得到 *
1( )n nf tk  ，且 *

2( )n ng th  。显

然

* *( ( )) ( ( )) (0) 0 ( [0, ])n n
n n n n

n n n n

h kk f t h g t t mA
k h k h

     
 

。

万方数据



哈尔滨理工大学理学硕士学位论文

- 57 -

由于 *
n nk f 是非负的，这表明对于 [0 , )t mA 时， * *( ) ( ) 0n n n nf t h g tk   ，故

, 1 ,

, 2 ,

1( ),

1( ),

O
n

A

O

O O

A

n

f n

g n
   

   

 

 

  

  

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

于是有

1 2 )| 0 (| n    ，

因此，

, 1 20
( ) (| |) ( )

mA

n nf g t dt        ，

上式等价于 , 0 ( )O
n nf g n   ‖ ‖ 。

情况 2： ( )lim
n

u
u




 或
( )lim

u

u B
u




  且
( )

0
( ) ( ) 1

supp fm
B t dt   。在这种情况下，

证明过程与前文相似。

必要性：只需证明 2  的必要性。取 0 , , 0 0
0

}1 1 ( )1( ) {Of t f
k

k    ‖ ‖ ，若 2  ，

存 在 { }n nu  ， ( )n nu    ， ( ) 2 ( )n
n nu u  。 取 [0 , ]n nG d ， 满 足

1
2 ( )n n

n

G
u




 ， ( 1, 2...)n  。显然，{ }n nd 是有界的，故存在 0  ，对任意的

nt G ，有 0 (0 )| |f t   。取

0
0

0
0

( ) ( )

( )(

,

) ,

n

n

n
n G

n
n G

f

g t

ut f t
k
uf t
k





 

 

显然， 0( ) ( ) 2 ( )n nt g t ff t  。我们可以进一步定义 )) (( ,n nf t tf 
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0 [0, )\
0

0

( )

)( )

( )

(

n n

n

n
n G G

n G

uf t f t

f

k

tf t

 














由于

, 0 , ,

, 0 [0, )\ , 0 , 0 ,

( )

( )

( )
n n

n n

O O O
n G G

O O O O
n G G

f f n

f t f f f

t      

       

  

 






   

  

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

得以下关系式：

'

' ' '

,

, , , 00
0

*
0 00

0

0 ,
0

lim 1

1 1inf {1 ( )} {1 ( )}

1 {1 ( ( )) ( ) ( ) ( )}

1 ,
2

n

o
nn

n
O

O

n nk

nG

n

f

f kf k f
k k

k f t t dt u t
k

f
k

 

     

 

 

   









   

  

 

 

‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖

可得 ,lim 1o
nn
f  



‖ ‖ ，因此， , 1lim O

n nf  


 ‖ ‖ 。另外，

0 , , , ,1 1o o o o
n n nf f f f       

     ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 。

用相同地方法，得到 ,
O

ng   ‖ ‖ ，但是

, 0( ( )) (2 ) ( )

(2 ) ( )
12
2

1,

n
n n nG

n n

n
n

k f g u t dt

u W mG

   



 









得 , 0O
n nf g   ‖ ‖ ， 0f 不是一个强端点。
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定理 5.4.2 ,
O
  是一个中点局部一致凸空间当且仅当 2  且严格凸。

证明：充分性显然。参考定理 5.4.1 证明过程，可完成 2  必要性的证明。

下证严格凸的必要性。设 不是严格凸的，即存在[ ],a b 使得对于 [ , ]u a b ，

Au B   。由中值定理，存在 0 1 2 3 4, ,, ,s s s s s 使得

1 0

1
0 1 2 3 10

( ) ( ) 1, ( ) ( ) , 2 2( )
s s

s
A W s t st dt t d s s s        。

定义

1 1 3 3 00 [0, ] ( , [ , ]]2 s s s s sf bb aa    


 ，

对任意 n，将 2[0, ]s 以及 2 1[ , ]s s 均等分为 2n部分，定义

1 2 3 4 1 3 3 02 1 2

1 2 3 4 1 3 3 02 1 2

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ] ,

... ,

...
n n

n n

n A A A A B B s s s s

n A A A A B B s s s s

f b a b a b a b a

g a b a b a b a b

       

       




       

       

其中 nA ， nB 分别是 2[0 , ]s ， 2 1[ , ]s s 的第 n部分，有以下等式成立

, , , 0 0( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( 1)n np f p g pf A W s            ，

且

1 3

1

, , ,

0

0

0 ,

1 ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( )
2

n n n

s s

s

O O

O

f g f

b t dt a t dt

a b W s

f

     

 



   



  

  


 



 

，

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

然而

, 1( ) ( ) ( ) 0n nf g b a W s      ，

矛盾。
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5.5 本章小结

本章主要对 ,
O
  的端点，强端点，中点局部一致凸性进行研究。给出了 ,

O
 

中端点，强端点的判定准则。给出了 ,
O
  具有中点局部一致凸性的充要条件。
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结 论

本文主要研究了赋 Orlicz Orlicz-Lorentz范数的 函数及序列空间的若干几何

性质。这些研究能够促进Orlicz-Lorentz 空间相关理论的研究与发展，促进该空

间理论的应用， Orlicz同时也推广了经典 空间理论，具有重要意义。

在本文中，我们给出了赋Orlicz Orlicz-Lorentz范数的 序列空间的一致 Kadec-
Klee 性质，给出赋Orlicz Orlicz-Lorentz范数的 函数空间具有 ( )紧 局部一致凸性，

(k)一致凸性，中点局部一致凸性的充要条件，同时也给出了该空间端点以及强

端点的刻画。我们在证明Orlicz-Lorentz序列空间一致 Kadec-Klee 性质时，创新

性地使用 Lebesgue 滑变法来处理 可分序列。在研究Orlicz-Lorentz函数空间的

(紧)局部一致凸性时，由于该空间的对偶空间未知，我们求得了Luxemburg 范

数的新的表达式，通过该表达式找到了一个类似支撑泛函的函数，以便于在对偶

空间未知的情况下解决问题。同时在证明N 函数严格凸必要性时，给出了一个

重要的反例。该反例在解决相关问题时发挥了重要作用。在刻画该空间端点时，

给出了一般 Orlicz Orlicz函数生成的 范数的表达式，该表达式在研究一般

Orlicz Orlicz-Lorentz函数生成的 空间的几何性质时发挥了重要作用。

Orlicz-Lorentz空间还有很多值得研究的课题，如对偶空间的刻画，有兴趣

的读者可以参考 [9]。另外，尽管 Kaminska A 给出了赋 Luxemburg 范数的

Orlicz-Lorentz函数空间具有一致 Kadec-Klee性质的充分条件与必要条件，但是

未给出充要条件，同时，赋Orlicz 范数的Orlicz-Lorentz函数空间的Kadec-Klee性
质，一致 Kadec-Klee 性质也有待研究。该问题也具有一定的研究价值，感兴趣

的读者可以参考[46]。
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