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设�为��、 ���空间
，
�为�的子集

， � 〔 �，
如果有夕任�

，
满足

��
二 一 夕�卜 ������ 一 。 。

��

则称 ，为 � 在�中的最佳逼近元
，
记为 岁 � ��川��

。

一般将集值映射 �
、，�
洲，�� � 夕 二

��川���称为度量投影
，
特别将单植的度量投影称为最佳逼近算子

，
记为��

·

】�� 。

最佳逼近的基本问题是最佳逼近算子的存在性
、

连续性以 及最佳逼近元的判据
。

����年
，
�

�

����
、

�� �” ， ����年
，
�

�

�
�

��
·

��� 「“ ， ����年
，
�

，

������� �
�

曾证

得
�

对 �中任何闭凸集�
，
��� 】��均存在的充分必要条件是 � 自反

、

严格凸
，
但此 条件

并不蕴涵��
·

】��的连续性 。

本文在�
�����空间讨论上述问题

，
给出算子��

·

���
，
对于�

�����空间中任何闭 凸集

�
，
均连续的充要条件

，
得到最佳逼近元的判据

。

设 �为�。 。 峨空间
，
�称为具有�性质

，
乃指 二 ，‘

二二 。 ，

��二
。 �卜� ��二

。
���

，� 。 ���蕴 涵
， 召 ” ‘ 。 �” ” ��� � 具有�性质的严格凸空间称为�严格凸空间� �的子集�称为局部弱

列紧集
，
是指� 中任何有界叙列均有弱收敛子列 � 如果 �为光滑空间

，
�’���为二 〔 � ��养

��的支撑泛函
，
则对任意 ���

，
有

奋

�尹
�男

，
夕�二 ���

名琦 �

��， � 矛�】卜 �】 二 ��� �劣 ， ��侣 ��

这里�’ �二
，
��为范数卜��在 二 处沿方向 夕的�时��，二导数 �‘ ’ 。

��。 �
，
��。 �表示互余的 �函数� �伽�

， ��。 �分别为其右 导 数， ��
·

��
��， 】卜��、 、��分别

表示�
�����空间�盆上的�

�����范数与�。 二��，�乙，。，

�范数� ���肠�〔 ��”
表示��。 �对较大

的 肠 满足八
�
条件� ��咐严格凸是指 夕�的严格增

。

其他未说明的记号与术语 与 ‘ “ ’ 相同
。

最佳逼近元的判据

定理�
�

� 设��劲�〔 △�， ，�肠�连续
，
�为�六中凸集

， ，‘ 。 〔 �，，‘ 〔 �忠��
，
则关 于 ������

范数��
·

��
�。 。 � ��、 ��� 的充分必要条件是

�

对任意 ，。 〔 �，

丁
。 。。 。

�‘，一“ ，〕，“ ，。 “ ，一 。 。 “ ，，，。 。 九 ‘��“ ，一
“ ，，�‘� 。

���

� �

��
�

�
�

�� 收到来稿
。



��尹�左�
，‘�才�一 。 。�艺���〕�右�

�
�
�

这里 几满足

证明 必要性

首先证明
� 〔�言，

�卜��
�〕为光滑空间 ，

而且对 二 〔 �
。 ·

�二��矛�� 尸�无��〔 ��】����。��右�
款 劣 件 ��

，
其支撑泛函为

这里 ‘ � 。 ，
满足
�
。 ��，�‘ ���‘���〕“ ‘ � ‘ 。

对二 〔 �盆， 二 年 �，
由 『� ‘ ��

， �
��

�

���存在 几� �

��· �一士�
� �

�
�� 〔‘·�‘ ��“ ‘

� ���

对任意夕任〔�君，
�卜��

�〕� � ��普
，
�卜���

� �〕 ，

��万���
� ��

，
使得

使布寻

份
�，二，入， �

�产
�“，�“ ，�‘

���

�������
��不等式

，
有

� �

�
。 � 〔‘��‘���‘

、
丁
。 � 〔 “· “ ，〕汀‘ �

二 ��…，
一丁

�‘ ·�‘，、 �‘，�‘

�
。 ��、 �‘��“ 、

�
�“ ‘「‘ · “ ，〕“ ‘ �

于是

而
�

�王

丁
��〔、 “ ，〕“ · ‘

�
。 ‘“‘仁‘ · “ ，〕 “一 �〔、 �‘，〕 一 ‘· “ ，“ “ ，，“ ‘ 二 “

由��
� ” �不等式总有

� 〔无��矛�〕 � �〔万�云��一 无劣�活�万�矛�� �

便知于�上几乎处处成立

� 〔无劣���〕 � �「����〕 � ���忿�夕�芯�

从而由��� ��不等式成为等式的条件
�“ ’

����
，
几乎处处有

、 �，�� 、 �、
，

�二�，���。 、 �，二�，�或 二�，��
一

冬
。 �一、 �。�一�。 。 ，，、 �‘�， 顾及到 ，�，�的连续 性

，
上硒�

， “ “ 产 一 厂 、 ‘ “ �‘ 、 ‘ � � 尸 。 � “ ‘ “ “ �

抽
‘ “ 、 “ 产

无丫 、 �， “ “ � ’ 产 。 ， ‘ ’ ， 、 “ �

” 岁、

沐
户 ” 产

“ 一 � ‘一， “

从认
’ 五‘ ’ 目 一 ’川

两式合同
，
故有

夕���� 夕����二�������
，�二�云�

再���万�幼的任意性
，

便知「�盆，
�卜��

、，
�为光滑空间

，
而且

。 ’

�二��忿�二 夕�矛�� 尹�无�
��名���。�

�、二�添�

今设，�。 � ��。 ����关于�
�����范数卜��

、 ，
�

。

对任何�。 〔 �，
令

����� �� 一 下 �肠
。 � 丁之� 丁 〔 �� ，

�〕

由�的凸性
，
����〔 � 下 任��

，
�〕 。

再令

中���� ������一 �‘��
� 二 ���

�‘ 。 一 ，。 �� ��
，
��一 。 。 ���

�

则冲�
，�� 冲���

� 任 〔 � ，
��

。

�
。
己

�

���

丫 〔 �� ，
�〕

��



由子〔�岔
，
��

·

��
�〕光滑，

从而��
·

��
������、 二可微 �‘ ’ ，

故

。
�

��� 冲�� �一 劝��� 二

�����

一
兰乙� ���

，， � � 了呻 �

���
， 。 一 。 �� ��，�一 。 。

���
�

�

一 ��。
。 一 。 ��。

� �声�“
。 一 邵，

叨 一 肠 。
�� �，卜

“ 。 ， 。 ’

�肠 。 一 似��

这里�’�叹 。 一 的 为叹 。 一 倪处的支撑泛函
，
由 ���

，
有

���

犷�肠
。 一 ，�� 夕�无�。

。 一 二����。 �“
。 一 。 � ���

而
�

巨

�
。 �〔，�‘ ，。 �‘�一 。 。 “ ，，〕�‘ �

于是「����
、

���式得到

�
�

〔、 。
�，�一 �。�才�〕��、 �，，�，�

，

一 ， 。
�，����。 ，、�。 �‘�一 肠 。 �‘��、 ‘�

充分性

因为肠 一 “ 。 今 �
，
而且

奋

丁
��〔，�‘ �“ �‘，一 。 。

�‘，，，〕�‘ �

由 �日 ’ �������
·

��
，
我们有

“ 一 肠 。
��一�

。
卜‘�‘�一 。 。 �‘��，�“ �。 �。�一 、 。

�‘����‘

于是对任意的切 〔 �
，
由广义 ����衅不等式

，
井顾及到已知条件 ���

，
便有

��肠 一 、 。
��
入�·

�
。 〔二�‘�一 、 。 �‘�〕，�‘ �” ���一 、 。

�。�，�。 。 ” �、 ��一 二 。 ，

�。��‘ 。

、
�
。 〔·“ ，一�‘，〕，�‘ 一�‘�一

。 �‘����，临�肠�。�一
。
�，��“，

����卜
，。��

�

��尹�无�肠 一 哪 。
����

�� 、 二 ��倪 一 ‘ ��从

从而关于�
�����范数��

·

��
�， 肠 。 � ��。 ���

。

定理�
�

� 设��的 〔 △�，

川时连续
，
�为�盖中 凸 集

， 肠 。 〔 �， 肠 〔 �君��，
则关于

�，������ ��范数�】
·

��‘
� �二 。 � ��、 ���充分必要条件是

�

对任意叨 〔 �

�
。 〔哪 。

�‘，一“ ，〕，
�
�。 �丢�一 。 。

�‘��
��。 一 �� 。

��
、� 、 �

。 。 。 �。 �‘�一 。 。
�‘，��‘� “

���

证明 必要性
�

因为夕�。 �连续
，
由 �“ ’ ������

�

��
，
便知空间〔�盆

，
�卜��

� 〕严格凸
。

但��“ �〔 △�，
从

而 〔�盆， 】卜】��� �」� � 〔�岔
，
��

·

��
� 〕 ，

于是由对偶性 日 ’ 〔�盆，
�卜���

� �〕为光滑空间
。

如果， 。 � �伽 ���
，
则“ 一 舫 。 今 。 ，

注意到 ��“ � 〔 八� ，
由 汇“ ’ �����

，
�

�

�
�

��
，

便知

�“ 一 哪 。
�

肠 一 ， 。
��
、 � 、 �

。 �，

取 入� �，
使得



由入��肠�任△�，
推知

�
‘，
��恶流�…�

� 七 ‘

�
。 �〔业箫�兴」“

�

于是由广义 ����衅不等式以及�
����不等式成为等式的条件

，
我们有

�
�〔·�咨卜

乞‘ 。 �‘�〕入，
�架瑞黔

一

�
，。 ·�·�‘，

一
�‘�，“ ‘

�

、、��产、 ��健卜 ， 。
��
�· 、

��
入，
�
�， 一 二 。

�
��肠 一 舫

。
��
�� 、

公 � ���卜 “ 。

下

，“ 卜�、 入

�
� �

�
��〔， �，。�￡�一 肠

。
�名��

��肠 一 ” 。
��
、� 、 �」“ ‘�

、于」孟心肠才
，����、、了��

口
�������产

��
、

�

人、��
�

“ ��，‘ 一 肠 。 �
。 �〔， �忱�云�一 肠 。

�‘��

��。 一 劲
。
��
、� 、

』，，。一
。
��
汇�，、 入

�
�，��云�一 ” 。 �云��

��肠 一 ” 。
��

、 � ，

。
�」叨兰竺

，丝止、、 。

一 、 �】肠 一 见‘ ���‘�� ，

�

�
�〔肠�‘卜

肠 。 “ ，〕入，
�
�肠�‘�一 舫 。

�才��

��公 一 劲
。
���

� 、
��，乞�肠�舌�一 肠 。

�云���乙‘

��
�

����
、
���得知

��

一一�
�〔·�‘�
一

�‘�〕‘，
�
�“ �乙�一

�‘ 。 ����
创， 舫 一 舫 。

��
、� 、 �

。 。 。 �。 �‘，一 ， 。 �‘，，�‘

���

���

����

对任意的叨 〔 �，
与 ��� 同理可证

�
。 〔叨�‘卜一�‘�〕、，�邻兴石耀 ��，毛�乙乙

。
�云�一 健芯�����云

� ���
�叶 �

一 ” �� 丁�。 一 肠 。
���

毛� 、 一 �】肠 。 一 。 �】、
� 》

� �������

再由 入� � ，
便知 ���成立

。

充分性

因为 ��，‘�〔 △�， 肠 一 肠 。

丫
、 ��， 一 舫 。

���
� �
任�盆

，
再次由 �。 ’ �����

，
�

�

�
�

�� ，
便 有

。 、 入一

�…，���
� 一 肠 。

�
��、 一 肠 。

��
。�

，

，�
� �

� 。 。

再山 ����的同样推理
，
得到

�了



�。 一 ，。 。 ，，【 · 、 �

丁
、�〔舫�‘卜

乞‘ 。 �‘��‘，
�
�。 ���

】
一 拐 。

�活��

��倪 一 ，‘ 。 ��
�� 、 �

�，。 �。 �‘�一 。 。
�‘，，�‘

对任意、 〔 �，
由广义����

�� 不等式
，
井顾及到 ���

，
我们有

��倪一��
气

一�
� 〔，�‘�一矛。 �‘��〕‘ �

�
【吁�‘�一 肠 。

�右��

��、 一 、 。
��

、� 、
��几�叹�云�一 肠 。

�沂���活

�
丁
� 〔�。 “ ，一“ ，〕入，

�气黔云汗黔
一

�
�、 ��‘�‘

�云�一 怀 。
�肠���云

、 ��肠一��
�·，

�卜
，
�

�。 一 。 。
�

肠 一 悦 。
��
、 � 、 ���

� ‘�“ 一 叨��
‘� ’

即舫 。 � ��，。 ���

推论�
�

� 如果��” �任△�，
尹�的连续

，
�为�盖沟线性子 空 间

， 肠 。
任�

， ” 〔 �盖��，

则关干�
����范数卜��

� ， 肠 。 � 夕�、 ���的充分必要条件是
�

对任意�任�
诊

。 ，�云�尹�无�。 �云�一 、 。
�协���。夕

，，�二�活�一 ，�。 �娇��了活� �

这里 无满足

丁
。 �〔，�‘ �。 �‘，一

�‘，，，〕“ ‘ �

证明 必要性

因为�为线性集
，
从而为凸集

，
由定理 �

�

�
，

�
�〔。 。

�‘�一 。 �‘�〕，�、 �。 �‘�一
。
�。��

�
��〔，�“ �舫�‘�一 。 。

�‘���〕“ 二 �

对任意� 〔 工， ，
我们有

����乞�它‘�乙�一 ， 。
�乙���弓乙� � ����

这里 无满足

����

由�的线性
， 肠 。 〔 �蕴涵 。 二 哪 。 一 “ 。 〔 �， �倪 。

任�
，
从而在 ����中

，
将 。 分别换为 �

与�，
。 ，
不等号不变

，
从而

于是由 ����

����

又因 一 叨 〔 �，

丁少
。 �‘�，。‘ �肠�‘�一

�‘���
名。 ，��舫�‘�

一
�‘，��‘ � �

，
有

�
�叨�‘�，�“ �、 �，，一

�‘�、，�。 �毛‘。 “ ，
一

�‘，，“ ‘簇 �

在 ���� 中将 二换为 一 。 ，
不等号不变

，
于是

�
���，�，�‘ ��肠�‘�一 ， 。 “ ，，，。，几 ‘。 �‘，一 “ 。 “ ，，�‘ � 。

顾及到 ����
，
便知必要性得证

。

充分性

山已知条件与定理 �
�

�立得
。

推论�
�

� 设����� 〔 △�，
尹�。 �连续

，
�

，

为�盖的线性子 空 问
， ��。 任�

， 、 〔 �瑕 ��
� ，
则

关于�“ 却
，�乙劲��范数�卜���

� �二 。 � ��舫 ���的允分必要条件是
�

对任意元切 任�



�
� ，。 �，�，�

� � 、

�肠�‘�一 。 。
�活川

。 一 “ 。
��
、� 、 �

�。 。 �，。�，�一 ， 。
�，��“ 。 � 。

证明 由定理�
�

�， 类似推论�
�

�立得
。

推论�
�

�� �� 若�为�
，〔 � ，

�〕 ��� ，� �� � 中凸集
，
则甲

。 〔 �为�〔 � ，
在 �中最

佳逼近元的充分必要条件是
�
对任意甲任�

��
〔甲 。

��卜 甲�。�〕 ���‘，一 、 。 “ ，‘卜 且�。 �毛‘�“ ，一 甲 。 “ ，，“ ‘� ”

证明 由定理�
�

�， 井注意到��的
�
�川

”
�夕

��� 夕� ���
，
立得

。

� 最佳逼近算子的连续性

份
引理�

�

� 设 �为�严格凸的�。 、���空间
，
�为� 中局部弱列紧闭凸集

，
则最佳逼近

算子��
·

���存在且连续
。

证明 因为�为局部弱列紧闭凸集
，

��处处存在
。

下面证其连续性
。

设 劣 、 � 。 〔 � �临 � �， �， …� ，

范数卜��严格凸
，
由熟知的 结 论 �‘ ’ ，

算子���

亿 儿 一 劣

����二臀���一 �恤 �����不收敛于 。

无碍于一般性
，
设

” � �“ ” �� �
，
似定

�怜一
����

����
二 。
���一 ��

�
������ 。 。� � �，乞 � �

，
�

，

����

由于

】����� 。
���一

二 。
��

、
�
���������

一 式

��】��二 。
���一

。 �。

《 ��� 。 一川一� �

一 ����二 ���一 二】��
�卜 ����

二
���一 二川

，
当����

二 ，
���一 二 ，

��� ����二 ���一 二�】�

�卜 】���� �

���一 二�】�， 当����� 。
���一 二 ， 】������二���一 二��

�。、 令��� ����

从而���劣
，�

����为�中的有界序列
，
由�的局部弱列紧性

，
有子列 ���‘

。 、
����

，
使 得

�
’

�， 。 �
���
一

再由�为闭凸集
，
从而弱闭

，

�白 ����
，
以及

��，
� 、
���一 ‘ ，

� 任� �无今���

便知�〔 �
。

一
� 歹 一 侣

起
白�

�无令��� ����

注意到范数卜��的弱下半连续性
，
便有

��

从而由��二 ���

万

� 一 ‘
��成巨����

‘ 。 �
���一 � ，，、 ‘ ���一 二��

的唯一性
，
推知

� ��二 ���

����
、
����

，
应用�性质

，

����

�������

��
� ���，����

二 ，
���一 二 ，

��二 ����

便有



��‘
。 、
���一 ‘ ，

�

一
��‘ ���一 ， �无‘ ��乏

从而由‘ 。 、 ” ‘ �无” ���推知

��‘
� 、
���一

��‘ ��� ��” ���

与 ����矛盾
。

定理�
�

� 设 〔�盆，
�卜」��� �〕严格凸，

�为 〔�盆， �】
·

���
� �〕中局部弱列紧闭凸集

，
则最佳

逼近算子��� ���存在且连续
。

证明 因为〔�盆，
��

·

���
� �〕 严格 凸，

由 �” � �����
，
��

�

�
�

� �
，
��舫�〔 △�

且 严格

凸
。

再由 �“ �，
知〔�盆，

�】
·

����� 〕局部一致凸，
从而�严格凸

，
于是由引理 �

�

�， 知 定理结

论成立
。

定理�
�

� 下述命题等价

�����
·

���
，
对于任何闭凸集�二�盆

，
关于�

�����范数存在且连续
。

���� ��
·

���
，
对于任何闭凸集�二�盆

，
关于�，娜

�、 石” ��范数存在且连续
。

���������
、

��。 �〔 △�，
��“ �严格凸

。

证明 注意到 �����等价于〔�盆
、 】�

·

】��〕 �〔�效，

�】
·

���
� �〕� 自反

、

严 格 凸 �” ’ ，
从而

���今 �����
、

����今 ����� 自明
。

�����今 ����

因为〔�盆， 】�
·

】�‘ � 、 〕自反 ，
故�盆中任何闭凸集�均为局部弱列紧集

，
再由〔�盆，

��
·

����� 〕

的严格凸性与定理�
�

�，
便知 ���� 不谬

。

�����今 ���

由于〔�盆，
�】

·

�】�〕 自反 ，
严格凸

，
由 ��

� ，
��

�

��
， 〔�盆，

��
·

��
�〕局部 一 致 凸，

从而

�严格凸
。

再由〔�盆，
�卜��

� 〕的自反性 ，
知〔�盆，

�卜��
� 〕中任何闭凸集�均为局部弱列紧集，

于是由引理�
�

�， 立得 �协
。

心

、
场
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