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摘 要:众所周知，p一致凸性是 Banach 空间重要的几何性质，分别对赋 p － Amemiya 范数、Luxem-
burg 范数及 Orlicz 范数的 Orlicz空间的 p一致凸性做了细致的研究，得到了相关的一些结果和结论．
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Characteristics of p － uniform convexity in Orlicz spaces
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Abstract: It is well known that p － uniform convexity is an important geometric propery in
Banach spaces． The p － uniform convexity of Orlicz spaces which were respectively equipped
with p － Amemiya norm，Luxemburg norm and Orlicz norm were discussed in detail，and
some relative results and conclusions were obtained．
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1 引 言

自 1932 年著名波兰数学家 W·Orlicz 引入

Orlicz 空间以来，Orlicz 空间理论因其重要的理论

性质和应用价值得到了长足的发展． 关于赋 Orlicz
范数和 Luxemburg 范数的 Orlicz 空间的几何性质

研究的已近乎完善，而赋 p － Amemiya 范数 Orlicz
空间几何性质的研究刚刚开始． p 一致凸性是 Ba-
nach 空间重要的几何性质，本文将分别对赋 p －
Amemiya 范数、Luxemburg 范数及 Orlicz 范数的 Or-
licz 空间的 p 一致凸性做系统的的研究．

下面先给出一些基本概念:

设 X 是实 Banach 空间，B( X) 和 S( X) 分别表

示空间的单位球和单位球面．
映射 Φ: Ｒ→［0，∞］被称为 Orlicz 函数是指 Φ

是偶，凸，在 Ｒ + 上连续，仅在零点等于零的函数，并

且满足 lim
u→0

Φ( u)
u = 0，lim

u→∞

Φ( u)
u = ∞ ． 令 p ( u) 是

Φ( u) 的右导数． 对每个 Orlicz 函数 Φ，定义它的

余函数 Φ: Ｒ→［0，∞］，

Ψ( v) = sup{ u | v | －Φ( u) ∶ u≥0}

易知余函数 Ψ 也是 Orlicz 函数．
设( G，∑，μ) 是 δ － 有限的测度空间，μ 是非原

子且完备的测度，Lo ( μ) 表示所有定义在集合 G 上

的可测函数的全体，对一给定的 Orlicz 函数 Φ，在

Lo ( μ) 上定义凸泛函

IΦ ( x) = ∫GΦ( x( t) ) dμ

由 Orlicz 函数 Φ 所生成的 Orlicz 空间 LΦ :

LΦ = { x∈ Lo ( μ) ∶ IΦ ( cx) ＜ ∞，存在某个 c ＞
0} 及 Orlicz 空间 LΦ 的子空间:

EΦ = { x∈ Lo ( μ) ∶ IΦ ( cx) ＜ ∞，对任意 c ＞ 0}
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LΦ 通常赋以如下的 Luxemburg 范数:

‖x‖Φ = inf{ ε ＞ 0 ∶ IΦ ( x
ε

) ≤ 1}

或等价的 Orlicz 范数:

‖x‖0
Φ = sup{ ∫T | x( t) y( t) | dμ ∶ y ∈ LΦ，

IΦ ( y) ≤ 1}

在 Orlicz 空 间 中，Orlicz 范 数 与 如 下 的

Amemiya 范数是等价的［1］

‖x‖0
Φ = inf

k ＞ 0

1
k ( 1 + IΦ ( kx) ) ．

为简化记号，令

LΦ = ( LΦ‖·‖Φ ) ，L0
Φ = ( LΦ，‖·‖0

Φ ) ．

对于 x∈ L0
Φ，x≠ 0，记

k*x = inf{ k ＞ 0 ∶ IΦ ( p( k | x | ) ) ≥ 1} ，k＊＊x =
sup{ k ＞ 0 ∶ IΨ ( p( k | x | ) ) ≤ 1} ，

K( x) = ［k*x ，k＊＊x ］． 众所周知，

‖x‖0
Φ = 1

k ( 1 + IΦ ( k( x) ) 当且仅当

k∈ K( x) ［1］，对 t ＞ 0，令

p－ ( t) = sup{ p( s) ∶ 0 ≤ s ＜ t} ，且

p－ ( 0) = 0．
称 Orlicz 函数 Φ 满足 Δ2－ 条件( 简记为 Φ ∈

Δ2 ) 是指若存在正整数 K 和 u0 ＞ 0，使得对于 | u
|≥ u0，有 Φ( 2u) ≤ KΦ( u) ．

称 Orlicz 函数满足 2－ 条件 ( 简记为 Φ ∈
2 ) 是指它的余函数 Ψ 满足 Δ2－ 条件．

记 SΦ 为 Φ 的所有严格凸点构成的集合，即若

u，v∈ Ｒ，α∈ ( 0，1) ，且

αu + ( 1 － α) v∈ SΦ，则

Φ( αu + ( 1 － α) v) ＜ αΦ( u) + ( 1 － α) Φ( v) ．
在 LΦ 中引入如下泛函:

‖x‖Φ，p =

inf
k ＞ 0

k－1 ( 1 + IpΦ ( kx) )
1
p ，1 ≤ p≤ ∞

inf
k ＞ 0

k－1max{ 1，IΦ ( kx) } ，p ={
∞

事 实 上，‖x‖Φ，1 = ‖x‖0
Φ，‖x‖Φ，∞ =

‖x‖Φ，并对于任意的1≤ p≤∞，泛函‖x‖Φ，p 为

LΦ 上的范数，且所有的范数是互相等价的［3－7］，我

们称泛函‖x‖Φ，p 为 LΦ 上的 p － Amemiya范数，赋

予该范数的 Orlicz 空间记为 LΦ，p，并已知该空间为

Banach 空间［8－11］．

2 主要结果

引理 2． 1［2］ x∈ LΦ，

‖x‖L = ‖x‖Φ，∞ ≤ ‖x‖Φ，p ≤ ‖x‖Φ，1 =
‖x‖Φ ．

引理 2． 2［1］ 对一切 x∈ LΦ 有

‖x‖L ≤‖x‖Φ ≤ 2‖x‖L ．

引理 2． 3［1］ 若 Φ( u) ∈ Δ2，则ε1 ＞ 0，

δ1 ＞ 0，使得

‖u‖L ≥ ε1ρΦ ( u) ≥ δ1
定理 2． 1 对 一 切 x ∈ LΦ 有 ‖x‖L ≤

‖x‖Φ，p ≤ 2‖x‖L ．
证明 利用引理 2． 1 和引理 2． 2 可以推出此

结论．
定理 2． 2 若 Φ( u) ∈ Δ2，则ε ＞ 0，δ ＞

0，使得

‖u‖Φ ≥ ερΦ ( u) ≥ δ
证明 若对ε ＞ 0，有‖u‖Φ ≥ ε，利用引

理 2． 2 可以推出

‖u‖L ≥
1
2 ‖u‖Φ ≥

ε
2

因此，利用引理 2． 3 可以推出:

δ ＞ 0 s． t． ρΦ ( u) ≥ δ
定理 2． 3 若 Φ( u) ∈ Δ2，则ε ＞ 0，δ ＞

0，使得

‖u‖Φ，p ≥ ερΦ ( u) ≥ δ
证明 若对ε ＞ 0，有‖u‖Φ，p≥ ε，利用定

理 2． 1 可以推出:

‖u‖L ≥
1
2 ‖u‖Φp ≥

ε
2

因此，利用引理2． 3得出:δ ＞ 0，使得 ρΦ ( u) ≥ δ．
定理 2． 4 设 Φ 是 N 函数，Φ( u) ∈ Δ2，令

M( u) = Φp ( u) ，( p≥ 2) ． 若 Φ( u) 是一致凸的，

则赋 Luxemburg 范数的 Orlicz 空间( LM，‖·‖L )

是 p 一致凸的．
证明 由于 Φ 是 N 函数，所以由 N 函数的定

义 可 知: M 也 是 N 函 数． 赋 Luxemburg 范 数 的

Orlicz 空间( LM，‖·‖L ) 是 p 一致凸的当且仅当

对任意的 u，v∈ S( LM ) ，存在 c ＞ 0，使得对给定 0
≤ h≤ 1，有

‖ u － v
2 ‖L ≥ h‖ u + v

2 ‖L ≤ 1 － c( 2h) p

由于 Φ( u) ∈ Δ2，即K ＞ 2 和 u0 ≥ 0 使得

Φ( 2u) ≤ KΦ( u) ，( u≥ u0 ) ． 则 M( 2u) = Φp ( 2u)

≤ KpΦp ( u) = KpM( u) ，即 M( u) ∈ Δ2 ． 因此利用

引理 2． 3 可知: 要证本定理，只须证

ρM ( u － v
2 ) ≥ hρM ( u + v

2 ) ≤ 1 － c( 2h) p
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对于上述 h，选取 u0 ＞ 0，使得 M( u0 ) mesG ＜
( h － hp ) /2，并令

ε' = ( ( h － hp ) /2) 1 / p ． 由于 Φ( u) 是一致凸

的，即对上述的 u0，ε'，δ ＞ 0，当

| u － v |≥ ε'max( | u | ，| v | ) ≥ ε' u0 时，有

Φ( u + v
2 ) ≤ ( 1 － δ) Φ( u) + Φ( u)

2
因此

M( u + v
2 ) = Φp ( u + v

2 ) ≤ ( 1 － δ) p

Φ( u) + Φ( u) ) p

2p = ( 1 － δ) p

2p－1
Φ( u) + Φ( u) ) p

2
又由于 p≥ 2，

1
2 | α + β | p + 1

2 | α － β | p ≤| α | p + | β | p，

α，β∈ Ｒ，0 ＜ 1 － δ ＜ 1，从而有

M( u + v
2 ) ≤ ( 1 － δ) p

2
( Φ( u) + Φ( v) ) p

2 ≤

( 1 － δ) p

2 ( Φp ( u) + Φp ( v) ) ≤ ( 1 － δ)

Φp ( u) + Φp ( v)
2 = ( 1 － δ) M( u) + M( v)

2
即 M( u) 也是一致凸的．

对任意的 u，v∈ S( LM ) ，ρM ( u － v
2 ) ≥ h，记

G1 = G( max( | u( t) | ，| v( t) | ) ＜ u0 )

G2 = G( | u( t) － v( t) | ＜ ε'max( | u( t) | ，|
v( t) | ) )

G3 = G( | u( t) － v( t) |≥ ε'max( | u( t) | ，|
v( t) | ) ≥ ε' u0 )

因 ε' ＜ 1，由 G2 的定义及

1
2 | α + β | p + 1

2 | α － β | p ≤| α | p + | β | p，

α，β∈ Ｒ，有

∫
G2

M u( t)( )2
dt = ∫

G2

Φp u( t) － v( t)( )2
dt

≤ ∫
G2

Φp ε' | u( t) | + | v( t) |( )2
dt

≤ ε'ρ∫
G2

Φ( u( t) ) + Φ( v( t) )( )2
p
dt = ε'p

2p－1

∫ ( Φ( u( t) ) + Φ( v( t) ) p

2 dt

≤ ε'p

2p－1 ∫
G2

［Φp ( u( t) ) + Φp ( v( t) ) ］dt ≤

ε'p

2p－1［ρM ( u) + ρM ( v) ］ = ε'p

2p－2 ≤ ε'p

于是

h≤ ∫
G

M u( t) － v( t)( )2
dt≤ M( u0 ) mesG1 + ε'p

+ ∫
G3

M( u( t) ) + M( v( t) )
2 dt 从而

∫
G3

M( u( t) + M( v( t) )
2 dt≥ hp

由于 M 在 G1，G2 上是凸函数，在 G3 上是严格凸函

数，因此有

ρM ( u + v
2 ) ≤ ∫

G1∪G2

M( u( t) ) + M( v( t)
2 dt + ( 1

－ δ) ∫
G3

M( u( t) ) + M( v( t) )
2 dt ＜

ρM ( u) + ρM ( v)
2 －

δhp = 1 － δhp

令 δ = c2p，即

ρM ( u + v
2 ) ≤ 1 － c( 2h) p

定理2． 5 设Φ是N函数，Φ( u) ∈Δ2，令M( u)

= Φp ( u) ，( p≥2) ． 若Φ( u) 是一致凸的，则赋Orlicz
范数的 Orlicz 空间( MM，‖·‖M) 是 p 一致凸的．

证明 由于Φ 是 N 函数，所以由函数的定义可

知: M( u) 也是 N 函数． 赋 Orlicz 范数的 Orlicz 空间

( LM，‖·‖M) 是p一致凸的当且仅当对任意的u，v∈
S( LM) 存在 c ＞ 0，使得对给定 0≤ h≤ 1，有

‖ u － v
2 ‖'

M ≥ h‖ u + v
2 ‖M ≤ 1 － c( 2h) p

由于 Φ( u) ∈ Δ2，即K ＞ 2 和 u0 ≥ 0 使得

Φ( 2u) ≤ KΦ( u) ，u( ≥ u0 ) ． 则

M( 2u) = Φp ( 2u) ≤KpΦp ( u) = KpM( u) ，即M( u) ∈
Δ2 ． 因此利用定理 2．2 可知: 要证本定理，只须证

ρM ( u － v
2 ) ≥ hρM ( u + v

2 ) ≤ 1 － c( 2h) p

证明过程与定理 2． 4 的证明过程类似．
定理 2． 6 设 Φ 是 N 函数，Φ( u) ∈ Δ2，令

M( u) = Φp ( u) ，( p≥2) ． 若Φ( u) 是一致凸的，则

赋 p － Amemiya 范数的 Orlicz 空间( LM，‖·‖M，p )

是 p 一致凸的．
证明 由于 Φ 是 N 函数，所以 N 由函数的定

义可知: M( u) 也是 N 函数． 赋 p － Amemiya 范数的

Orlicz 空间( LM，‖·‖M，p ) 是 p 一致凸的当且仅当

对任意的 u，v∈ S( LM ) ，存在 c ＞ 0，使得对给定 0
≤ h≤ 1，有

‖ u － v
2 ‖Φ，p ≥ h‖ u + v

2 ‖Φ，p ≤ 1 － c( 2h) p

由于 Φ( u) ∈ Δ2，即K ＞ 2 和 u0 ≥ 0 使得

Φ( 2u) ≤ KΦ( u) ，( u≥ u0 ) ． 则 M( 2u) = Φp ( 2u)

( 下转 368 页)
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| A | =

λ0 λ0 λ0 … λ0

λ1 λ3
1 λ5

1 … λ2m － 1
1

λ2 λ3
2 λ5

2 … λ2m － 1
2

    
λm － 1 λ3

m － 1 λ5
m － 1 … λ2m － 1

m








－ 1

=

Π
m － 1

i = 0
λ i

1 1 1 … 1
1 λ2

1 ( λ2
1 ) 2 … ( λ2

1 ) m － 1

1 λ2
2 ( λ2

2 ) 2 … ( λ2
2 ) m － 1

    
1 λ2

m － 1 ( λ2
m － 1 ) 2 … ( λ2

m － 1 ) m － 1

=

Π
m

i = 1
( 2i － 1) !

又知 | A | 2mam∈Z ( Ｒ) ，则当 2m! a 为正则元时，

am∈Z( Ｒ ) ． 故式 ( 3 ) 可化为 ( xa ) 2m + x2m a2m∈Z
( Ｒ) ，由文献［5］得 Ｒ 是交换的． 同理可证满足式

( 4) 时 Ｒ 也是交换的．

3 结 语

定理 2 虽然比定理 1 的多项式条件更广泛，但

是需要附加扭自由的限制． 目前，还没有找到合适

的例子说明这个附加条件是必要的． 这将是今后的

一个研究方向． 另外，于宪君［8］已经在次数为 2 的

时候将多项式条件推广为最一般的 6 项式，在次数

不为 2 时能否做到也是日后需要考虑的内容．
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≤ KpΦp ( u) = KpM( u) ，即 M( u) ∈ Δ2 ． 因此利用

定理 2． 3 可知: 要证本定理，只须证

ρM ( u － v
2 ) ≥ hρM ( u + v

2 ) ≤ 1 － c( 2h) p

证明过程与定理 2． 4 的证明过程类似．
本文 分 别 给 出 了 赋 p － Amemiya 范 数、

Luxemburg 范数及 Orlicz 范数的 Orlicz 空间具有 p
一致凸性的充分条件，但对于必要条件还需更深入

地研究．
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