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Orlicz空间的若干几何性质在鞅理论中的应用

摘 要

Orlicz空间理论和鞅理论在各自的领域都有了一定的发展和完善，但是

Orliez空间的几何性质在鞅理论中的应用的研究才刚刚开始，尤其是赋P．

Amemiya范数的Orliez空间的几何性质在鞅理论中的应用还没有进行研

究。本文对B值鞅的P．Amemiya范数不等式、鞅空间上算子的有界性和

Orliez空间的p一致凸性进行了一些研究。本文共分四部分，主要工作总结

如下：

回顾了Orlicz空间理论在鞅理论中的应用和Banach空间P一致凸性

和q一致光滑性的发展历程，总结了已得出的主要结果，并给出了本文各

章节所研究的主要内容。

本文对B值鞅的极大函数和P均方函数的P．Amemiya范数不等式进行

了研究，其结果给出了Banaeh空间P一致凸性和q一致光滑性的判别准

则。这将有助于我们更好的研究Orliez空间的几何性质和鞅理论。

本文研究了鞅空间上平削算子和变差算子的有界性，得出了Banaeh空

间P一致凸性和q一致光滑性的判别准则。

P一致凸性是Banach空间中重要的几何性质。本文根据N函数①定义

了另一个N函数M，得出了赋Luxemburg范数、赋Orlicz范数和赋P．

Amemiya范数的Orliez空间厶，P一致凸性的判别准则。

关键词p一致凸性；q一致光滑性；p-Amemiya'范数；鞅空间；Orlicz空间
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The Application of Some Geometric Properties of

Orlicz Space in the Martingale Theory

Abstract

The theory of Orlicz space and the martingale theory in their respective have

had certain development and perfection，but the application of some geometric

properties of Orlicz space in the martingale theory research has just’begun，

especially the application of some geometric properties of Orliez space equipped

with the P—Amemiya norm in the martingale theory research has not begun．The

p-Amemiya nolTrl inequalities of B—valued martingales and the boundedness of

some operators of Martingale space and P uniform convexity of Orlicz space will

be studied．This thesis consists of four parts．The main results are as follows：

It is reviewed that the application of theory of Orlicz space in the martingale

theory and developing process of the P--uniform convexity and q．-uniform

smoothness of Banach space．Moreover，main research results relative to

propewrties mentioned above that have been already summaried and the main

contents of this thesis are shown．

The P—Amemiya norm inequalities of the maximal functions and the P．mean

functions of B—valued martingales are proved，meaning while criteria for a

Banach space are the P—uniform convexity and q．．uniform smoothness are

presented．This will help US to study the Orlicz space and Martingale theory

better．

The boundedness of pingxiao operator and variable operator of Martingale

space’are proved．Moreover,the criterion of the p-uniform convexity and q-

uniform smoothness of Banach space are presented．

P—uniform convexity is an important geometric property in Banach space．

According to N function ，we define another N function M．So the criterion of

the p-uniform convexity of Orlicz space LM equipped with the Luxemburg

norm and the Orlicz norm and the P-Amemiya norm are presented．

II
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1．1研究的目的和意义

第1章绪论

鞅与Banach空间几何学是自20世纪六七十年代以来，Banach空间理

论、鞅论与调和分析相互交叉渗透形成的新的学科分支。B值鞅的P．

Amemiya范数不等式与鞅空间理论是泛函分析、Orliez空间理论和经典鞅

论的有机结合。事实证明，经典鞅论中的不等式和算子的有界性在一般

Banach空间情况不再成立，他们仅在值空间具有一定的几何条件时才成

立，因此寻找使他们成立的几何条件至为关键。本文将以这一观点探讨B

值鞅的P．Amemiya范数不等式与鞅空间上算子的有界性的问题。

1986年，吴从忻、王廷辅、陈述涛、王玉文i11给出了赋Luxemburg范

数和赋Orlicz范数的Orliez空间一致凸性的等价条件。本文将研究赋P．

Amemiya范数、赋Luxemburg范数和赋Orlicz范数的Orlicz空间P一致

凸性的判别条件。．

这将有助于我们更好的研究鞅与Banach空间几何学的关系、鞅理论与

Orlicz空间理论的关系，使得Banach空间几何学、Orlicz空间理论和鞅理

论更加完善、更加系统化。

1．2国内外文献综述

到目前为止，Banach空间几何学、Orliez空间理论和鞅理论在各自的

领域都得到了一定的发展和完善，同时众多数学工作者又在不断开拓新的研

究方向，使得Banach空间几何学、Orlicz空间理论和鞅理论得到了不断的

推广和深化。

上个世纪，Assouadt21给出了Assouad定理，它是后来刻画P一致凸

性和q一致光滑性的鞅不等式的关键。

1975年，Pisieri3】为B值鞅不等式与鞅空间的有关问题提供了一个起

点。

1986年，吴从忻、王廷辅、陈述涛、王玉文111给出了赋Luxemburg范

数和赋Orlicz范数的Orlicz空间一致凸性的等价条件。
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大约在1987年，引入了P均方函数的概念。以后的事实证明它是研究

Banach空间值鞅不等式和鞅空问问题的关键。

1988年，Pisierl4i给出了关于变差算子的不等式。

1989年和1991年，刘培德151f6I给出了关于鞅的P均方函数不等式。

2006年以来，崔云安，段丽芬i7】等研究了赋P—Amemiya范数的Orliez

空间的若干几何性质。

2007年，刘培剖8】225‘240系统讨论了B值鞅的极大函数、P均方函数和条

件P均方函数的Luxemburg范数不等式，其结果给出了Banach空间P一

致凸性和q一致光滑性的等价条件，把Banach空间的几何性质、Orlicz空

间理论与鞅理论有机联系在一起了。

2007年，刘培刹812I鲤五61讨论了B值鞅空间上算子的有界性，通过给出

鞅空间上平削算子和变差算子的Luxemburg范数不等式，得出了Banach

空间P一致凸性和q一致光滑性的判别准则。

2007年，于林i9J通过给出一个算子值乘子序列，定义了一个广义鞅变换

算子。

2007年，于林州研究了广义鞅变换算子的Orliez范数不等式，得出了

证明B值鞅的极大函数、P均方函数的Orlicz范数不等式的新方法，其结

果给出了Banach空间P一致凸性和q一致光滑性的又一个判别准则。

2007年，刘培德【811I 79。315给出了Banach空间P一致凸性和q一致光滑

性的若干判别准则。

Orlicz空间的几何性质在鞅理论中应用的文章及参考文献较少，这给我

们进一步研究这些结论带来了一定的困难。最主要的解决方法是通过仔细阅

读有限的参考文献，向导师请教，并进行一些创新，使这个问题得以解决。

B值鞅的p-Amemiya范数不等式与鞅空间理论是泛函分析、Orlicz空

问理论和经典鞅论的有机结合。事实证明，经典鞅论中的不等式和算子的有

界性在一般Banach空间情况不再成立，他们仅在值空问具有一定的几何条

件时才成立， Orlicz空间P一致凸性的判别条件也还没有得出。因此，本

文将研究B值鞅的P—Amemiya范数不等式与鞅空间上若干算子的有界性以

及赋P．Amemiya范数、赋Luxemburg范数和赋Orlicz范数的Orlicz空

间P一致凸性的判别准则，这将有助于我们更好的研究Orlicz空间几何性

质在鞅理论中的应用。因此研究赋P—Amemiya范数的Orlicz空问的几何

性质在鞅理论中的应用是非常有意义的。
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1．3课题来源

本课题来源于导师崔云安教授的海外学人基金项目(1 152hq07)。

1．4本文主要工作

本文主要研究Orlicz空间的若干几何性质在鞅理论中的应用。

一、B值鞅的P．Amemiya范数不等式。

在本章中，我们对B值鞅的极大函数和P均方函数的P．Amemiya范数

不等式进行了系统的研究，其结果给出了Banach空间P一致凸性和q一

致光滑性的判别准则。
‘

二、鞅空间上算子的有界性。

在本章中，我们通过对鞅空间上平削算子、变差算子的有界性的研究，

给出了平削算子、变差算子的P．Amemiya范数不等式，得出了Banach空

间P～致凸性和q一致光滑性的判别准则。

三、Orlicz空间的P一致凸性。

在本章中，我们根据N函数①定义了另一个N函数M，对于N函数M

所生成的Orlicz空间厶，，我们推断证明了赋P．Amemiya范数、赋

Luxemburg范数和赋Orlicz范数的Orlicz空间厶，是P一致凸的。
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第2章 B值鞅的p-Amemiya范数不等式

2．1引言

B值鞅的P．Amemiya范数不等式与鞅空间理论是泛函分析、Orlicz空

间理论和经典鞅论的有机结合。事实证明，经典鞅论中．的不等式在一般

Banach空问情况不再成立，他们仅在值空间具有一定的几何条件时才成

立，因此本章将给出B值鞅的P．Amemiya范数不等式。下面我们给出一

些基本概念： ．
．

定义2．1若①满足：(1)①是非负的偶的连续凸函数；(2)①(o)=0；

(3)lim竺盟：0，lim!盟：。o，则称①是Ⅳ函数。
、’u-*0

U
U-"k”

U

定义N函数①(甜)的余函数甲(V)为甲(V)=sup{Ivlu—m(甜)：”≥0)。
定义2．2对于Ⅳ函数①，若存在K>0和Uo≥0使得

①(2”)s Kd)(u) (甜≥‰)
则称Ⅳ函数西满足△，条件。

定义2．3设f=(Z，色，"≥0)简记f=(^)为B值鞅，鞅差为

af=(矾)，其中df．-L-L一。，B。={矽，∑}。令f的极大函数，P均方函数
和条件P均方函数分别为：

C=supllZll，f。=sup￡

∥(厂)=I Z I彬IIp l，s和’(厂)=s婴掣(厂)

一p’(厂)=(喜E(o彬川E一，))，or(P)(／)=溜蠢力(厂)
这里1≤P<oo。

定义2．4设①是Ⅳ函数，％一t>0瑞，％=噶瑞，如=等。ⅢI l J ”u⋯I l- ‘，m—l

若①还满足阢>1，则称中是严格凸的Ⅳ函数。

定义2．5设x是Banach空间，西是Ⅳ函数，在测度空间(Q，∑，∥)上定
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义岛(∥，x)={／：H帅<∞}，其中

㈣咖2{嘶inf k旷-1(I m1+ax群{1,@p．”篙泼焉I I；}：l<pp：<∞oo
其中IIsll刚-Ilsll巾，IIsll吣=llsll￡。

定义2．6设(Q，∑，∥)是概率空间，(反，”≥0)是子盯代数序列且是递增
的。称映射f：Q—N U{。o)是一个停时，若{缈：f(国)≤门}∈色，Vn≥l。

定义2．7一对非负iti数(甜，V)称为满足好五不等式，若对于Of>1和

尾(羼>o，孱一0)，存在‰和有界序列‰，使得V五>0，
P(u>a2)≤E碱P(">旯)+万碱e(v>成旯)

并且对于固定的Of，lim‰=0。
"—m ’“

引理2．118122m22设①是N函数且满足△2条件，“，1，是非负随机变量，满
一， 足Eufp(u)<oo，E材缈(甜)<西缈(甜)，则E中(甜)≤E①(V)。

引理2．2181189_1帅设2≤P<oo，Banach空间X是P一致凸的等价于对于

任何的x值鞅厂，存在c>0，使得

csuPEIIf．IIp≥∑EII识IIp

引理2．3t8122”25设①是Ⅳ函数且满足△2条件，非负函数对(材，v)满足好

旯不等式，则只要∥=尾足够小就有

Em(”<_Cac-，1％(1一吒锄)～E①(V)
引理2．4t312I 3仉230每个x值鞅f=(‘)有分解／=g+h，其中g=(岛)，

h=(吃)都是鞅，并H-Ilag。ll-<4《一。(f)，E∑0ah．1l-<4Ed‘(f)。

引理2．5i8。2I 22之22设(4|)是非负增加适应序列，Y≥0，若

·E(以一4，一。I峨)≤E(rls．)”≥0
则对于任何Ⅳ函数①，

EQ(以)≤E妒(以)】，

若中还满足△：条件，则

E中(以)≤p．EO(Y)
引理2．6181229渤。设2≤P<∞，X是Banach空间。X同构于P一致凸空
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间等价于对于任何x值鞅／，当114。<∞时，有s‘P’(／)<∞订只
引理2．71812搏234设1<g≤2，X是Banach空间。X同构于q一致光滑空

问等价于对于任何x值鞅／=(‘)，若s‘g’(厂)∈瓦，则五口幺收敛。

2．2 B值鞅的p-Amemiya范数不等式

定理2．1设①是严格凸的N函数且满足A2条件，U，V是非贝随秽L父重，

满足

舡(材>烈)≤k川谢∥，VA>0(2-1)
其中口≥∥>0，则

114帅≤口cg冲k‘
证明对公式(2一1)两端关于d缈(名)积分得到

JcoAk}d脚缈(名)≤Jco丘洲耐砌(旯)

￡F兄d缈(名矽∥≤￡F谢缈(允矽∥

Ef旯却(兄)≤西庐却(见)
则

E(詈妒(兰))一E①(昙)≤西伊(芳) c2-2，

由“=i伽nf t研(P(!)帅㈡≤去昙伊㈦。又由于半是，的下降函
．．数，％=哿鬻，从而对vf>吣≥1有

州≤‰掣≤po(矿。1半≤‰ff中-1。q捌f) (2-3)

令公式(2．3)中f=兰，厂=等，然后将其代入公式(2．2)z．。，Io
口 ∥

E㈧珊等删盯1西妒㈦
令f’=p中g；1(芳)脚～，设西伊(昙)<∞，应用引理2．·可以得出 ．

一6一
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E(由(昙))≤E(m(g。c’V))

风㈡≤‰(g州
对于Vc。>o C'H，C'V也满足公式(2一1)，则有肪C'U≤风(q二c‘c。V)。

取c。=黼c。IK；I口，则

'阱岛L彘J引
当1≤P<oo时，

-

㈣广㈨引≤H彘q,扫cv肛
则㈣咖≤等=2口g∥IIVII帅。令c=2c’，有

lI．II帅≤口叼州k

当p=∞时，由于lI．II蛳-II·IIL，则陋11咖--II“II￡≤芋=口f’g川Vtl中，P。
令C=c’，有

Ilid lIm，p≤口c90 lIVlI。，，
推论2．1设／=(Z)是B值鞅，①是严格凸的的N函数且满足A：条

㈣L≤g二吲仉p
定理2．2设2<p<oo，中是Ⅳ函数且满足A2条件，则以下结论等价：

(i)X同构于P一致凸空间：

(ii)对任意的x值鞅厂，存在G。p>o，使得
一

IIs‘J口’(／)Il。，p-<G，p Ill+0中，p
(iii)若。还是严格凸的，则对任意的x值鞅厂，存在岛，p>o，使得

妒’(刊L≤q加k
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其中l|州蛳一upllsoll咖。

证明(f)j(ii)记

A={国：s扫’(／)>五}

4=川∥(s)ll>力)

4={国：0科尸’(厂)9冬力，⋯，8砖2(／)0≤力，I障尸，(x)ll>五}

则A=U4，且4 n 4=≯(i≠／)，从而应用条件期望的定义及∥的性质可

以得出

五p尸(s扣’(／)>旯)=五．p∥(彳)=

力p喜∥(4，)≤乳p(s)ll，础≤
喜L E(∽训№卜≤

矽(s)ll：-<IIsD’(x)lf：
应用引理2．2可以得出：存在c>0，使得忖力(厂)虻≤c8厂l|；，从而对任

意的X i直gfA f，存在Cp>O，使得

旯pP(sb’(厂)>允)≤cp Ilsll： (2．4)

设W=(形)是(11识11)的任意可料强函数序列(IIdf．1l<-w．，睨单调递增并
且睨关于色一，可测)。

VA>0，万>0，∥P>万p+l，定义停时

,／t=inf{刀：《力(．厂)>A}
'，=iIlf{门：《力(f)>f12}

-=inf{．．1lf．1lv w．+。>觑}

记4={∥<七≤矿^盯}，‰=饥，则(‰)是可料的。令Z=芝坼识，

厂2【以)，当‰=1时， 国∈{∥<以<-V A口}={∥<刀)n{聆≤y^盯}。此时g-在

‰，1≤‰<，l，国萑以．，缈∈心+I，从而
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Z=窆dr,=z一厶=z一。+识一厶
，=k+l

由or的定义和行≤盯有

忻忙II‘一。|l+0矾II+lI氏忙2融+哌≤3泓
则㈦P≤(3觑)p。
从而

，E㈣p≤(3觑)p尸(∥<oo)=(3融)p P(s扣’(厂)>力)(2-5)
在{y=甩，盯=∞}上，厂≤觑，d‘(f)≤融，并且对于上述ko，有

‰一1<∥，则

《，’(夕)，=∑／'1慨识忪

窆11矾11p一0甄『一兰。奶『≥
(触)p一(觑)p—A，=(∥P一万，一1)见p

从而

P(sD’(厂)>触，厂‘V∥‘≤觑)≤尸P’(夕)p≥(∥P一万P—1)兄p)
由公式(2-4)得

P(S(p’(厂)>励，f’vW‘≤觐)≤。
cp(∥P一万P一1)一A—p II夕眨=

绵(∥p一万p一1)～A一，EII夕0p
又由公式(2．5)得

尸(s‘，’(厂)>肚，f‘V形‘s 6况)s％(36)p(∥p一万p—1)一尸(s‘P’(厂)>免)
则

尸(s‘p’(／)>似)≤P(s扫’(／)>似，f‘V∥‘≤觑)+尸(厂V形‘>龇)≤
q(3万)P(∥，一万p—1)一P(s。’(厂)>z)+P(／‘V形’>82)

即(s‘J口’(厂)，f’V∥+)满足好旯不等式。
当万足够小时，由引理2．3：j￡>0 s．t．

Em(s扣’(／))≤三E①(厂+V∥‘)

．9．
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应用引理2．4可得：厂=g+h，对于g=(岛)，以4《一l【／。)作为强函数序
列，有

胂(s¨’(g))≤工E①(g’v 4d‘(纠
由g‘≤厂+办‘，扩(厂)≤2厂及中(f)是单调增加的，则存在Z>0，使得

E①(sp’(g))≤LE①(g+v 4d+(／))≤

LEcD(f‘v 4d‘(川+三E①(矿v 4d。(川≤
zE①(厂‘)+zE①(矿) (2—6)

又利用引理2．4和条件期望的性质可知：对于h=(吃)

． El Z ldh,llls．1<E(4d‘(刑引
应用引理2．5得出

E①I∑慨⋯<EdO(4d’(川
从而

肿(s㈤(办))≤肿【劫她睡E巾(4d‘(纠≤三肿(‘厂‘) (2-7)

E巾(矿)≤E由l∑恻l】<E①(4d‘(川≤LEqJ(f‘) (2—8)

又由于s‘P’(厂)≤s《p’(g)+s‘p’(乃)，由公式(2—6)(2—7)(2—8)有

E①(s‘，’(／))≤扭①(s佃’(g))+cE*(S扣’(办))≤葩①(／‘)
即

风(s∞’(川≤c风(厂)

令I|厂弧p=l，则几(厂+)≤川b
由于2≤P<00，则

．I

妒刎b(·+‰(州川p卜

(1+(f风(／‘))p罔1∥)吉=
(1+Cp)i 111mp

．10．
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l

令％，p=(1+cp)i， 即

妒’<fill中。p≤G，，11：仉p
(ii)j(iii)由推论2．1可得出(iii)。

(fff)j(f)由(iii)可知，对于每个IVII。<oo的鞅f，
用引理2．6可以推出：X同构于P一致凸空问。

定理2．3设1<q≤2，①是N函数且满足A2条件，

滑空间等价于对任意的X值鞅／，存在q，口>0，使得

ML≤G丹IIS“’(刮L

s‘p’(／)<。。，伽．，应

则X同构于q一致光

证明必要性利用．Pisier定理I驯¨弘¨’口】以得出

A9P(厂’>A)≤4厂+眨_<cq lls和’(／)lC
设∥=(睨)是(0矾lI)的任意可料强函数序列，V兄>o，万>o，∥q>护+1，

定义停时

／比=inf{n：彳>五}
v=inf{n：J．">肼}

仃=inf{门：砖曲(厂)V％+。>觑}
与定理2．2中(f)j(疗)的证明类似，因此有(厂，S‘q’(／)V形’)满足好名

不等式，从而有

Eo(S‘<LEO(Sb’(／)V形‘)
由引理2．4，有／=g+h，对于g=(g。)，以4《一。(／)作为可料强函数序

列，有E①(g‘)≤三E①(s‘g’(厂))+LE①(S‘叮’(办))。对于^=(％)，有

Em(办‘)<EO【巍职忙胂(4d‘(川≤z舯(s∽(川

E①(川J11))≤E①(勤圳11<￡E中(s㈨(叫
从而有

EO(f‘<cEaP(g。+cEaP(h’)≤c肿(s“’(川
即

风(厂)≤嗍，(s“’(川
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令妒，(刊L_1，则风(s∽(川≤妒’t：)ll咖。
由于I<g≤2，则

l

川L≤(“氏(厂)9)叮≤

(·+(嘞(s㈨(川)P卜(1∥)i1=
1+cq户0s“’(州L

令q，g=(1+c4 F，即
。

㈣L≤G摩伯’(刮l。4
充分性设厂=(无)是满足s‘g’(厂)∈L的x值鞅，对于每个朋≥l，定义

鞅∥挪’=(五一厶，”≥聊)，则
、

s{-’(／(肼’)q．．--主0职『专o，m-->oo

由于II厂仉。≤％。掣IIs‘q’(刮b则有

脚z刮L=旷’仉。％叮妒’(广叽，g寸。
由所的任意性，则Z口幺收敛。利用引理2．7可以推出：x同构于q一致光

滑空间。 -。．

2．3本章小结

B值鞅的p-Amemiya范数不等式对于进一步研究Orlicz空间和鞅空

间的几何性质有着非常重要的作用。本章根据对B值鞅的极大函数、P均方

函数的p-Amemiya范数不等式的研究，得出了Banach空间P一致凸性

和q一致光滑性的判别准则。
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3．1 引言

第3章鞅空间上算子的有界性

足义3．1设X是实空间，dim X≥2，称

以(占)=inf{l一肛+J，II／2：㈣=㈣=1，肛一少0=占)(O<c≤2)
是X的凸性模。称

办(f)=sup{(1lx+yll+llx-yi])／2-1：114=1，bit=r}(f>o)
是X的光滑模。

若存在c>0，使得瓯(s)>ccp，0-<s≤2，则称空间x是P一致凸的
(2≤P<00)。

若存在c>0，使得矾(f)≤cf叮，f>0，则称空间x是q一矽光滑的

(1≤q≤2)。

定义3．2平削算子：对于鞅厂=(Z)，令

名=suprE(帆一z一，川鼠)]¨p，名：sup层朋≥胛L 、 7 J n>i

名=溜[E(忱一z川或)]¨p，刀=溜名册2月L． 、 7 J 月≥l

变差算子：设(％)是自然数序列且是单调递增的，令

嘭¨(厂)=《乏0厶+。一厶『I
、、膏=O ，

嘭‰’(／)=(砉E(Jf厶+。j厶川‰)厂
对于满足△：条件的N函数①，令

lI％(．厂)p8：=；芝甲0吲‰’(／)p0≥
||吃(／厂Ill哪,==；署』嘭仇’(／y11"．二

其中sup是关于所有这样的自然数序列(体)而取的。
引理3．118148。8(极大引理) 若(Z，E，朋≥0)是任一可积适应序列，则



嗡尔浜理I．大字理@ta_k论义

V旯>0，极大函数厂(国)2翟0‘(国)l满足缸{．厂‘>旯)≤溜EIEII。
引理3．2t81241。242设2≤P<oo，则X同构于P一致凸空间等价于对每个X

值鞅 --(‘)，存在c>0，使得

EI∑0彬㈣最l---ce(1lY,,,一‘旷l成)，m>n
＼i=n+i ／

或者

E(羔。够H暖】≤cE(i11．一z一．tlP IE)，m≥刀
引理3．3t81242副2设l<q≤2，则X同构于g一致光滑空间等价于对每个

x值鞅f=(以)，存在c>0，使得

E(1I厶一z⋯尾)≤cEI∑Il彤⋯或l，所≥刀
＼f=疗+I ／

或者

E(1厶一z一。119IE)萎∞(芝。彤⋯坟】，历≥甩
引理3．4t81200。2叭设l<q≤2，则X同构于q一致光滑空间等价于若

∑聆一gE慨I|q<00，则"。1五一。伽．

3．2鞅空间上算子的有界性

时

定理3．1设2≤P<00，中是N函数且满足△：条件，则以下结论等价：

(i)X同构于P一致凸空间；

(ii)对任意的x值鞅厂，存在G，p>o，使得

妒’(∥b G朋他
(iii)对任意的x值鞅厂，存在岛，p>o，使得

证明

P’(∥夸口朋心
对任意的X值鞅厂=(‘)和口>o，∥>o，允>o，定义停

f=inf{"：4P’(∥>(1+口)允)
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则臼≤f。 因此

口=inf{即：掣(∥>叫
,u=inf{n：f譬>8斌

P(f<oo)≤P(丁<oo，0<∥)+尸(f<00，0≥∥)=

P(r<∞，O<It)+P(r<00，∥<f)=

尸(f<00，0<∥)+P(∥<oo)

其中，由f，0的定义、极大引理、砖川(f)的定义和条件期望的定义得

尸(r<oo，0<∥)≤尸(157<∥，≈P’(厂)p一。S口o(p一。(厂)P>五)≤

去k(∥(∥一础(∥p≤

去L叫E(砉lI够IIP I岛卜
又利用引理3．2、《和∥的定义可以推出

尸(f<∞，秒<∥)≤等L。p}E(4‘一厶一·IIP I岛p≤

万C L。∥}路卯≤万C L<。}脚=
cp?(o<oo)

P(s‘p’(∥>(1+口)A)≤c胪(s扣’(∥>以)+P(∥p>川
即(s‘，’(厂)p，∥p)满足好旯不等式。·

利用引理2．3可以得出：对任意的X值鞅厂，存在C>0，使得

E中(s扫’(厂)p)≤∞中(∥p)
即

令渺k=1，
肪(s‘力(／)p)≤c风(∥p)

则风(∥P)≤1。
又由于2≤P<00，则

妙(∥k≤(·+‰(州∥)p卜

．15。

(3·1)

(3-2)
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l

令％，p---(1+Cp)_，

(-+(c肪(∥p))P)去≤(·+cp)万1 0∥pII蛳

则

妒’(∥昏G朋p嵫
(f)j(iii)对x值鞅厂=(Z)和口>o，∥>o，五>0，定义停时

f=inf{以：刈(∥>(1+口)名}

则0≤f。因此

秒=i11f{门：剞(∥>础)
=inf{n-冶>触}

尸(f<∞)≤尸(f<00，秒<∥)+P(∥<oo) (3—3)

其中，利用f，0的定义、极大引理、一p’(／)的定义和条件期望的定义可以
推i：l：i

P(f<∞，0<∥)≤尸(乡<∥，盯默∥一础’(∥>名)≤

1．，1．训E(圳(∥一毋’(∥
∑17 EI
旯IIo<，,1 L

f+I

∑lles,llP I岛
i=0+I

Nm弓IN 3．2、名和／x的定义可以推出

I岛p≤

P(f<∞，口<∥)≤万C L。∥}E(0z¨一乃『I岛

氟∥，船卯≤氟。；脚=
cpP(O<00) (3—4)

从而由公式(3．3)、(3-4)得

P(仃㈨(∥>(1+ot)／I)<_CflP(o‘p’(∥>觚)+P(刀p>川
即(仃‘p’(／)，，刀P)满足好兄不等式。

类似(f)j(ii)的证明可得：对任意的z值鞅／，存在岛，p>o，使得

妒’(∥帅ll，pp≤矗，P俐匕

16．
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即

(ff)j(f)设／=(‘)是满足1I州。<∞的任意的x fft鞅。

圳∥仉p≤1时，由(ff)得

P’(∥嵫 ≤％，， 妒配<∞

s‘p’(／)<∞伽．

当8∥P kp>1时，由(豇)得：存在c>0，使得

秽p’(厂)pll：：二≤q，p II∥p嘭二≤G。p(1+(E*(1lfll。))P)7<oo
即Sip)(／)<∞口以因此，利用引理2．6可以得出：X同构于P一
问。

(iii) (i)设厂=(以)是满足JI硎。<∞的任意的x值鞅。

剐刀仉P≤l时，由(埘)得

胪’(∥rIO,p≤c'o，p俐艮ao
即or(P)(厂)<∞伽．

当8刀p kp>l时，由(拼)得：存在c>o，使得

P’(∥昏c'o朋p扩IO,p≤qc'o，p(1+(E0(I

致凸空

即at(p’(厂)<∞口以因此，X同构于P一致凸空间。
定理3．2设1<q≤2，①是严格凸的Ⅳ函数且满足A2条件，则以下结论

等价

(i)X同构于q一致光滑空间；

(ii)对任意的X值鞅厂，存在G，叮>o，使得

刑Z ≤q，g 妒’(硝配
(iii)对任意的x值鞅‘厂，存在‘，g>o，使得

刖蛾II／q叮≤c'o十㈨(硝峻
证明(f)≥(ii)由于X同构于q一致光滑空间，则利用爿的定义、引

理3．3和s‘q’(／)的定义得出：对任意的x值鞅厂，有

．17．

∞<
_|矿

、lI_-，

P

、l●，、II，∞，
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∥g—upsuyg(1lfm-f．卵lB)≤
几 meet

csuPE(童Ildsll9 I最]≤
、．．。 ／

Csu，．pE(Sh’(硝I色)
利用中的严格凸性和推论2．1可以得出

”II中,q<C 0supE(州硝圳咖≤
C'su疗p lIE(S(g’(／)9 l上毛)0m，叮≤

c-Us‘g’(硝k
则存在G，叮>0，使得

俐昏q小“’(硝岐
、

(f、I≥(f，f)类似(f)j(ii)的证明可得

则存在己，。>o，使得

一upsupE(1lf,,,-L』l色}≤
，，∞ 、

C sup EI∑俐r 1E I s

CsupE(cr“’(厂)叫最)

刚哦llq叮≤岛十∽(硝屹
(ff)j(f)设厂=(z)是任意的x值鞅，艺v／-q II识旷∈k。令

一=I

∥=(∥)，谚o’=一af,，f≥”，则

s(。’(夕‘H’)叮：妻严0够旷一o n专o。)

由Fat。u引理和(ff)得憋l乃州口kg=o，从而舰‰(露彬9)=o。若甲是①的
余函数，则

’

E矽一刮卜研山绚≤甲(1)胂(∥绚)=

-18．
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qJ(1)p由(乃一的)一o(甩斗∞)

故∑n一识以厶范数收敛，从而d幺收敛。

由Kronecker引理‘81200。2们得出n-1Z a．e．收敛，因此，利用引理3．4可以

得出：x同构于q一致光滑空间。

(iii) (i)设厂=(Z)是任意的x值鞅，∑玎叫0识『∈L。令

夕帕=(Zo’)，谚o)=f一彤，i>n，则

仃c订(户”，)g=艺E(1|f--i彬『18,一．)一o(玎寸∞)
类似(ff)j(f)的证明可得：膏同构于口一致光滑空间。
定理3．3设1<q≤2，①是N函数且满足△2条件，则下列结论等价：

(i)X同构于q一致光滑空间；

(ii)对任意的X值鞅f，存在G，g>0，使得

C州-I IIs㈤(硝帅IIq矧％(硝昏％小似(硝嵫 (3-5)

(iii)对任意的x值鞅厂，存在岛，q>0，使得

0／‘9II：：≤矗．。lie(s)q0：二(3-6)
证明(f)j(ii)对于(仇)，(厶，k≥0)也是鞅。

由于x同构于q一致光滑空间，则利用吲‰’(，)的定义、引理2．6及
s‘碍’(／)的定义可以推出：存在c>0，使得

E(吲¨(厂)叮I鼠)=E【善6厶+．一厶m最)≤

L艺Ef薹。II彬ICE k=O ki=／1k l叮I气]I岛]≤l∑EI∑I彬l叫气陋l≤
＼ +l ／ ／

CE(S(q)(厂)叫玩) (3—7)

用g=g，，f≥‰)=(z一氏_I'f≥‰，)代替厂=(^)，然后将其代入公式(3·7)
可得

E(嘭‰’(∥一哦Ⅳ)g|‰)=E(吲‰’(g)叫‰)≤
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即

∞(s㈤(g)叫‰)≤叩(s㈤(硝I‰)(3-8)
令4=晗’(厂)碍，B=S‘q’(厂)叮，则公式(3—8)为

E(以一心一。I～)≤￡(∞l‰)
利用引理3．5可以得出

胂(残‰’(硝)≤叩中(s‘g’(硝)

‰(嘭仇’(厂)9)≤c风(s‘叮’(／)印)

令P’(硝L-l，则风(s‘q’(硝)<lo
由于1<q≤2，则

1

0吲佴’(，)qk叮≤(t+‰(嘭¨(厂)叮)9)叮≤

(1+(c风(驴W))叮卜
(1+cq)吉ls‘q’(厂)g 0中，q

令％，叮=(1+c叮)≯， 则

陌硝忡ll，qq≤％加㈤(硝嵫
即公式(3—5)右端成立。

对于左端，只须取nk=后即可得出。

(f)j(iii)利用定理2．3和公式(3．5)左端可以推出：对任意的x值鞅

／，存在岛。口>0，使得

炉I／．：!『≤‘叮盼硝屹
(ff)j(f)和(fff)j(f)的证明方法与定理3．2(ff)≥(f)和(f彪)j(，)的证明

方法类似。
‘

推论3．1设l<q s 2，①是Ⅳ函数且满足△：条件，则以下结论等价：

(i)X同构于g一致光滑空问；

(ii)对任意的x值鞅厂，存在G，g>0，使得

．20．
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Cw-I"”帅ll矧q呒(硝PId>,q≤G十㈤(硝嵫
(iii)对任意的x值鞅厂，存在矗，g>o，使得

旷鼯矗肥(硝屹
定理3．4设2≤P<oO，①是Ⅳ函数且满足△：条件，则以下结论等价：

(i)X同构于P一致凸空间；

(ii)对任意的x值鞅／，存在G，p>o，使得

眦∥帅lip，p≤q加‘它
(iii)对任意的x值鞅厂，存在矗，p>o，使得

陬∥嵫≤岛∥11：p帅II，pp
证明(f)j(，f)对于(仇)，(厶，七≥o)也是鞅。
由于X同构于P一致凸空间，则利用叫仇’(／)的定义、引理3．2可知：

存在C>0，使得

可得

E(嘭以’(／)g l岛)=E(薹lI厶+．一厶㈩岛)≤
csupE(0厶¨岛)≤cE(／‘p l鼠)

用g=g∥≥‰)=(，一氏．．，i>-n七o)

(3—9)

代替厂=(Z)，然后将其代入公式(3—9)

E(吲飞’(∥一噬．(∥l‰)=E(哆’(g)叫～)≤
凹(g印I‰)≤∞(厂p I氏)

令4=嚷’(／)p，B=f“，则公式(3-10)为

利用引理2．5可得出

即

E(以一气一，I～)≤E(凹l‰)

E①(吲％’(∥)≤皿①(厂+p)

‰(叼仇’(／)P)≤c风(厂p)

21．

(3-10)
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钏厂印L=1，则风(厂‘p)≤lo
由于2≤P<00，则

．0吲¨(厂)Pkp≤(1+风(叼¨(／)p)p)P≤

(1+(c岛(厂p))，)p≤(1+c呐厂仉p
令q，p=(1+cp)7，则

陌∥配≤q加。必
． (ii)≥(iii)利用引理3．2可以得出

E①(嘭m’(-厂)，)≤cE中(嘭％’(／)p)
因此由(ii)可得：对任意的X fftg殃f，存在矗，p>o，使得

陬∥．mI／pp≤矗，p IIf’做
(iii)≥(力证明方法与定理3．1中(iii)j(i)的证明方法类似。

3．3本章小结

鞅空间上平削算子和变差算子的有界性的研究对于进一步研究Orlicz

空问的几何性质和鞅理论起着非常重要的作用，本章根据对鞅空间上平削算

子、变差算子的有界性的研究，得出了Banach空间P一致凸性和q一致
光滑性的判别准则。
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4．1 引言

第4章Orlicz空间的P一致凸性

P一致凸性是Banach空间重要的几何性质，本文将对赋P—Amemiya

范数、赋Luxemburg范数和赋Orlicz范数的Orliez空间的P·致凸性做

系统的的研究。下面给出一些引理：

引理4．1嘲比∈k，IIxll￡=llxllm，。-<llxll帅-<lid刚=llxll中。
引理4．2隋1对一切x∈厶有IIxll￡-<1140-<2]lxll￡。
引理4．318l若中(“)∈A2，则V蜀>0，j最>0，使得

IlullL≥q j肪(甜)≥4

4．2 Orlicz空间的P一致凸性

定理4．1对一切x∈k Ixll￡-<llx lm，P≤21 xl，，。
证明利用引理4．1和引理4．2可以推出此结论。

定理4．2若由(甜)∈A2，则V占>0，j万>0，使得

ll甜0中≥g≥‰(材)≥艿
证明若对V占>0，有㈣中≥F，利用引理4．2可以推出

㈣工≥扣k≥等
因此利用引理4．3可以推出：36>o sJ．‰(”)≥万。

定理4,3若①(“)∈A2，则Vs>0，38>0，使得

0甜0中，P≥占j风(甜)≥万

证明若对V占>o，有㈣"≥占，利用定理4．1可以推出：

删L≥扣k≥号
因此利用引理4．3得出：j万>0，使得‰(U)≥万。

定理4．4设①是N函数，中(甜)∈△：，令M(u)=中p(“)，(P≥2)。若

中(甜)是一致凸的，则赋Luxemburg范数的Orlicz空间(厶，11．I|L)是P一致
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凸的。

证明由于①是Ⅳ函数，所以由Ⅳ函数的定义可知：M也是Ⅳ函数。

赋Luxemburg范数的Orlicz空间(k，⋯￡)是P一致凸的当且仅当对任意
的甜，V∈s(匕)，存在c>0，使得对给定0≤h≤1，有

H工⋯吲L<l-c(2∥
由于①(“)∈△2，即3K>2和Uo≥o使得O(2u)≤KO(u)，(“≥Uo)。则

M(2u)=西p(2u)≤KP中P(材)=KpM(u)，即M(“)∈△2。因此利用引理4．3可
知：要证本定理，只须证

砌(等p j砌(半)外c(2h)p
对于上述h，选取‰>o，使得M(u。)mesG<(h-h卢1／2，并令

s’=((办一hp)／2)¨p。由于m(甜)是一致凸的，即对上述的‰，s’，j 8>0，当

lu-v[>6’max(1'l，⋯≥duo时，有
’

①(半№卅掣
因l比

M(半]圳(半卜(1-8)p掣：
(1一万)p(①(甜)+①(甜))p

2p一1 2

y．由-y-p≥2，j1 l口+∥r+三1 I口一∥厂≤l口厂+I∥厂，口，∥∈R，。<l一万<l，

从而有 以半)<华掣
华(。P(甜)∥(v))≤
(1-8)

2

．24．



(1-万1丝盟±丝盟
。

即M(u)也是一致凸的。

对任意的“，V∈s(～)，耽(兰≠l≥办，记
Gi=G(n瞰(№)m(r)I)<‰)

G2=G(№)一V(，)|<占’maX(№)№(，)I))
G3=G(№)一V(，)l>占’max(I“(，)I’|V(，)I)≥g’‰)

因占’<l，由G2的定义及妻I口+∥Ip+lla-∥I，≤川，+蚓p，口，∥∈R，有

』叭掣卜=州掣户≤
H’掣卜
s≯』(一卜’

参』幽掣剑p功≤
嘉肿p(“(，))+mP(v(，))p≤

．箬p I[如(甜)+几M(v)]=，，一L’朋、， ’

、，J

嘉“p
于是

一乃≤P(掣户≤M(‰)m甜Gl“，+』盟掣掣
从而

吨 一
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幽型!±竺唑如拼
d 2

由于M在Gl，G2上是凸函数，在G3上是严格凸函数，因此有

砌㈡≤q是继学蛾+(1卅』业学蚍<
纽(竺!±2坚!!!一艿办p：1一万办p

令万=c2p，即

助f下U+V l≤1一c(2办)p
定理4．5设西是N函数，中(甜)∈A：，令M(u)=中p(甜)，(P≥2)。若

中(“)是一致凸的，则赋Orlicz范数的Orlicz空间(k，11．IIM)是P一致凸的。
证明由于①是N函数，所以由N函数的定义可知：M(u)也是N函

数。赋Orlicz范数的Orlicz空间(k，11．1IM)是l；一致凸的当且仅当对任意的
“，V∈s(k)，存在c>0，使得对给定0≤h≤1，有

吲M≥厅≥HL外巾∥
由于中(zf)∈A：，即3K>2和Uo≥0使得O(2u)≤K中(“)，(U≥‰)。则

M(2u)=oP(2u)≤KP①P(“)=KpM(u)，即M(u)∈A：。因此利用定理4．2可
知：要证本定理，只须证

砌(孚净j砌(半)外水∥
证明过程与定理4．4的证明过程类似。

定理4．6设西是N函数，巾(甜)∈A2，令M(u)=①，(甜)，(P≥2)。若

①(甜)是一致凸的，则赋p-Amemiya范数的Orlicz空问《乙，J1．1L，P)是P一致
凸的。

证明由于9是N函数，所以由N函数的定义可知：M(u)也是N函

数。赋p-Amemiya范数的Orlicz空间(k，II．1IM，l口)是P一致凸的当且仅当对任
意的“，V∈s(k)，存在c>0，使得对给定o≤h≤l，有

H咖≥办≥蚓卜1叫2∥
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由于中(“)∈△：，即qK>2和‰≥o使得①(2“)≤XO(u)，(“≥“。)。则

肘(2“)=①P(2u)≤Kp①，(“)=KpM(u)，即M(材)∈A：。因此利用定理4．3可
知：要证本定理，只须证

几(孚p j砌(半)外巾矿
证明过程与定理4．4的证明过程类似。

4．3本章小结

P一致凸性是鞅与Banach空间几何学中重要的几何性质。本章根据N

函数①定义了另一个N函数M，得出了赋Luxemburg范数、赋Orlicz范

数和赋p-Amemiya范数的Orlicz空间k P一致凸性的判别准则。
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结论

赋P—Amemiya范数的Orlicz空间的若干几何性质在鞅理论中的应用

可以为Orlicz空间理论和鞅理论的发展提供很好的借鉴。

P—Amemiya范数不等式的研究解决了经典鞅论中的不等式在一般

Banach空间情况不成立，仅在Banach值空间成立的问题。本文第二章系

统介绍了B值鞅的极大函数、P均方函数的P．Amemiya范数不等式，这使

得Banach空间的几何性质、Orlicz空间理论与鞅理论相互交叉渗透、有机

结合在一起了。

鞅空间上平削算子和变差算子的有界性的研究解决了经典鞅论中算子的

有界性在一般Banach空间情况不成立，仅在Banach值空间成立的问题，

本文第三章叙述了鞅空间上平削算子、变差算子的有界性，通过给出鞅空间

上平削算子、变差算子的P．Amemiy,a范数不等式，得出了Banach空间P

一致凸性和q一致光滑性的判别准则。

P一致凸性是鞅与Banach空间几何学中重要的几何性质。鞅与

Banach空问几何学中的很多结果都与P一致凸性有关，其中部分结果给出

了Banach空间P一致凸性的判别准则。本文第四章给出了赋Luxemburg

范数的Orlicz空间、赋P．Amemiya范数的Orlicz空『自J和赋Orlicz范数的

Orlicz空间P一致凸性的判别准则。

由于本人学识有限，对Orlicz空间的若干几何性质在鞅理论中的应用

的研究还不够深入，Orlicz空间的几何性质在鞅理论中的应用还有许多没有

研究，本文根据N函数①定义了另一个N函数M，得出了赋P．Amemiya

范数、赋Luxemburg范数和赋Orlicz范数的Orlicz空间厶，P一致凸性

的判别准则，但是还没有得出Orlicz空间厶P一致凸性的判别条件。
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