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Scopul acestei lucriri este de a dezvolta descompuneri ale W'Qalgebrelor~ si ale
unor C"_‘-alge_hre In familii de algebre mai particulare, bazate pe reprezentarea
Ghelfand a centrului. : | S o

' INTRODUCERE.

0 C’*»a,lgebrﬁ.- ‘_éste o algebri _Ba,na.ch: complexii A cn o involutie
a > a*, astfel incit pentru orice s ed =~ .

la*all = |lal”

Orice (*-algebr# este *-izomorfi cu o algebrd autoadjunctd mormic in-
chiss de operatori liniari mirginiti intr-un gpajiu Hilbert. Pentru o C*-
algebrd comutativi' A, reprezentarea Ghelfand furnizeazi un *-izomorfism
canonic al lui 4 pe C* -algebra € (Q) a tuturor functiilor complexe con-
tinue pe un spatiu topologic Hausdorff local compact (, care se anu- :
leaz# la infinit. Dacd A are unitate, Q este compact. =

Presupunem familiaritate cu teoria elementari a (*-algebrelor, in -
limita. primelor dous paragrafe ale lui [9]. | ! | T
.. O C*-algebr#y M se numegte W*-algebri, daci este dualul unui

spatin Banach X.3patiul Banach X, scufundat in  M*, este unic determi-
nat de condifia M = X*. Il notdm M, si il numim predualul lui M.
Pe M se counsiderd M ,-topologia, notatd prin w, §i topologia definitd de
seminormele’ "~ o 0 oo SR SRR

2> ¢ (a*7)°, pe My, 9 >0,

notats prin a-s - fopoloéia se afly intre w_-topoidgia gi topologia Mackey
definitd de w. | | | | ‘

*) Tezi de doctorat

§T. CERC, MAT., TOM, 25, NE. ¢, P. 850045, BUCURESTI, 1978
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Deoarece bidualul unei C*-algebre oarecare este o W*-algebri,
teoria W*-algebrelor poate fi folositd in studiul 0*-algebrelor. |
-~ Fie acum H un spatin Hilbert complex si B(H) C*-algebra tuturor
operatorilor liniari mérginiti in H. Notdm prin wo topologia
operatoriald slabd pe B (H), iar prin so topologia  operatoriald tare pe
B (H). so-topologia se afld intre wo-topologia gi topologia Mackey defi-
nit4 de wo. Numim algebrid von Neumann in H orice subalgebrid autoad-
junct® wo-inchisi a lui B (H) care confine operatorul identic. Orice
algebrs von Neumann este W*-algebrd gi orice W*-algebrd este y-izo-
morfd cu o algebrd von Neumann. Intr-o algebrd von Neumann wo-
topologia este mai slabd ca w-topologia, iar so-topologia este mai slabad
ca s-topologia. O *-subalgebrd a unei algebre von Neumann are aceeagi
inchidere in topologiile wo, so, w, s. S | '
fn materie de W*-algebre presupunem: familiaritate cu primele
dou# pirti ale lui [39], sau cu primul capitol din [65] i cu citeva cunog-
tinfe despre clasificarea lui von Neumann dupd tipuri. 8 :
| Toate cunogtintele de (*-gi W*-algebre, folosite in aceastd lucrare,
se gisesc in primele doud pérfi ale lui [40]. -

O W+*:algebri se numegte factor, dac# centrul s#u se reduce la mul-
tiplii sealari ai unititii. Printr-o teorie a reducerii a W*-algebrelor inte-
legem o reprezentare a acestora cu ajutorul inei familii de factori. John
von Neumann a dat o reducere a' W*-algebrelor cu predual separabil
cu ajutorul unor familii ,,mésurabile’” de factori. Pentru reducerea lui von
Neumann trimitem 1a[87, [39], [40] si [65]. In aceast# lucrare, conceputd
ca 0 continuare a lui [55], dezvoltim o reducere cu ajutorul unor familii
,,continue’® de factori, inifiat4 impreund cu Serban Stritild in [47]
gi [48]. S | - |

Dacd A este o (*-algebri, o reducere a lui A** induce o descom-
punere a lui 4. Astfel putem vorbi gi,de reducerea C*-algebrelor,

Explicim scurt, in ce constd reducerea topologicd. Fie = o *_repre-
zentare a unei C*-algebre cu unitate 4, Z centrul wo-inchiderii =A™
a lui A, iar Q spatiul idealelor maximale ale lui Z. Existd aplicafii
Z-liniare pozitive w-continue @ : nA*" — Z, care lasd fix pe Z.
Pentru orice ¢ € '
) a > @ (m (a)) (1)
este o stare pe A. Notim prin =P *-reprezentarea lui A, asociatd acestei
stéri. Familia (n?) realizeazii o descompunere topologicd & lui w. '

Presupunind pe = injectivdi, O*-reducerea lui A4 ingseamni studiul
familiei (n® A)icn de C*-algebre, iar W*-reducerea lui 4 inseamn# stu-
diul familiei (x® A" )icq de W*-algebre.

~Reciproe, fie Q un sgpatiu hiperstonian, adicd spatiul idealelor ma-
ximale ale unei W*-algebre comutative, iar (w;):cq 0 familie continu#

de *-reprezentiri ciclice ale lui A, adics fiecare w; este asociatd unei stéri
9, pe A, astfel incit pentru orice a € A aplicatia

t—> o, (a)




B i e i ehnici de aplica
- tehmcﬂef fundamentale’ in ‘aceast’.’

. ‘Primelye dou P?mg‘f‘l”ie,a.lﬁiﬁéﬁh‘? ! e o trecere in o

ud paragrafe dezvoltim = descom-
este @ (), unde (este un spatiu. -
- In ulf paragrat al eapltolulm ne .
p jilo; O'(QJ v a,le unui modul

. aI treﬁea»,, ca.pxtol, dupi o expunere a: geometrie: proxectonlor
a.sa.-zwelor AW*-algebre, considerdm, clése -de: 0"‘“—algebrs cu geometria
proiectorilor analoag# gi dezvoltim o teorie @ O*-reducerii a acestora.
Remarcim ci' O*-algebrele. congiderate cuprind, O*. a.lgebrele cit ale
AW*-algebrelor, O atentie deosebitd o acordim structurii de 1dea.1e. blla- o
- terale inchise: In ultimut paragraf mentionam citeva aphcatu. ke T
o Ina patrule& capitol’ expunem . teoria: W"‘-reducem dups: [47 I si
[48], cu unele mici imb atﬁ.tlria”" Oa. theatle,, demongstrim ' teorema, de LoE

- tip Stone — We 88 & Ini apls dupi“chlta de damonstratle

1de ndenta A.stfel

uln IT, 1a.r oa-

umires de prmector pentru. idempotent,x autoa.d-*
]unctl a.Ie unei- G*-algebre 8t cea de formé pentm: aphcatule hmare ale
unui spatin vectorial in corpul sealarilor.:

| fnceputul si dezvoltares activitdfii mele stnntlfme da,torea,zé mult
conducitorului meu gtiintifie, Profesorul Dr. Docent. Ciprian Foiag. Tmi

exprim aici sincera mea recunogtings pentm sprijinul- Domniei Sale in

calitate de profesor, mdrumétor, coleg mai experimentat, colaborator s1
tovardg.

; hlpérstomene.k [o
efi iconﬁnuﬁr utile in.

itolul I, ca-
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Formatia mea matematic# si evolufia intereselor mele gtiintifice
poartd pecetea puternicd §i a Profesorului Dr. Docent Aristide Halanay. -

Folosese aceastd ocazie de a-i exprima sincerele mele mulfumiri.

Multumese de asemenea conducerii Institutului de Matematics al
Academiei R.8.R. pentru conditiile optime de Ilucru si pentru sprijinul

~dat in problemele legate de activitatea mea gtiintifics.

Inaintea gi in timpul redactérii acestei lucriri am avut discutii utile
cu 8. Stritild, colaborator in lucrdrile privind reducerea topologics, Dr,
C. Apostol, G. Arsene, C. Peligrad, Dr. I. Suciu, Dr. 8. Teleman, Dr.
F. H. Vasilescu §i D. Voiculescu. Tuturor le exprim aici sincerele mele

mulfumiri.® |

 CITEVA NOTIUNI $I NOTATI FOLOSITE

aplicatie complet pozitivi (1.3.6.) .
AW* — algebry (II.1.5.) =
axioma (§) (II1.2.1.)
axioma (C) (I1L1.2.10.)
axioma (0) (II1.2.15.)
axioma (E) (IIL.2.16.)
axioma (Z) (IIL.3.3) :
O* — algebrd de tip I (1.3.)
C* — algebri clasificabily (I11.3.14.)
O* — algebrd excepfionald (II1.3.14.)
C* — algebrii tare semisimply (IIL.4.5.)
ideal cu proprietatea lipirii centrale (II1.3.6.)

- X (@) (11I1.2.9.) -
Mz (I1.4.18.,IV.1.)
principiul selectiei continne (I1.1.10)
principiul girului de partitii ale unititii (11.2.6)
proprietatea de dualitate (II.3.6.)
proprietatea de predualitate (IT.4.1.)
proprietatea lipirii (I1.4.15) :
‘radicalul tare (ITT.4.4.) L _
*-reprezentarea asociatd unei aplicatii complet

pozitive (I. 3.6) ’

*-repyezentarea asociatd unei Z — stiri (I1.5.10.,I1.5.11.)

spatiu stonian (II.1.)
spatiu hiperstonian (IV.2.4.) o
subspatiu vectorial invariant de tip stare (IT.V.2.)

suportul unui ideal cu proprietatea lipirii centrale (I11.3.8.)
suportul tare al unui ideal cu proprietatea lipirii centrale (I11.3.8.)

Z-modul normat (II.3.)

Z-modul normat finit decompozabil (II.4.)
Z-modul normat decompozabil (II.4.)
Z-submodul de tip predual (II.4.)
Z-convexitate (IL5.)

Z-extremalitate (I1.5.2.)

*) Bibliografia se di In partea a doua a lucririi.

[C—
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CAPITOLUL I

C*-ALGEBRE SLAB DENSE

In acest capitol vom analiza aproximarea elementelor unei W*-al-
gebre cu elemente ale unei (*-subalgebre slab dense. Teoremele princi-
pale pe care le vom demonstra sint generalizdiri ale unor rezultate bine-.
cunoscute din teoria mésurii pe spatii locale compacte.

§ 1. INCHIDEREA MONOTONA A UNEI C*-ALGEBRE

Fie M o W*-algebrd i A C M o C*-algebri w-densi. Notim prin
A, bula unitate inchisd a lui 4, prin A* partea pozitivi a lui A4, iar
prin Af intersectia lui 4; §i A+. Multimile M,, M* gi M; se definesc
analog. -

Pentru orice mulfime § C M* notdm prin §° multimea tuturor
elementelor din M* care sint supreme ale unor giruri crescitoare de ele-

mente din 8, gi notdm prin 8; multimea tuturor infimurilor de giruri
descrescitoare din 8.

Prima problem# pe care ne-o punem este de a stabili cit de bogate
sint mulfimile : - ‘

Af C(AT) C((41))s TU(AF)7))° C ... In MY,

Lema urmitoare, de caracter tehnic, ne va fi de mare folos in acest
paragraf. | d

1.1, LEMA. Aplicafia = = (1 + #)"! a lui M* in M} este
descrescdloare gt 8- continud, iar aplicaia  — (1 +2)"! x o lui M+
in M{ este crescdtoare gi s-continud. -

Demonstrajie. Cum (1 4+ #)~* 4+ (1 + 2)~'x =1, este suficient s
demonstrdm prima parte a lemei.

Fie 0 < ¢ < y. Atunci

§

1 1 1 1
(L+a2) "A+y) Q+a) *>142) "1+2)Q+a) *>1,
deci |

1 1

L+2) Q+y11+0)° <1
Agtfel

1 1 1 1

C+97=0+9) [0+ +9)7 +0)° )0 +2) "<Ota)L



~ Fie acum a, y € M* oareéare. Oum B
| a4+ w)-l Atpi=@ g
B aderon
E @ + -?v)-'*”—"(l Uy [ + 2)-2 __(14_4.;,,1/)__1]_(
< [(1+w) 1(1 +y)—-1] @ +y)(1+w)‘ —1]—-
= +aa+yra +m)-' (L +9) (1 +2)71 |

(1 +w)‘1(1 +?I) +1

| 'Astfel da,cé un sir generahzab (w‘) dm M + bonverge in 8- topologla cﬁ,tre |
@y a.tuncl (1 -->-(1 + m)" in s~topolog1a. S el

Reammtxm cﬁ un prmector ‘6 € M se numeste de gen numirabil,
da,ci orice familie de proiectori nenuli, ortogonali, majorati de e, este
numirabili. ¢ este de gen numirabil da,cﬁ. §i numai daci este suportul
unei forme pozitive normale. Dac3 unitatea lui M este de gen numirabil,
spunem: ci M este o W*- a.lgebré. de gen numirabil. Orice a.lgebri von
Neumann intr-un spatiu Hilbert separabil este de gen numdrabil. . .

Incepem 1nvest1gatule ca o lemﬁ, de sepa,ra,re‘

1 2. LEMA Fie ¢ f eM prowctom ortoyonalz de gen numdmbzl Atunot- -
existd ac ((A )0)8 astfel mmt : o o |

a0 =e aof :‘0,_ e

Demonstmj,‘ze Fle | 8¢ forme poz1t1ve normale pe M a.stfel
- incit supp’ ¢ = e gi supp ¢ =f. Conform teoremei de densntate 2 lm-"
Kapiansky, pentru orice intreg k>0 exmta b € A, astfel ca

1
k2t

, 1- ‘
P (L—b) -<7;" b (b
Pentru 0 <m < n definim

=(m+ ¥ kbk)—l Y kb,

k=m+1 E=m+1.
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Conform lemei 1.1,

? (1 —a,,) = mg ((m + 3 kb,,)_l) {

k=m+1

=)

' m od n :
= : 1-—-5)
m+n,§,(m+n)°"“ ) <
m n | m+1
1—bn“ L
<m-}-n-+m—{unqu( ,),<m+n

De asemenea

bona) S 5 Th(b) < o

k=m+1

Pentru m fixat girul (a,, ,) este crescitor §i, notind a, = sup a,
girul (a,) este descresciitor. Fie a — mf @, € ((A5)%),. Oonform megahté.m-
lor de mai sus

¢l —a) =0, ¢(a) =0,
de unde
ae=e, af =0, | N
q.e.d.

, Putem demonstra acum teorema de inchldere monotonﬁ pentru
~ W*.algebre de gen numirabil.

b ‘ |
1.3. TEOREMA. Fie M o W*-algebrd de gen numdrabil gi AcM
o C*-algebrd w-densd. Atuncz | .

(4))s = M} .

Demonstmm Dm lema 1.2 rezultﬁ. imediat c# (A4;)°); confine tofi"
proiectorii din M,

Fie xe M; oarecare. Existd un §ir (e,) de proiectori spectrali ai
lui #, astfel ineit |

° 1
ZT

8—c. 2855



866

Pentru & fixat fie (a, ,) un gir descresciitor in (Af)a astfel incit o, = inf
g, o A-tunci or

an.=22k kn+—e(A+)u

girul (a,) este descrescétor; $i ¢ = inf a, .

q.e.d.

1.4. COROLAR Fie A o C*-algebrd de opem‘tdm‘ Intr-un spa;m Hilbert
separabil. Dacd A este inchisd la limite de giruri monotona, atunci A este
Inchisd in. topologm operatoriald slabd.

in cazul general limitele de slrun monotone nu ne ajung. De acees

notdm pentru orice § C M+ prin 8™ multimea tuturor supremelor de
familii filtrate crescdtor din §, iar prin 8, mul{imea tuturor infimurilor
de familii filtrate descreseﬁ.tor din 8. Ne punem problema stablln'u bo-
gatiei mult,mnlor ,

A* C(A‘“) C((Az+ )”')m C (4™ C
in, Mm 81 Spra deosebu-e de cazul cind. M este de gen numirabil, in general -

((A7)™),, = M{ . Vom arita insi cd totdeauna (((4)™),)" = M1 .
' ana, lemét are un ca,ra.cter tehniec.

@

1 b. LEMA Pentru orice a € My aplwatm ni(1l4+nl—a) -
1

1+n
zitive gt esle descrescdtoare Dacd in plus a e (4", atune@ aplicafia de
mai sus ia valori in (A{)™. -

Demonstm;w Intr-a.devé.r, pentru orice intreg n > 0

1 — a), definitd pe mulfimea intregilor pozitivi, ia valori po-

. . ‘ . 1 . - “-,
B | —a))"! — —a) =
(1+2Q —a)™ 1_{_n(l a)
— _ 4—-1 1 R . —_
A+n—a)?(1—i 0 —a) — (1 — )
=1 4+ n (1l — a)) (1+na 1+na2)_..

=(1+n(1—~—a))‘1(1+ (1--a))a
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Folosind reprezentarea Ghelfand a C*-algebrei generate de a §i de 1, se
verificd ugor prima afirmatie a lemei. R L
- Afirmatia a doua rezult} ugor, folosind egalitatea de mai sus.

G g e T ged.
~ Urmeazi acum lema principald., e T
1.6. LEMX. Fis (a‘)‘e, o famzlw din ((Ai" )m);,-,, | pj_sup.remul supor-
turilor lut 1 — a, in laticea proiectorilor lui Mgi q —1 — p. Atunoi

1)43')no’;;,.st'ra]u'm~ Pentru orice « € I existd o familie filtratd descres-
citor (ak),e K, in (A7)™, astfel incit @, = i;lfxa,_ x . Fie J C I finitd, L, C
: : €Ay

C K, finitd pentru orice 1c I §i n > 0 un intreg. Notdm

. ‘ _ -l .
Ctan= (1403 8 1-an) =

VEJ kEL

= (1 +n ¥, Card '(L;)(l - > Oa:d i I.5 'a‘.,,))_;l

teJ’ €L
: teJ

si

: | ; ‘ 1 -1
~(1 Card (L) (1 — ———= X aa)| -
Ta. it ( + g, Card (5 T Card (Z) 2 ké.a'*))

teJ-_;’

. 1 b 1 | |
~mrsonim et Ey B3
1+n ZJCa,rd (L)) }_3 Card (L,) €y :é1,
: te ) L€ ’

@, e

Dup lemele 1.1 5i 1.5 familiile (2, ;,,.,) §i (¥s.(z.,) Sint filtrate des-
crescitor. Fie # gi y infimurile lor. Pentru orice Jy (L) i n

0 < 2, 7T I - — —,
| & (Pl?'lﬂf- yJ.(L.). S 1—[—%*%0&1‘(1(13,)
e T
déci'_ﬁb ..= y. .
- Conform lemei 1.5, pentru orice indici _yJ_'( Zo.n € (A’f‘)"‘, deci y €
€((47)")n. Rémine de aritat c§ o = q.
Cum 1 — g, = sup (1 — a, ), suportul lui 1 — a,, este supremul su-
kek, '
porturilor lni 1 — a,, ., k€ K,, in laticea proiectorilor lui M. Astfel

V V supp (1 —a,;) =p.
vel keX,
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Din inegalitatea

By, (2o n — B3 zo.n < (1 —I-'nZ X1 —a, )ty

tedJ (el
deducem c% @, (z.,.» — %3.(10.» tinde ciitre 0 in w-topologia, deci » es'te

un proiector.

Familia (1 — @;,(...) este flltraté. crescitor si supremul siu este
1—a Folosmd expresia

1 — @yzyn = 1-+mn Z Z (1 ) “tn 3 (1 — ar),

lEJkEL tEJbELl

se vede ugor ci

1—a<p

gi pentru orice v, K

supp (1 —ax) <1 — o,
Rezulti cd 1 — 2 = p, deci # = q.
- ' q.e.d.
Urmitoarea lemi ne d3% informatii despre bogitia lui ((Ai)™)m.

1.7. LeMX. ((A{)™),. contine orice proiector de gen numdrabil din M.
Demonstrajie. Fie ¢ € M un proiector de gen numérabil §i (¢) o fa-

milie de proiectori de gen numirabil, ortogonali, astfel incit Ye=1—

— e. Conform lemei 1.2, pentru orice ¢ existd a, € ((4,)")n cu ‘

ae=e a6 =0.

Atunci '
lA—a)e=0, (1L —a)e =8¢,
deci
supp(1 —a)e =0, supp(l —a)e =e¢e,.
Notind

p = \/ supp (1 — a,),
deducem ci

pe=0, pe =e,




Tm oo oo sewsommonn e

_.,oriea;mal&» §: PRYPE Astfel p 1_;_,, decba_..], p. Conform lemm 1.6 S
el T |

C s EREREN e ’-. LI .‘,7 "i o '::, ‘*v EREIRI L Lo q eodo .7

- In sfirsxt demonatrﬁm teqrema de includere monotoné. in cazul'

- _general. _
1.8, TEOBEMK Fw M 0 W*-algebrd gi A c:M 0 C’*-algebrd w-dmsd L
Atunci . -

(((A*)“)..)" B

' Demomtratw. Fm » e M1 ' Ex:sté un gxr (e,,) de proxecton spec-
trah al 1111 .'c, astfel ineit - ‘
=¥ 6.
o \@1 2* :*

Pentm orice intreg n >0 i pentm once proxectom de gen numé.ra.bll
fxéeg,...-,f,<e;,, notdm - ce ey

» mlnu Iu = kgl

Sy

| _,,Goniorm lemei 1.7 y m;l tn € ((AF)") " Cum faxmha (37!1, ts) este filtratd
crescé,tor gi snpremul siu este o, aettileem ch'a € (((AF )"‘),,,)"“ |

¢ ‘ - q.e.d.

1. 9 GOROLAB Fiedo O’*-aly‘ebrtl de operaton mtrv»un 3pa;m Hilbert.
Dacd AT este fnchzsd la limite de famzlu letmte monotcm atumn A este mchzsd
in topologm operatoriald slabd.

Corolariile 1.4 gi 1.9 au fost demonstrate de Kadlson tn [25], iar
teoremele de inchidere monotond: aparbin lui- Pedersen. Demonstratia
teoremel 1 3 qx o schltlé a demonstratlex teoremel 1 8 se afld in [33] ‘

v .
52 omonnminurmmwrmm 2R

- In a.eest paragra.f demonstrém extensu ale teoremelor Iui Egorov- ~
s: Luzm din teoria misurii pe spatii local compacte. Extensia teoremei-
lui Luzin este o teorem# de tranzitivitate 31 1mphc§; teOrema. de tranzx- |
tivitate cunoscutd a lui Kadison.. ~

Reamintim c§ s*- -topologia pe 0 W*-a,lgebrii M este deﬁmté de seml-

normele z > cg(m*w) gi o> q;(a:w*) unde ¢ trece prin formele poz1~
tive normale pe M. Astfel un gir generahza.t (2,) converge cidtre » in
s*-topologia daed’’ §i numai dacd @, < o §i a:;"—> »* in g-topologia.
s*-topologia se afld intre w~topolog1a sx topologia Mackey asociatd




w-topologiei. In pa.rtmula,r da.cﬁ A c M este o a* :algebri w—densa, i
a,tuncl bula unitate a lui 4 este s*-denss in bula unitate a lui M.

" 2.1. TEOREMX. Fie M o W*.algebrd; 8 o parto a lui M, & un element
" al aderentei lui 8 in s*-topologia, 6 € M un proiector; ¢ o forma pozztwd'.
normald pe M §i e>0. Atunct e:mstd un proiector f €M g un ;nr (w,,)-‘
in S, asr;fel tneit B

S <o
‘P(o '—f) < )

lim Ilwf — wJIl lim || fo —fw..ll = 0.

Demonstmpw Fie (m )‘e 1 un slr generahzat in S convergent citre
@ in s*-topologia.
Notﬁm |

__e(m—w)*(m;w)o+e(w—w)(m—w) *e.

Atuncl supp al<Legial >0 in w- topologla Fie e. < ¢ un proiector spectra;lr
al lui at astfel ineit o
1 .
Ad< g

* : 1 .
ai(e —6) > Y (e — 6).

Cum (e — ef) < 2¢(ad), exiét_ﬁ.\ zleI cu (e —er) <

A
2 :
Notim acum

— gl alol
a 8‘ G‘B‘
. 4

Atuneci Supp <6 51 a2 — 0 in w- topologla Fie ¢ < e}x un proiector'
pectra.l al lui a? astfel incit |

ay
23
(et — e?) 2 1 (et — é?).
t 22 13
Cum o(e; — €f) < 2%¢(a?), existd wel cu ele;, — ez) < ;

Prin inductie, g#sim un gir (v,) in I §i un gir de proiectori




: 2 2 TEOREM& (de tranzxtxvzta.te) wa omW"*-algobrd, A C M 0 0"‘ :
| algebrd w-densd gt Z 0*-algebm genemttt de A g de unitatea lui M.

“ (i) Dack s @M é6.& M este: un prmeotorf @ este o forma‘ pozztwdﬁf |
no:imal& pe M’ gz z, 8 > 0 atfuncf. e.'msta un/prmeotor f € M pz a e A aatfel-;

e (u} .Dacd @ eM esta'auto_;djﬂn ,_ o o, s,& sint o in (c} atum;}-ﬁ :
o cmstct un prmector f € M gt um- elammt ut’oadgemot a eA astfel inmt |

ee-N<s ',
Ha[} (1 + 3) llwll,
af = af.
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(fm) Dacd u e M este umtar, iar 6 ¢y & sint ca m (z), atunc ecmstd
un prowctor feM gn un element unitar v € A. astfel tneit L

KO,_ \
? (0 —l-'f)
-vf—uf

Demonstm;w N e swuém in condxt,nle punctulm (4).
Conform teoremex 2.1, exzsté. un promctor fie M gl al eA cu

A< ‘
‘P‘“*f‘_’ '*“f:.‘é*'f i

B Nal <ol

lafy — alflu 1 81'}?1“ 12 flasln<2 {',";“

_Punem “"1 = ("” “‘"’“1)f1 + f1(-’” "‘1“1) - f1(~’” - a’l)f At‘mc‘ ”-’171” <
V”Qfl “1f1||2+”f197 f1“1”2 S5 8““’"

Aplicind din nou teorema. 21, _existé. un proiéctor faeM | $I a, €Al _Io;n

fz<f1
. R ‘P(f1 fa)

” wa " < “ “’1 ”:

” wlfz - a2f2” ;a alvlf” ;. ”fa 1—f2a2” 12 8#_'?"
Punem 2, = (7, —a,) f, +f2(m1—a27—f2(¢1_a2)f2_ Avem ||z,]| < _;_5 sjlz.

Continuind procedeul, gisim un .sir de proiectori

— £ —~
=fr>-fro-fr—r
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; §1 1111 sll‘ (a,,) in A, a.stfel 1ncit, punind
| 5 % = m | | |
, (wk-l - “l)fh +fe(a’tx-1 - “t) _"fk(wk -1 “k)frn k >0 e
‘ avem Dl . e
‘P(.fk- .fk) 'i'j-,; k >0, L
 "¢1" < Ilwlh o
"%" 2 &mmk>1

um.-:f., a,,fkn L S#f", Wit-s = fum < £ agf", E>0.

. Notﬁm IR A .
| | f m-tfu G = Z ah
| e R e
Atunci |
| - f<e |

(9 —f) E o(fpm1 — i) <

« k“l

kwmil

lall < zua&u (1+8)nwu

- ' N

| Cum pentru orice intreg us >0 j‘ .
IR

.”.-M)

F I |

(o)

T |

1 Sllwn
» V2

= ”wlt—lf# anfn'[ <
rézﬁltﬁ o |
o (= — a)fll = 0.
Analog ‘-
f(z — a)|| = 0.
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(#2) rezultd imediat din ().

Demonstrafia punctului (i44) va fi o variantd multiplicativy a de-
monstratiel punctului (z).

Folosind descompunerea spectrald, se aratd ugor ci orice we M
unitar este de forma u = exp (iz), unde xe M este autoadjunct i

— 2arcsin -I-]——l%u—” < ¢ < 2arcsin ”—15—2“ Astfel u aparfine aderentei

in s*-topologia a mulfimii tuturor elementelor unitare » € A cu ||1 — V|| <
<1 — u].

Ne situdm acum in condifiile punctului (¢i1).

Conform teoremei 2.1, existd un proiector f; e M i un element
unitar v; € A cu

fi < e,
¢(e — f1) <“;-'

1
lufy — v fill < 3

Fie (1 — vfufiu*v) (1 — f;) =w, a;, w, izometrie partiald, a,>0,
descompunerea polard a lui (1 — o uf, w* v,)(1 — f).

Avem
11— fy —w, &y =] ofu f, u* v, (1 —f)ll =
=fiw*vy — fiuro fill = |oFufy — fiot ufy] <

<|loF wf, — of vfill+llfof v fi —fiot wfill < 2w fy — v fi]
§i
11— of ufy w* v, — @y w}| =) (1 — ot ufiu*v) || <
| fyof vy‘fl —hotufill Hlfivtufi—fivtufiu* v <
<llufi = fill +llfy —frw* o)l = llu fy — o fill +

ot v fp — ¥ ufill = 2w fy — o fill.
Mai departe,

11 —fi —ay] <J1 —h—all=I1—f — a Wy wy ay || <
<1 —fi —wy g} +1I(1 — of wfy u* v)w, 4, — ay w} w, a,] <

<Alufy —wnhl,
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ded B O Aoy
o 'Ill—fi-wlll<l|1—f1—wxaxll+Ilw141 w1(1 f1)l|< 7
;_%;_,‘_,;,<wun—wﬂn s
| Oum ”“fl —”1f1" <—§-v avem ‘ Q:'{ +

| O wp w,._.1-f1,"

| w,w, --1—-v1 uf,u vl, o

"1 f1 ’“’1||<‘é'” il

SAES S8 s | | 'ul =z ”1 'ufl + ‘wl, - |
,f-'VDm cele de mai sus rezulti ot uleM este umtar i

nl-uln<nf1—-v1uf1u+u1 fi—-w1n<§~

Emdent;
| ’“1f1 = "’1 ?‘fl

| Aphcind din nou teorema 2 1, exrsté. un promctor f2 €M si un ele-
ment umtar v,e A ou A

- f’f<‘f*.’.'»..,.. S

II1 - vzl! <Il 1 — II,

"'“xfs - ”zfz |f < ‘g‘;‘

Fie (1 — oF uy f, ud v,,)(l - f,) == » a, Lw, 1zometr1e pa.rtlalﬁ a,>0
| deseompn;merea. pola.ri & lui (1— vs Uy ,u, v,)(l — f3). Se venflcﬁ ca
mai sus ¢ |

w,_..-w, =1 —f,,
Wy g =1 — 0F %, fa uf vy,

11— f,
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Punem

Ug = 0F U fy + w,.

Atunci #, € M este unitar, |1 — u,] < —g; §i Uy fo =0F Uy fy = v¥o} uf,.

Continuind prdcedeul, gisim un gir de proiectori

e=fo=h>f> e

si un gir (v,) de elemente unitare din A, astfel incit
o(fe-r — Fo) < ”2577 y k>0,

7

Ill—vk”< 8"-1 ] k>1’
; ‘ *. ’ 1
|0E-1 .. 07 % f — ’Uk_fb”<’"8“,:’ k > 0.
Notim
f=int ,.
Atuneci | | d
J<e

¢le —f) =k§1 ¢(fr-r — f) < =

Cum ¥ 11 — vl < + oo, giral (vy0y... .v,,) converge in norms ciitre un
k=1 .

element unitar » € A. Pentru oric_e k
”’“f.—" Y- e fll <l ufp — ?1 ----- e fill =

=f-y ... P Uy — v, fill <

deci

uf = of .




(1). Dac @ € B(H) ita
""gz 8 >0 atunm aa:isttt X A cu

: (zz) Dacd ze B(H) ‘este autoadjunct, wr ] .,sa 8 smt ca m (z), atunm» |
o amstd a eﬁ autaadjmwt ¢ vired SR

(m) Dacc’s % € B(H) aste umtar, iar e este ca m (z), atunci ezmstd;'» |
'veA umtar cu e . |
S ve-ua,k eu—-eu
Demonstmm. Fle » dlmensmnea. hn eH $1 (g, urma pe oB(H ) PR
eu cp,(a) =1. Putem: consxdera; pe o, ca forméa pozmvét norma.li e
B(H) Cum orlce prmector f eu f < e, cp,(e —f) < }“—-s este egal cu a,"

punctele (¢) 31 (u) ale: corola.rulm sint consecmte 1med1ate ale punctelor |
corespunzitoare ale teoremei.2.2. .

o Punctul (m) al corola.rulm se dbtane aphcind teorema. 2 2 (iu) |
hll u»’, eyv u. 6%, ‘PcVu'ew” %"]‘1. , '. 4 - - |
o Ideea. unor extensu necomutatwe a.Ie teoramelor 1111 Egormr QE Luzin
o a.partine lui Tomita. Teorema 2.1 este o intdrire a teoremei 1 din [36],
iar teorema 2.2 intiiregte teorema: 6 din [60] si teorema 2 din [38].

Varianta de mai sus a teoremei d& tranzxtxvxtat& a lui. Ka.dmom a fost. :
demonstratﬁ pe o altd cale de S&k&l ([40], teorema 1. 21 16) X

§3 c* ALGEBBE DE ’l:ll' l

In acest pa.ragraf ne oeupé.m cu propneté,t.l de densitate ale unor
C*-algebre particulare. Scopul nostru principal este de a demonstra teo-

rema Jui Glimm gi Sakai despre caracterizarea O*-algebrelor de tip I.
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Reamintim c#% o W*-algebrii M se numegte de tip I, dacd orice
Proiector nenul din M majoreazs un proiector abelian nenul, adicd un
Pproiector 0 =~¢ € M pentru care algebra eMe este comutativi. M este
de tip I daci §i numai dacs contine un proiector abelian cu suport central 1.

Dacd A este o C*-algebrsi, iar = :4 — B (H) este o *-reprezentare
tipul inchiderii lni =4 a lni 4 intr-un spatiu Hilbert H, atunci prin tipul
inchiderii lui = intelegem in topologia operatoriali slabs. 4 se numegte
de tip I, daci orice *-reprezentare a sa este de tip I. A este de tip I dac#
§i numai dacy W*-algebra A** este de tip I.

Definitia (*-algebrelor de tip I se face in termeni de inchidere slabi
universald, gi teorema extrem de adinc$ a lui Glimm gi Sakai d¥ o
caracterizare a lor in termeni de *-reprezentidri ireductibile.

Demonstrim in prealabil un rezultat care ne va fi util gi in capito-
lele urmitoare.

3.1. TEOREMA., Fie n: A — B un *-homomorfism al wunei
C*-algebre A pe o C*-algebrd B. Pentru orice acd, a>0giyeB, y*y < n(a),
ewistd © € A cu

o* e < a, w(x)=y.
Demonstrafie. Fie r e A4,r = 0, astfel incit
T(r) = n(a) — y*y.
Notind s = a — », s este autoadjunct, s < a §i =n(s) = y*y.
Fie acum ze 4 cu n(z) = Y. Elementul ¢ = 2* 2z — 3 egte autoadjunct,

deci ¢ =t* — ¢~ unde t*>0, =20, t*t-=0. Considerim pe A scufun-
datd in A** Notim pentru orice intreg n >0

.;v,, = 2(a + t+)%(—1-— + a 4 t*‘)—1 a? €A,
n

Punind pentru orice pereche de intregi m, n >0

1 -t 1 -
t,h;,‘:(—-—l—a-{-t*) -——(—+a+t+) '
m n
avem

” mﬂ_o - a’n”2 = ”(wm - m'n)* (wm - iv")“ =
== || a% tman(a + t*);'z*z(a + t*‘)%tm,,,a% Il <
<llattna(a + t4)2tp 00l ) =

= (@ 4 t*) tunad |2 =




nnsfcomrtmm 'rovpom m" ,m w' ALGEBRELOR (n e

""“"w +t+)t,..at,.,...("+t+)|| < s
"‘““"“m(a +‘t+)tm(a t*)t L

Pe de alti parte; folosind reprezentare& Ghelfand Q*- algebrel generate |
it si&a 5 86 vede ugor ¢ TR

Astfel gu'ul (w ) converge cﬁtre un
Oum pentm orice %

*w:w.“—‘ a*ﬁ( + a+ :+) (a +t+)*z*z(a +1 *)*( + a+ t*)_;: a* <
éa*( +a + t+) (a+t*‘)’( +a+t3‘) a* <a,

rezultacy,,_ T e s e e A

e o a:’!a,'s:a;_.r, ST T

In sﬂralt | - |
. - ow(l) = n(z)* n(z) - w(s) = y*y = y*y 0“

 deci n(t“)—-o Asttel, Lo S B "
e

v de unde

ny - n(w..) u* ~ ” -3- —-+n(a))“ Vel

#}' (% +“‘“’)nty*y(-;nl— +n(a))"‘ ” < |

<2
”n

<=l : w0 @) (o + o)
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In concluzie S
y = lim n(2,) = n().
fi=
q.e.d.

3.2, COROLAR. Fie «: A — B un *-homomorfism al unei C*-algebre
A pe o C*-algebrd B. Atunci bula unitate inchisd a lui B este imaginea
prin = a buler unitale inchise a lus A.

Spunem c& o C*-algebrd A satisface con(htla U Ghmm dacd existd
un element pozitiv nenul a € 4, astfel incit, pentru orice *-reprezentare
ireductibild = a lui A intr-un spatm Hilbert H, dimensiunea lui n(a)H
este < 1.

Primele trei leme ne vor da informaftii despre structura 0*-a1gebrelor
care nu satisfac condltaa Ini Glimm.

Notdm pentru orice ¢ € (0,1) prin f, funcfia continud pe (— oo

—F co) care se anuleazd pe (— oo, 1 —¢], este egald cu 1 pe [1 — —-;——, + 00]'

4

si este liniars pe [1 e 1 —'.-2“]. Evident, f, f =f,. Notim de

asemenes prin g, functla, continud pe (— w, + oo) definitd prin g,(t) =
=111 .

3.3. LEMA. Fie A o C*-algebrd cu unilate, care nu satisface con-
dijia lut Ghmm Pentru orice d € A,d >0, |df =1, g orice ¢ € (0,1)
existd w, w'y d' € A, astfel incit

1 w=0,d 20, w*w =0, lw] = [jw']=|ld"|| =1;
2) f:(d) W = w) fl(d) w = w:;
3) Wi = &, wrw'd = d.

Demonstratie. Fie 8 = -;— Pentru ¢, u e 4 cu 0 < ¢ <14 ||u‘[|'<.1
definim |
| dy = forld) o fusld),
dy = faa(d) — dy,
v = fo(dy) u fs(dy),

w = f% (”*'”)%’
w'= ogy (*0)t,

& = fi(v*0).
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= __Dup& ce obginem mformami despref elementel& .

~ osgipeu astfek incib w, w _d’ si satxsfaca condi(;me- 19
- Cum. fuld) dy = dy = dofud), el

~ 0 G* a.lgebm genera ;

mcit x(A 0) { ‘

'_ 0<x(d1)< = coriy(dg) < —«' 1 r\;fcaracterf ﬁe' 0 ou. x(fo), ’0

e a.tuncr a.fu-ma.ma precedenta este trmal adevimt&. Bezu]té. ci pentruj o

. orice funetm realﬁe contmui K e (-- 005 4~ oo), ca.re se. anuleaza pejy‘ ;

[0 —;—] 'y pentm-‘ orice. caractezs‘x pe;ozafem‘ i -

;. sus, vom a.Iege pej_" ,.
mei;. o

g di comuts, Fie
CATaC f;er pé 0 a.stfeI;_‘_.

| h(dl) h(do) St

In partlcular, cum f, se a,nuleazé pe [0 -—%-] avem

e fa(da) u* fs(dl) fa(do) w fa(dl) =o.

- De a,semenea, fud) da = do sx f,(d) d,_ dl, deci pentru orice functle |
~_reald continu¥ & pe (— oo, ), care se a,g]ﬂea.za in 0, avem f.(d)h(do) =
L = h(do), f,(d) h(dl) 2 h(dl) De a.ml rezulti unedmt 05; o |

f‘(d) V=19, fz(d) v* = p*,
e Av'em,"-' | o v T
S wzd -----‘f1 v*@) f1('v*'v) f1 U*v) . d’ -

St wh'd = gy (%) T o*y yi(é?éf)?‘fx‘v*v} fl(v*v)——fl cv*v>-- Fr

) decl 3) este sa.tlsfacuté, mdependenb de a.Iegerear hn ¢ gi o o
- Cum fy(d) vro = v*v, avem f (dyw = w, . iar f,(d) v=0v 1mphcé ’

) ega.htatea J(d) w' = w'. Astfel i 2) este satisficuts. |
N n sfirgit, deoarece v*(v¥*p) =0, deducem cff w'*w = 0 Din 1) '
mai avem w >0, @& >0, [w|< 1 lw'l <1, & <1. Rimine

83 alegem pe ¢ i pe % a,stfel incit i rezulte lw] = ||w']] = nd’lf = 1.

Cum fyd)0 si 4 nu satisface condifia lui Glimm, existd o
- *-reprezentare ireductibily = a lui A intr-un un spafiu Hllbert H astfel

Ineit dim =(fy(d)) H > 2. TFie £ gi v, |[E]| = ]l =1, veectori orto-

3

— c. 2856
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Conform corolarulm 2 3 exlsti a e A a.utoad)unct astfel incit

n(a)E 5* ﬁ(a) 71 —0

. Fek functlw contmué’t pe ( — oo, + 00), care se a.nulea,zi pe- ('—' 0, 0],
este egalé cw 1 pe [1 4 o0) §i este hma.ra pe [0 1] Putem c= h(a) .

. Atunci

.k 0<a<1
 fﬂwE—&
n(c) n = 0

- Pe de altd parte, conform corolariilor 2. 34i3. 2 ex1st5 u €A, ]lul[
< 1, astfel incit n(u) este unltar 51 .

n(u)E = 1.

mma,mmMMHwﬁMuw)Awdwnmm—mwp'
rezulté cﬁ. :

‘ 7.c(f%(d)) i = E; i |
g w(f;;(r'd)}; =1

Astfel, cu ¢ §i 4 alese mai sus, obfinem succesiv

@) E=E,
w(dg)n = 0,

| n(dy) 7 = 1, '
v r&(b)& ='-Jkn,
ﬂwwaaa
@) E=E,
) & =1,
I E=E

Prin urmare |w] = [|w'|| =] d'|| = 1.
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3.4. LEMA. Fie A o C*-algebrd cu wunitate care nu satisface condifia
lur Glimm. Atunei ewistd elemente nenule Vogy ooy a,) tn bula wunitate

inchisd a lui A, unde n = 0,1,2, ... si oy, og,..., @, € {0, 1}, astfel incit :
(¢) pentruj < k §i (9‘1: ey %) I (@37 -+ 3y B;) avem
ey, o ny a)* 0(Byy ..., Br) =0;

(i) pentru k > 1, notind (0x ) = (0,..0), avem
| k=1

V(ogy 0oy o) = oay,. .., ak—1) W(O0k—1, o) ;

oricare ar fi oy, ... a,; .
(¢62) pentru j < k avem

C0(ogy ..y op)* v(oy . u.y &) (0k—1, ;) = .”(Ok—l’ o) 5

oricare ar fi oy, ... aj, ap;
(1v) v(@) = 1,9(0,) = 0; -

- -

(v) ewistd b(n)e A, b(n) > 0, |b(n)|| =1,2=012 ..., cu
D(ogy + vy )* (. iy @) B(m) = b(n),
oricare ar fi oy, ..., a,. 4 L ’ o
. Demonstratie. Folosim inductia matematics. Pentru n = 0 punem

v(0) =:b(0) =1 .

Presupunem ¢4 am construit elementele v(ay, ..., a;) si  b(j)
pentru j< n. Aplicind lema 3.3 lui d = b(n) §i unui ce (0,1) oarecare,
obtinem elementele w = (0., ), w’ = v(0;, 1), d° = b(n + 1).

Notdm pentru («y, ..., a,) % (0,) '

.. v( al’ s .y aﬂ+1) = ‘U( al’ AL ) a") Q’(O”’ an+1 )o

Avem
| ey ey a)* 0(ay, ., @) B(n) = b(n), O
deci i
Oy ooy o)* ey, . .ny ) fo(B(R)) = f.(B(n)).

Astfel | ‘
. .v(ai’ '7' “n)* ’U(GLI, .A, e.) 'U'(O;,, an+1)’=..- g ot
=-?(¢1) ceeey _a'n)*"v(aly ey ) fs(b(’n))v(ﬂm i“”;{_l') =

= fAbm) (0 ) = 0(0y iy ).
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Analog, cum | ) o
o © 9(0,)? b(m) = b(n),
avem . | R

2(0,) fub(m)) = fi(b(n);
de unde ' | .

U(O,,) ’U(O,,, Ont1 ) = 'D(On) f:(b(n)) ’U(On, Oni1 )=
= fb(m)) 0(0sy an1) = 0(0 ansr).
Folosind 'aéeste egalitdti gi ‘ega.litatea 2(0,, 1)* ¥(04s1) = 0, se ve-

rificd ugor c# elementele construite corespund. | |

R IR o g.e.d.
Spunem c% o O*-algebrd cu unitate B este uniform hiperfinitd de

tip (2,23, 23, ,..), dac¥ existd C*-subalgebre , -

. CCBICB'zc,...

ale lui B, astfel incit B, éste *-izomorfd cu C*-algebra 2" x 2"-matri-
celor, iar B este inchiderea lui |_J B, .

n=1
3.5. LEMA. Fie A o O*-algebrd cu unitate care nmu satisface condi-
Jia lui Glimm. Atunci, existd o O*-subalgebrd separabild B a lui A, conpinind
unitatea, asifel incit un cit al lui B este o O*-algebrd uniform hiperfinitd
de tip (2,22,23, ...). | i - | :
-~ Demonstratie. Fie v(ay, ..., a,) € A definite ca in lema 3.4. Notim

e = X e ey d) oy ey a),
Pentru orice  >1 a
v V(o oony ) O(Byy ..., By)* 6(”’ + k)=

= Z V(0gy o 0vy &) 2By ... Bu)* V(B ..oy Brs Y1 « -y Yi) X
YhﬂﬂYkE{oil} i

X OBy v vy By Yiy v ey Yi)* =

= S /] - 2T 4 “es v “ee e .es *_.
Tl""’YZkE{O,l} (e y %uy Y1y » Ye) (B Bas Y1y ’ Yi)

Folosind aceastd formuld fundamentals, se deduce ugor ci e(n -+ k)
comutd cu toate v(ay, ..., «,) 9(By, ..., B,)*, cd elementple V(o ... a,) X

A4 ¥ < PRI - ume-de—elemente & w1 X
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X ”(511 | ) pu+t—-l) 9(” +7°)H i ci ”(“1: .y “n) "(ﬁl’ very B*)* X
X 0(“1! , AR 0(@1; Sy ﬁ,)" 6(1& + 1) = 2{ 8 r V(“lt wee 7 “n) X
X ”(@Iv .y ﬁn)* o(n 4 1).

Fie B(n). G’*-subalgebr& lmA generati de.elementele o( iey u,) X .

X oy By)* ouj < my iar S(n) = {b] b e B(n), be(n 4 1) = 0} Dmcele} o
'devr(npa:.i sw; Eézulti c S(n) este. unadéal bﬂaterai inchis in B(n), iar ima-.
 ginile canonice ale elementelor v(ay; .. ., «,) v(B,, ..., B,)* in B(n) [S(n)

formeaz# un sistem: de unitifi matnceale Astfel B(n) [.I(n) este *-izo-

- morféu ou (¥-algebra 2" X2* — matricelor. |

- Evident, B(n)C B(n+ 1), Dack ac4 g as(n +1) =0, atunci
'pentru once(ozl, vevy ania) aVem [[a0{ag; ...y o:,..,.l)]*—-[lav(ae,, ,omg)x:a :

X 0(dtyy v ooy ansr)® a*|f  |lag(n + 1) a*ll== deci ‘av(x, ) Gap1) =
mct(:z:a,y.:.,'+alc.+1) v(ﬂ,m, am.s) Rezult% cﬁ a’a(nli-zfmo
decl J’(fn)c J(n + 1) o

N otﬁm prm B inciuderea lm U B(n), 1a.r prm f inch1derea lm i

o na-l

U J(g&) B este 0 0*-suba1gebrﬁ, sepa.ga.pﬂg, a-Iui A., Gontuﬂn d umtatea T

’(‘}.;llm .f(‘n) este 1dea1 bﬂateral ma.xxmal in B(n), avem S n B(n) J(n).i

A.stie; B/.f este o G’* algebré umfomi h:perﬁmt&, de tlp (2 2’i e .). o

Fie H un spatm Hllbert 0 aphcatle hmaré, (ﬁ a anei’ 0"' algebre |
cu unitate 4 in B(H) se. ;:mmegte complet pozxtlvﬁ,, dacd pentm orice’
. fintreg n>0, orice elemente Byyooey B €A §1 once vecton 1y -y Gu€H

. avem | R _ ( e
?_‘. (‘D(a"‘@) E;I i;) = 0.
R . ,
S Demonstram clteva rezultata refentoam la a.phca.tn complet pozx-
tive, culmmind cu o teoremd de prelungu-e ,

3.6, LEMX. Fie A o C*-algebrd ou umia,te ;n 0 A-—-)B(H) o
aplicafie liniard. O este complet pozitivd dacri gt numai dacd ewisth o *-re-.

prezeniare © & lui A intr-un spajiv Hilbert K gi un opemtor lintiar mdrgi- x

mt V H‘——)-K*cu HV[]’ --|| (1)”, astfal in tpentm omce aeA
Sl (D(a) V"‘-n(a) V e
I"n plus, ;4 poate f@ ales ast[el inozt n(A)V'H sd fw totala'. n K.
_ Demaonstrafie, Presupunem ci @ este complet pozmvﬁ Deﬁmm
_peA®Hformab1hmari( l)@prm R |

(by ® mlba ® 7)o = (‘P(b*@x) Ml nz)

Oum O este complet pozmvé. forma blhmaré, (o | )q, este pozitivi. Fie K

completatul lni A ®H in ra.port cu  semi nom;a definitd de (.[.)o.
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Notim imaginea canonich a lui € A®H in K prin > .
Formulele - ‘

| ﬂ(a)(b_@n)'——ua:b@m

ve=1ot

definesc o *-reprezentare m: 4 —> B(K )i gi un operator liniar mirginit
V:H — K, care satisfac cerintele lemei.
" Reciproca este imediaté.

q.e.d.

Din lema 3.6 rezultd imediat, ¢ dacd @ este complet pozitivi,
atunei |@|} = |[®1)}l. De asemenea, din lema 3.6 se deduce ugor re-
zultatul principal din [24]. - | |

 3.7. LEMX. Fie A o O*-algebrd cu unitate, B o C*-subalgebrd a lui
A, confinind unitatea, iar. ¥ : B — B(H) o aplicafie complet pozitivd.
Atunci , existd o prelungire complet pozitivd ® : A — B(H) a lui Y.

Demonstrafie. Conform lemei 3.6, existd o *_reprezentare p a lui B
intr-un spafin Hilbert L §i un operator liniar m#rginit W: H — L,
astfel incit

W(b) = W* o(b) W, be B.

Mai departe, dupd un rezultat binecunbscut, existd o *-reprezentare T
alui A intr-un spatiu Hilbert K §i o izometrie V : L — K, astfel incit

o(b) = V*x(b) V, b e B.

Punind pentru orice a € 4

v D(a) = (VW)*r(a) VW,

obtinem o prelungire co_mplet pozitivd @ : A — B(H) a Iui Y.
| | q.e.d.

Numim algebrd von Neumann intr-un spatin Hilbert H o x-subal-
gebry a lui B(H), inchissd in topologia operatoriald slabd, care contine
operatorul identic. O s-algebrd M C B(H) este algebrd von Neumann
dac# si numai dacé coincide cu bicomutantul siu M". ~

3.8. LEMA. Fie M C B(H) o algebrd von Neumann cu comutant
comutativ. Atunsi existd o aplicafie complet pozitivd P: B(H) — B(H),
astfel incit PB(H) C M gi Pw = x pentru x € M.

: Uemonmmm%gmwwﬂ%
convexd inchisd in topologia operatoriald slabd a multimii {w*xw |u € M
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t:xmta.r}.E Folosind teorema de. punet fix: & lui Markov §i Kakutam, se
- vede ugor e O(w) | M O} oricare ar ti x e B(H). -

Deﬁmm pentm once % € M’ unitar operatorul T eB(B(H)), prm
(w) = u*wu
Fie + topologm deflmté. pe B( B(H)) de semmormele
T - I(T(w) §ln)l, = eB(H), E, L <H.

Bula unitate inchisd a lm B(B(H)) este rocompa.cté Not§m prin #
anvelopa convex} +-inchis} a mulfimii {T lu eM umtar} Considerdm
in &# rela.t,la de preordine -

I,.{ T, <-) G’( T,a:) C 0( T,w) pentru orice @ € B(H ).

Fie (T.).e; 0 parte total ordona.tﬁ & lm .QF Notdm prin #, ~-in-
chiderea lui {T,‘l T.< T} Atunel r] .9’ nu e vidl gi orice Te akd
1174
este un minorant al Iui (1").5 I Aphcind lema lm Zom, existd un
element minimal P in #.

Presupunem ci pentru un @, € B(H )} multimea C(Puw,) con{ine
cel, putin,. doud elemente. Fie y eC(Pw,) N. M. Atunei am'elopa, con-
. vexd . t-inchisd a Iui {T; P}u eM umta.r}, contme un T eu Tz, =y,
deci O (Tw,) 5+ ] (Pz)). Cum T § , am ajuns’ la o’ contradictie.

Astfel O(Pg) se reduce la un singur punct, oricare ar fi » e B(H).
Cum C(P2) M 0, avem OC(Pz) C M Rezulti deci, ci& pentru
orice  # € B(H), Pw» e ((P2) C M. \ |

Cum operatorii 7T, sint compleb poz1t1v1 31 T,,(w) = & pentru orlce
veM, a.celeagl a.ﬁrmatn gint valabile gi pentm P.

, ! q.e. d

Vom da yacum o caractenza.re algebnea a aphcat,nlor complet

pozitive.. .
. . Fie 4 o O* algebré gi n>0 un intreg Notim prm 4, a.lgebra
 tuturor # X n -matricelor cu elemente din 4. Considerind pe 4 ca o
O*-algebr#d de operatori liniari mirgini tl intr-un spatiu Hilbert H, 4,
poa.te fi cons1dera;ti operind in H @* @ 11' Norma operatonali pe

4, este o normi de C*-algebri §i nu depmde de reprezentarea spafiald a
Ini A . .Evident, orice aplicafie liniar4 @ a lui 4 intr—o C*-algebrd B
defmegte o aplicatie liniard @,: 4, — B

3. 9 LeMX. Pie A o C*-algebrd cu umtato, H un spafiu Hilbert g@
@ : A B (H) o aplicatie liniard. © este complet pozitiod daea .gt nUMas

daca ©, : A, — B(H]J, ésle pozilivd peniru orice inireg n >
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Demonstrajie. Fie © complet pozitivd. Conform lemei 3.6, exista
o *-reprezentare = a lui A intr-un spatiu Hilbert K §i un operator liniar
mirginit V: H — K, astfel incit :

®O(a) = V* = (a)V, acA.

Fie n> 0 un intreg si (a;;) € 4, o matrice pozitiva. Atunci existéd
(b €A, cu (a;) = (by)* (by), adicd a;; = Y, byl by Avem
: k=1

O(a,) = V*n(ay) V = 3 V(b *n(by) ¥,

k=1

deci pentru orice vector &, ..., &, €H

T (D)8 = % (n(b)VE|mbw)VE) =

i,7=1 4,4, k=1

n 2

> 0.

T‘(bm‘)VEi]
1

§==

Astfel matricea (®(ay;)) ‘este pozitivi.

~ Reciproe, s admitem cd @, este pozitivd pentru orice n. Fie
@y, ..., a4, € AgiEy, ..., &, € H. Cum matricea (a*a;) este pozitivi, rezulta
i (D(a¥a;)) este pozitivi, deci

i,9=1

é ((D(“E"%)Ejlii)> 0.

Astfel, @ este complet pozitiva.
¥ q.e.d.

3.10. COROLAR. Fie A o C*-algebrd cu unitate, H si K spajii Hil-
bert, ®: A — B (H) o aplicajie complet pozitivdg, B o C*-algebrd cu
unitate, DA c B C B(H) i ¥ : B > B(K) o aplicafie complet pozitivd.
Atunci Wo : A — B(K) este complet pozitivd.

fncheiem pregitirile referitoare la aplicatiile complet pozitive cu
urmitoarea teoremi de prelungire.

3.11. TEOREMX. Fie A o C*-algebrd cu wunitate, B o O*-subalgebrd

a lui A, confinind unitatea, H un spajiu Hilbert, (M)..er 0 familie filtratd

crescdtor de algebre von Neumann de tip 1 in H, M inchiderea lui \J M,
. tel

tn topologia operatoriald slabd, st ¥': B — B (H) o aplicatie complet pozi-

tivd astfel theit W B C M. Atunct existd o aplicatie complet pozitiva ® : A—

— B (H), astfel incit ®A C M gi ® coincide cu Yooel V1M,

rel



e Damomtmﬁe. ,Conform Iemel 3, 7 exmti o relun a com let ozmvi :,
@ A-;»B(H)‘?Lf‘ p glr P o
- _Fio o) un proiector abehm 'cu:. supo
o _3 8 exlsté o aphcatle eomple" ’pozltlv,

incib PB(e‘H) C

centml!l in M Dupé lema., f'
‘l.’s‘ Aphca.ma % m—» |
s

| deﬁneete o aplicatie complet“, pozitiva. Q" B(H) —> B(H ), astfel incib-
QBH)YC M, §i @, » = @ pentru @ € M‘. b |
| | Aphcind din _nou corolarul. 3.10, Q 0 @ este complet pozltwé, .
oricare ar fi « € I In plus [|¢; @} <ﬂ‘1’[f L o

PR Fie t topologla definit3 in spatlul tuturor operatorllor hmari mir- i
- glmi;,l dm A in B (H) de semmormele o

T'-*I(T(a) % ln)l, @ GA; Em GH

| Multlmea opera.tonlop 1‘ cu n 1’ Il g IL‘F” este T -eompa.ctﬁ Notéi,m prm: )
&, v-inchiderea Ini {¢,- O | M, D M ‘} Intersectla multunﬂor .971, re, nu
esta vidd, ciecx existd. D e n Fooii |

| Evident ® este complet pozmvﬁ,. Cum Q.F 0® ; ia valon in M C. M
- gi M este inchlsﬁu in. topologm operatoriald slabi, avem ®4 C M. Fie
~ el oarecare §i # ¢ ¥~V M,. Atunci pentru orice keI cu M,D M,
~ avem O (z)= -V () e M, CM,‘,, deci Q,0(z) =¥ (). Rezulté. o4
- T(x) =¥ (v), oricare ar fi T € #,. In partmular, ® (w) ‘F(a:) Astfel
(Dgx‘l"comcldpe U‘I"M | |

i v.eI

| e R , , | _, - q.e. d.
Momvﬁl pentru care ne ocupé.m in acest pa.ragraf cu a.phca.t,ﬁ com-

P, : B(aiﬂ) e B(a’E), a.stfelr' o

] fi’n decl, conform coro- B

plet pozitive este ca, ‘avind o 0*~a,1gebr5, cu unitate 4 gio s-reprezentare

¢ & unei G""-Sﬁbalgebre a lut 4, s construim o- #-reprezentare a lui-4,
pe cit posibil de acelasi tip cu p. Acestea’ ne sint necesare pentru a
- exploata lema 3. In acest context se incadreazid lema care urmeazi.
© ' Reamintim ck o W*- algebri se.n’umegte continud dacé. nu contine
. proiectori abelieni nenuli. Un factor este contmuu dacée 31 numal da.cé nu

- contine prmecﬁon mm;lma.li

. 3.12. LEMX.. Fw Ao G* algebrd cu umtate, B 0 0*~subalgebrd a

lwi A, confinind umtatea, D: 4> B(H ) o aplicafie. complet pozitivd gt
MC B(H ) un factor * continuu, “astfel incit @ este multzplwatwd pe B
8t inchiderile in topologia operatormld slabd ale lci ®B g1 ®A coincid cu
‘M. Atunci existd o »-reprezentare factoriald continud a lui A.

Demonstratie. Fie F multxmea tuturor aplicafiilor complet pozmve
A — B(H), care iau valori in M gi pe B coincid cu ®-F este o mulfime
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convexd compacts in topologia r, definitd in demonstrafia teoremei 3.11.
Fie. ¥ un punct extremal al lui #. - - e e

~ Qonform lemei 3.6, existd o s-reprezentare = & lui A intr-un
spatiu Hilbert K §i un operator liniar m¥rginit V : H — K, astfel incit

|  We=TV*na) V,ecd,
si K este generat de m(A) VH. Cum ¥(1) este operatorul identic, v
este 0 izometrie, deci VV* este un proiector. Pe de alti parte, din multi-
plicabilitatea lui ¥ pe B rezultd cd VV* comutd cu =(B): V*r(b)*r(d)V =
— V*n(b*b) V = ©(b*d) = O(b*) ®(b) = V* n(b)* VV*=nr(b) ¥V, etec.
Fie N inchiderea lui n(4) in topologia operatoriald slabi, iar P
un proiector central in N. Pentru oricebeB .
W (b) V* PV = V*x(b) VV* PV =
VYV ) PV =
— V* Prib) VV*V =
= V*PVV*n(b)V =
| — VPV P (b).
Cum W(B) este denss in M in topologia operatoriali slabd, V*PV
aparpine centrului lui M. Astfel existd un scalar ‘
0 <A1 cu V*PV = Aidyg.
Presupunem ¢ 0 < A < 1. Atunci egalitiifile
- Wy(e) = ——{ V*’P n(a)V,- acd,

o ?2(a)~=i 1 ‘.V*(id"-_ P)‘ﬁ(d)V, - acd,

definesc a.plica.tii' a.pa.rtiniﬁd_lui..?’-. Cum ¥ = )JFI + (1 — W)W,, extre-
malitatea lui ¥ implici V=1 = y,. Astfel pentru orice a € A avem

V* Pr(a)V = AV* n(a) V.
Cum w(A)VH genereazd pe K, de aici deducem

V*P — AV* — V* PV V™,
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Prin urmare VV*P = AVV*, deci 0 <| VV*P|| < 1. Pe de alts parte,
VV*P = VV* PVV* de unde rezulti ci VV* P este un proiector,
contrazicind inegalitdtile 0 <|| VV*P|| <1,  ~ » T
In concluzie, A =0 sau 1. Dack A =0, atunci PV = 0, deci
| pentru orice ¢ € A avem Pr(a) V = ni(a)PV = 0. Cum =(4) VH gene-
- reazd pe K, P=0, Dacid X = I, rafionind analog deducem c% P = idg.
Astfel ¥ este factor. . - T oo 0 o
- Aplicatia T~ V* TV este un s-homomorfism al inchiderii in
 topologia: operatorialy slabid a Iui =(B) pe M, continuu in topologiile
- operatoriale slabe. Astfel existd4 un s-homomorfism. p: M — N , con-
tinuu in topologiile operatoriale slabe, care ia valori -in inchiderea lui
n{ B) in topologia operatorial} slabi, §i pentru care V* p(8)V = 8, oricare
ar fi SeM. = | el o
~~ Presupuném c# N nu este continuu. Atunci operatorul identic este
o sumé de proiectori minimali ortogonali din W, deci existi un proiector:
minimal E e N cu V*EV #0. Fie F ¢ M un proiector spectral nenul
al lui V* EVgi « >0, astfel incit ' < « V* BVF. M fiind continuu,
existd un gir (¥,) de proiectori ortogonali nenuli in M, majorati de F.
Notim H, = o(F,). Cum F,—>0 in topologia operatoriald slabd, si
B, -~ 0. in topologia operatoriald slabi. B fiind minimal, ¥ B .F — 0
in norm#, deci V* EE, EV — 0 in norm#. o ' o

Pe de altii, F, sint in inchiderea lui = (B) in topologia operatorials,

slabd, deci comutd cu VV*. Rezultd cd
 V*EVF,V*EV=V*EVV*EJVV*EV —
= V*EE, VV* B,BV <
_ '< V*EE,EV,
de unde - ' -
o |F, V*EV|? <|V*EE,BV|.
Astfel F,V* EV — 0 in norms. '

~ In sfirgify cum P, = F, FF,, < al, V*BEVF,, deducem c§ F, — 0
in normd, ceea ce este imposibil, fiecare F, fiind nenul.

In concluzie, ¥ este un factor continuu, deci = este o *-reprezen-
tare factoriald continu# a lui 4. | | |
S | g.e.d.

Completdm rezultatele preliminarii cu urmitoarea lemy :
3.13. LEMX. O C*-algebrd uniform hiperfinitd de tip (2, 22, 23, ...)
are o *-reprezentare factoriald continud. ’

Demondsiragie. Fie B o O*-algebri cu unitate, continind C*-subal-
gebrele 4 |

GcBlc;Bag...,
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{

astfel incit B, este s-izomorfi cu C*-algebra 2% X 2“-ma.tricelor, iar
B este inchiderea lui { B,. |

n=1 .

Notim prin ¢, urma pe B, cu ¢,(1) = 1. Pentru orice n avem
Yns1!8. = $a. Fie ¢, o prelungire pozitivd a lui ¢, pe B, iar ¢ un punct
limit3 al girului (¢,) in topologia slab# a lui B*. Atunci ¢ este o urmi
pe B gi pentru orice » avem ¢|s, = ¢,. Considerdm x-reprezentarea
o alui B, definit} de ¢, si notdm prin M inchiderea lui p(B) in topo-
logia operatorial} slab. Fie £ un vector ciclic al lui p, astfel incit

p(b) = (p(b)E|E), b € B.

Dacé P este un proiector central netrivial in M, stunci || P§| = 0,1.
Definim forma pozitivd ¢, pe B prin formula

(D) = —— (Pp(b .
0el0) =~ (Po(D)E )

Cum ¢, este o urmd pe B cu q:,,(i) =1, ea coincide cu ¢ pe orice
B,. Astfel ¢, = ¢. Rezultd ci pentru orice T ¢ M avem ||PTE| =
=||PE|| || T€||, ceea ce pentru T = id — P nu este adevarati.

In concluzie, M este un factor. Aplicatia T' — (TE|§) este o urmi
fideld pe M, gi cum exist# in M proiectori cu urmi oricit de micd, M
este continuu.

q.e.d.
Demonstrim acum rezultatul Principa,'f al acestui paragraf.

3.14. TroREMX. Fie A o C*-algebrd, iar A C A** (*-algebra
generatd de A si de wunitatea lui A**. Atunci urmdtoarele afirmafii sint
echivalente : ‘

() A este de tip 1.

(42) ‘Orice *-reprezentare factoriald a lut A este de tip L.

(#i1) Nici o O*-subalgebrd a lui A, conjinind wunitatea, nu are o
C* -algebrd cit uniform hiperfinitd de tip (2, 22, 23,...) |

(tv) Oriceg(}'*-algebrd cit nenuld a lui A 8atisface; condifia lui Qlimm.
(v) Existd o familie (2),e; de proiectori centrali ortogonali in A**

$i o familie (a).e; de elemente in A, 0 < a, 1, astfel incit Y, az, este
Lel

un proiector abelian cu suport ceniral 1 tn A**,

Demonstrajie. Evident, (¢) implicd pe (i¢7). Conform lemei 3.13, teo-
remei 3.11 §i lemei 3.12, (4¢) implicd pe (¢4¢). Implicatia (i) = (iv)
rezultd din lema 3.5.

Presupunem acum c§ (iv) este adeviratd. Fie (2,),¢; o familie maxi-
mald de proiectori centrali, cu proprietatea cé pentru orice . I existd
a, €4, 0 <a, <1, astfel incit a, 2, este un proiector abelian cu suport

central z. Dach 2, =1 — Y, 2, + 0, atunci egalitatea =(a) = az,
tel

emdefinegte._un__sx-homomorfism nenul n: 4 —> 4**, Conform (iv), existd
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 care nu este de tip I, are o *-reprezentare factoriald de tip IL -In cazul - |

- uni-eleme

 al lIui o, atunci 42 = ¢." Aplicind corol

e BT da U X eith loaste restriotiviy
.. 3.18. OOROLAR. Dacd: 0 O*-alget
. algebrd a saestedatipl, .

. - Teorems 3.1 ii aparfine lui G. K. Pedersen..

- aparfine | |
- Ideea folosirii aplieatiilor complet pozitive in demonstrafia teoremei
lui Glimm §i Sakai este originali, la fel gi' demonstrafia lemei 3.12. Lema

- prin metodele noastre. .

at positiv nenul y < (), ssttel inlt algebra y

¥

gl

astfel incit =(a) = a2y = o. Rezulth ci az = ¢ este

proiector ab

cluzie, 3, s, = 1, deci (0) este adevirath.

O*-algebra este do ti

I S ¢ e e Rl

Astfel lema 3.6 apare in lucrarea [43] a lui Stinespring; iar o generalizare

fine in esentd lni J. Schwartz (vezi [42]). =

3.12 tnlocuieste teorems 1 din [37], eare de asemenea poate i demonstrats

ost demonstratﬁﬁ: éé;zul‘jz Sepafr'abiﬁl* de Ghmm (véziz

" Teorema 3.14 a f

{137} iar in cazul generalde Sakai (vezi [37] sau: [40], § 4.6). Conditia

-~ - Se cunoagte ci orice Gf‘{"-’a.lgﬂebriiféé;réi nu. este de;tili I;,ﬁ_,_,« are o *-Tepre-

_ zentare factoriald de tip. III. In cazul separabil se gtie cd o O*-algebrs |

T [ < . o .

neseparabil nu se stie nici miear existenta unej *-reprezentiri oarecare

" de tip II, Ne intrebdm daci in dernonstrajia lemei 3.12, pornind cu un- -
factor M dip tip II;, factorul ¥ va fi'semifinit{ Pe de altd parte, putem
8% ne agteptdm ci o O*-algebrd cu unitate, in care orice element nescalar

_ este comutator, nu are -reprezentiri de tip IL -

OAPTTOLUL:IL .

SPATIT STONIENR §I HIPERSTONIENE

In acest capitol, dam o trecere in revistd a proprietﬁ,tilof principale "
~ ale spatiilor stoniene gi hiperstoniene. O atenfie deosebitd este acordatd
_ teoremelor de selectie continuk. Teoria expus# este o analoagh a analizei

or eliene in spatii metrizabile separabile, folositd in teoria reducerii a lui

. Fie /. func}is continuit pe (— oo, + o), care se anuleazd pe (= o,

puternicd & lemei 3.7 a fost demonstrati. de Arveson in [2]. Lema 38

* nenul cu suport central z < %, in contradictie cn maximalitatea lui (2.)ier L
- twsfirgit, (o) implick faptul e A** este o-W*-algebrd de tip T, adicd

st LOOTOIAZE Il | .. L'EAersotl Odemonstra.heaex
 a apdirut in [6]. Aplicatiile complet pozitive sint cunoscute de multd vreme,
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von Neumanr. Punctul culminant al capitolului il constituie ultimile
trei- paragrafe, care trateazi module Banach peste AW#*-algebre - si W*-
algebre comutative. Topologia spatiilor stoniene gi hiperstoniene st
1a baza unor descompuneri ale modulelor Banach, care vor fi dezvoltate
mai departe in cazul W*-algebrelor. De aici provine §i denumirea de
,reducere topologich a W#*-algebrelor”,. | | '

'§ 1. SPATII STONIENE -

Numim spatin stonian un spatiu topologic Hausdorff compact £,
astfel incit inchiderea oriciirei pirti deschise a Iui Q este deschisd.
Din definitie rezultd imediat c¢# intr-un spatiu stonian componenta co-
nex# a oriciirui punct se reduce la punctul respectiv, deci spatiile stoniene
sint ,,total disconexe”. - « | o

Fie Q un spatiu topologic. O mulfime F C Q se numegte rard dacs
inchiderea lui E nu are puncte interioare. Reuniunea unui numdr finit
de multimi rare este de asemenea rard. Spunem ci E C ( este de cate-
goria intii daci F este reuniunea unui gir de mulfimi rare. Notdm mul-
timea tuturor pirtilor de categoria intii ale lui Q prin 4. Introducem
in multimea tuturor pirtilor lui Q relatia de echivalentd

A~B& AN Beé.

1.1. LeMX. Dacd € este un spajiu topologic, atunct orice parte bore-
liand a lui Q este echivalentd cu o muljime deschisd. |

Demonstrajie. Fie # mulfimea tuturor pérfilor lui (, echivalente
cu pirfi deschise. Evident, # coni;ine toate pirfile deschise ale lui Q.

Daci A e #, atunci existd o mulfime deschisdi U cu 4 ~ U.
Cum (QN\A4) A (INT) = 4 A U, avem Q\ A ~ O\ U. Pe dealtd parte,
Q\ U fiind inchisd, este echivalentd cu interiorul siu Q\ U. Astfel Q\A4~
~O\ U, adick Q\ A € #. |

Fie acum (4,) un gir in &#. Existd un gir (U,) de multimi deschise,
astfel incit 4, ~ U, pentru orice n. Cum ‘

(U 40N\ T) CUMANT,) <%

§i ‘ |
(L,,J U,,)\(L;: 4,) C L;J( U \4,) €%,

avem | J A,~\J U, deci Y 4,€%.

Dil;: cele de Iﬁai sus rezultg. ¢4 & confine toate pirtile boreliene ale
lui Q. ' .
q.e.d.

Daci Q este un spatin topologic Hausdorff compact si E C Q
este de categoria intii, atunci, conform teoremei lui Baire, £ nu are puncte
interioarer
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2. 1.2: LEMR, - Fie Q. un spatiu stonian. Atunci orice muljime boreliand
A C Q este echivalentd cu o muljimd deschisd pi inohisd unjed <(4) C
Demonsirajie. Fie A C Q boreliani. Conform lemei 1.1, existd o
mulfime deschis$y U C Q echivalentd cu A. Cum U este deschisd gi
inchisk g§i U ~ U, punind +(4) = U, +(4) satisface cerinfele lemei.
. Unicitatea lni: v (4) rezultd imediat din remarca dinaintea enun-
tului lemei. I TR F R R
T AR T PSS . qed.
- . Remarcim ci# aplicafia A +» 7(4) este.o ridicare a claselor de
‘echivalentd de multimi boreliene. Teorema care: urmeaz# extinde aceasté
ridieare 14 funetii boreliene mirginite.. ... . . o
" Spunem c# doui funcfii complexe f §i g pe Q. sint ‘echivalente
dacd {tltieQ, f(t)Fg(t)} € ¢ Astfel doud pirji ale lui Q sint
echivalente dacs gi numai dacd functiile lor caracteristice sint echivalente.

1.3. TEOREMA Fie Q un spaﬁur‘: stonian. Atunci orice fafnc;ia complexd
boreliand mdrginitd f pe Q. este echivalenid cu o funcjie complexd continud
unicd: p(f) peé Q.- ' | |

.. Demonsirafie. Fie f o:f_runctzi;é coxnplfexéﬂi 'bqr‘eliaﬂni mirginit4 pe Q.
Atunci f este limita uniform a unui gir ( f,) de funcfii de forma

k

" e
fn‘ = z U, s Adnods
i-I R /;,. .

" unde a,, ; sint scalari, 4, ; sint pirfi boreliene mutual disjuncte ale
lui Q, iar y,,, ; sint functiile caracteristice ale multimilor 4, ;. .

- Conform lemei 1.2, mulfimile 4, ; sint echivalente cu mulfimi des-

chise §i inchise mutual disjuncte 1‘}1-(4_4.,., 5. Punem

ky, ;
In = X on ety e

Atunei g, sint continue i converg. uniform ,ea‘t’rei o funectie contihué g.
Punind o(f)=g, p(f) satisface conditiile teoremei. , ... . '
Unicitatea lui p(f) rezult$ din remarca dinaintea lemei1.2.

~q.e.d.

| Teorema 1.3 ne permite s# rajiondm in spafiul claselor de echiva-
lent#: de functii complexe boreliene mirginite pe Q pe reprezentantfi
canoniei comozi.. o BT
Fie Qun spafin topelogic Hausdortf compact. Notdm prin C(Q)
(*-algebra tuturor functiilor complexe continue pe €, iar prin C*Q)
laticea tuturor functiilor reale continue pe (. Laticea C*(Q) se numegte
relativ completd dac# orice familie mirginit4 superior din C™Q) are
suprem in CMSQ). |

1.4. COROLAR. Un spajiu topologic Hausdorff compact Q este stonian
dacd gi numai dacd laticea CMQ) este relativ completd.




W  wsmommo o

Demonstm;w. Fle Q un spatiu stoman, la.r f‘) o famﬂle mé,rgmlté, :

| 'supenor in 0"(0) A.tuncl funct.l&,. fd ﬁmté prm

f® —!supf;(t), teq,

“este inferior

lui (f,) in C'“(Q), atunci f ia valoarea 1 pe U sise asnulea.zﬁ. pe Q\U. Re-

zultd of Xﬁ f este contmuﬁ. deel U {tlt € Q, xu(t) >0} este deschmé.,

‘ qed

F1e M 0. G’* -a:lgeb_ré.'j ?entru or1ce multlme ;S'c: M notém

i _LS - {“’l @ eM a;ya.. 0 pentm orice vy ES},
o ,g-f»—u {¢| ® €« M, y» = 0 pentru orice y € 8}.

Se vede ugor ¢ urmétoa,rele conéhtn pentru M sint echlvalente .

1) pentru orice § C M, existd un proiector ¢ € M cu 18 = Me;

2) pentru orice S cHM, exist¥$ un prmector feM cu 8t = = fM.
Numim A W#*-algebr& o O*- a.lgebrﬁ; M care .sa,tlsfa«,ce condltule de mai
- sus. Orice W*-algebrd este AW* -algebri.

- Teorema; urmé.toare sta,blleste o legituré, intre spahﬂe stomene gi

AW*-algebre.

1.5. ’.I‘EOREML Un spa;fm topotogw Hausdorff compact Q este sto-

 nian dacd gi numai dacd C(Q) este o AW*-algebrd.

N Demonstm;w Fie Q un spa,mu stdma.n §i 8 C C(Q) | Multnnea,

U= u{tlteﬂ f) # 0}

este deschlsa, decn U este deschlsa 51 inchlsé, ‘Notim prin e funectia. carac-
teristicd a lui Q\U. Se vede ugor ¢l 1y = O(Q)e.

Reciproc, si presupunem c& € (Q) este o ATW*- a,lgebré, Fle |

UcQo mulplme deschisd, iar § familia tuturor elementelor lui C (Q)
care se anuleaz#d in afara lm U: Existd o muljime deschisi gi inchisi

VcQ a,stfef ineit L8 = {f|feC (Q), f se a,nulea,zé. pe V} Se venflcﬁ.

ugor e U = V dem U este deschlsé
| | | : | - o \ - q.e. d.
Ou alte cuvmte, teorema. 1. 5 aﬁrmé« cé. spatlﬂe stomene sint tocma.l
spatnle idealelor maximale ale 4 W*-algebrelor comutative.
Demonstrim acum o proprleta.te remarcabili a spa.tnlor stomene,
echivalentd cu faptul ci spatiile stoniene sint obiecte proiective in cate-
goma, spatiilor topologice Hausdorff compacte..
Fie Y un spafiu topologic Hausdorff compact, Q un spa,tlu ‘sto-

nian §i f:Y — Q o aplicatie continuid sur]ectwé, Notém pentru
orice parte deschlsé U a lui Y

Q= {fft Q) CU} = Q\f(17\l'7)-

| | semlcontmuﬁ. decf boreha.nﬁ. Se- ve.de usor cﬁ. funet,la; p( f )
g def1mt§. in teorema 1.3 esta supremul lui (f) in O%Q)..

| Reclproc, s# presupunem c# laticea o Q) este relatxv completi
Fle U cCQ o multime deschis#; iar (f,) familia. tuturor functiilor con-
" tinue 0 < f; < 1 care se. anulea,za in afara lui. U. Dac# f este supremul
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Qy este deschlsél deci QU este deschlsé 51 inchis#. -
1.6. LEMX, Fie U,, y Uy pdrpz deschise ale lui. Y Atumn

n

Q, =A%
n s i=1

i=1
8i
. " '.
Q n = nQUPf
: ) _ ‘le‘;, cfm}

Demonstrafie. Prima egahtate rezulté, imediat din definitia multl—
mllor Qy. Ea implicd mcluzmnea

- an_'e,ﬁ Cﬂ fii};-" |

Fle acum t € n Qm, iar W 0 vecmé.ta.te deschlsi a i t, mclusﬁu*

in mult,lmea deschis n QU, | Cum W c: QU,, wN le “este deschlsér -

gi nevidi. Oum Wn ng C Qg,, _W n QU, n Qg, ‘este deschisd gi
nevida. Continuind procedeul obtmem cd - ’

Wnnﬂm_—WnQ

ﬂUi
T gl

este nevidi. Astfel te an‘

q.e.d.
Din lema 1.6 rezultﬁ. cd pentru orice t € Q fa,mlha,

{Ul vcy deschlsé ‘t e QU}

este filtratd de screscﬁtor Noté.m mterseetla el prm Y, Multlmlle Y, sint
evident inchise. Se vede ugor c& ¥, C f-1(¢). |
LT, LEML U Y, este [ parte inchisd a lui Y.

Demonstm;w. FIB yo € Y\ U Y, si to = f (yo ., Cum y:,' ¢ Y,, s

exist$ o vecinitate inchisk V a lm Yo CU | | '
. rny,=0. |

Y, fiind intersectia familiei filtrate  descrescitor de multimi

compacte {U|U C Y deschiss, {, € Q,}, existh U, C ¥ deschisd
ty € Qu,, astfel incit ‘

Vnﬁ(]:ﬁ.

8 —~ ¢. 2856
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Pentru orice ¢ € Qp, avem ¥, C U, ‘deci

”‘V"n ‘Y‘ _ 0 : ‘
Astfel -

rnuy Q,

: ‘EQU.

ceea ce lmphcﬁ. ci vVnrt (Qu.) este 0 vecmﬁ.tate % 1111 9oy disjunctd

ten
in concluzm, Y\ U Y, este deschlsﬁ. deeci LJ Y, este inchisi.

€a
ST - q.e.d.

Spunem cd f are propmetatea de mmnnahta.te, dacd maglnea oricd-

rei mulfimi inchise K C Y, K + ¥, este diferitd de Q.

- 1.8. LEML Dacd f are proprzetatea de mzmmahtats, atunci ea este
deschisd.
Dsmomtm;w Conform lem91 1. 7, U Y, este o pa.rte inchlsa a lui

Y. Cum f (U Y,) =2Q, proprleta.tea. de mlmma.htate a lui f lmphcﬁ. c
Y = U Y,, dect f-1(t)=1Y, teQ. | \ :
Fle V o multime deschis% in Y. Arfitdm ci f (V) este deschiss, adicd

oricet, e Q\\ f (V) apartine lui Q\ f (V)

Fie deecit, Q\ f(V). Fie de asemenea K o parte compa,cté, oarecare
alui V. Pentru orice vecinitate W alui #, existd t e W N (Q\f( V)).
Cum ¢t ¢ f(V), avem |

1) =Y, CINV C Y\ K.

- Dupa defihitia lni Y, existd U C Y deschisd, ¢ ¢ Qg, astfel incit-

. f=YC UCY\K.
Rezultd ch te Qy\x, deci W N Qy\x #:G Cum W este o vecindtate
oarecare a lui 1, deducem céi, ty € Qy\x Folosmd deﬁmtla. lui ¥y,

f‘l(to)_'= Y, c T\K.
K fiind o parte compactd oarecare a 1u1 ¥V, avem

f1(ts) C T\T,

deci t, e Q\ f(V
q.e.d.




. Tl }m » opmtatw
esta un homaomorfum |

Daci f nu este m]ecﬁﬁfﬁ exlstﬁ i,—z’y,eY, gl #z y” f(?h) —
AYs) = Y. Fie ¥V o vecinitate inchigl a lui Y1 ‘g.s fel incit; y, V,, -
n feste déschis§ . I (VY ékte’ o' vécin ‘taﬁaa lui tg. Fie' =
ate, dmhm& Si inchlsﬁfa fui . Atnnci

| (f‘ <W) ,nivxu =Y e
este o parte inclnsﬁ. 9. Iui 'IY , D _confine pe: ‘y',»,. 1ar nnagmea. sa este Q

ceea ce contrazice propnetatea de minimalitate a lui f. L
| Rezultﬁ ci f este-f mjectwé decz este‘un,ihomeomorﬁsm* P

Wity Py e o e e g , e

Fio X un spaﬁm topologxc Ii'otﬁmx pmx 57 (X)g multxmea tutumr' o

, Mil’orr inchise nevide ale: lni X Spimem ek o aplicatie ¥ & unui spafiu

topologie " tn # (XY estd'superior semicontinus; dack pentrn orice pa.rtes‘
fnclns& K'alui" X ‘mulfinies ([t c & F WnE #‘ O} este inchisk.:

g princ:iimlui selecﬁxe: mmmrablla in analiz a’borehani.

* - 1.10. PB.INGIPIUL SELEO’.].‘IEI com‘mm FMX un spa;m topolagw H aus- |
,dm:ff cdmpaog, iar’ € un spajiu stondam.
| (z) (in termeni de ap]iea.tu umvoce) Dacd f**x.f;—ﬁ' ﬂ este o: apla—' |

cam ctmtmud surgeotwd, atumn emstd o aplwatw mmtmud 8: Q - X astfel!

(u) (in ﬁesrmenk d& aphcat.xi?:f" nmltwoee) Daed E ﬂ > 37 (X )3 esta -
'y aplwafw mpmor‘“ semwmtmu&, fatzmoﬁ emt& o aplwatw ctmtmmt
g Q~+X astfef moit SR i 4 '

's(t)eﬁ'(t),ten

Demonstm;w (%) Fle f X - Q o aphca.tle contmui surjectivi.
Folosind lema lui Zorn, se a,raté ugor cﬁ mult;lmea |

{Yl Yc:X inchlsﬁ, f(Y) Q},

Rrﬁxineta.tea urmitoare a. spaf;nlo:t stoniene este o' dnaloaga’*‘ eoﬁtinu&- .
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ordonat# prin incluziune, contine un element minimal Y,. Conform lemei
1.9, restricfia lui f la ¥, este un homeomorfism. Notind prin s inversa
acestei restrictii, consideratd ca aplicatie a lni Q in X, avem

f(e@®) =t te Q. :
(i) FieF: Q - & (v) o aplicatie superior semicontinus. Atunci
C={ta) |tcQ zecX, zcF (1) |

este o parte inchisd a lui QX X, degci. este compactd. Punind f((¢, #)) = {,
obtinem o aplicatie continud surjectivd f : I' — €. Aplicind (z), existad
o aplicatie continud ¢~ (f, s (7)) a lui Q in I'. Atuncis: Q — X este
continu# §i =

s(@)eF (), t Q.
| q.e.d.

Din forma (ii) & teoremei 1.10, rezulty imediat :

1.11. COROLAR. Spatiile stoniene sint obiecte proiective in categoria
spaiilor topologice Hausdorff compact. ' |
- Studiul spatiilor denumite ulterior stoniene a fost initiat de Stone
in [44]. Ele se mai numesc spatii extremal disconexe. AW#.- algebrele
au fost introduse de Kaplansky [26]. Corolarul 1.11 a fost demonstrat
de Gleason in [11]. Gleason demonstreazd i afirmatia reciprocéd : orice
obiect proiectiv in categoria spatiilor topologice Hausdorff compacte este
un spatiu stonian. Forma (44) a principiului selectiei continue a fost de-
monstratd de Hasumi in [23], independent de Gleason. .
Referintele noastre de bazd pentru teoria spatiilor stoniene sint
[7] si [3]. Pentru teoria AW* algebrelor trimitem la [28] §i [4], iar pentru
un studin am#nuntit al proprietdtilor de continuitate ale aplicatiilor multi-
voce la -[29]. = - - | o -

‘ 82, SPATII HIPERSTONIENE

Fie Q un spatiu stonian. O m#surd boreliand pozitivd regulatd
finitd p pe Q se numegte normald dacd pentru orice familie (f,) din C*(Q),
filtratd crescitor §i mirginitd superior, notind prin Vf, supremul siu

in OYQ), avem

sup {7, du ={(vf) du.

2.1. LEMX. Fie u o mdsurd boreliand pozitivd regulatd finitd pe un
spajiu stonian Q. Atunci wrmdtoarele sint echivalente :




‘1) t&asta“ narmau{» o e e T

2) pentru orice 'mumme borcha'nd rarc! E av r.- = 0 £
~ 3) pentru orice muljime boreliand. de categoma imi B, avem | (E) = 0
_ Domomtram Echivalenta aﬁrma.tulor 2) §i 3) este ewdenté - )
- ‘Fie 1 normald; Dack H este o mulfime borehanﬁ rard, iar (f)
famﬂla, tuturor functnlcr _continue 0 é'f.; < 1 care sa a.nnleazﬁ pe*“;_

E a.tunet vf‘ = 1 Pentm once s. e e el |

Sﬁdv- <u<X\E» .

deci

MX) chm du = sup Sf‘ dv- < MX\E) <u(X)

Rezultﬁ. cé p.(E) = 0 deci 2) est.e adeviratﬁ E . |
" Reciproe, presupunem pe 3) adevirati.. er ( f‘) 0 famlhe din G"(Q),
- fﬂtra.ti crescétor 31 mé.rglmtés supenor Deﬁmm funct,la f prin.

f (t) = sup f‘(t), t € ﬂ

| Gonform teoremel 1 3 f ~ v f‘ Folosmd 3), avem
oo B

S s S(Y.f‘zds%-,_

R Gonfarm Iemez 2 1, dacé (.& este 0 mﬁ.surél norma.li& pa Q jar A gi
- B gint multimi boreliene- echwa.lente, atunci u(4) = w(B). Astfel dacé’a
T CQ este deschis, atunci  p( U) = w0 In ‘particular

2. 2 COROLAR Suportut’ unei mdsuri fnormala pe fcm spa;m stoman,
este o muljime deschisd gi inchisd.

Numim spatiu mperstoman un spa,tm stonian Q astfel mclt reuniu-
nea suportm'ﬂor tuturor misurilor normale pe Q este densd in Q.

Lema urmiitoare ne va permite % caracterizim muljimile negli-
jabile fatd de toate misurile normale intr-un spatin hlperstoman. |
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2.3. LEMA. Dacd . este o mdsurd normald pe un spafiu stonian Q,
iar A C Q este boreiiand, atunci o

m4) = u(4). |

Demonstragie. Cum w este regulati, existd un gir (U,) de multimi
deschise, confinind pe 4, astfel incit - C

W(4) = lim w(T,).

A

Cam U,~U,D Z, avem
w(U,) = w(U,) > p(4).
Asttel P b
wd) =1im w(T,) = lim u(U,) > w(4) > u(4),
deci | | ‘ |

w(d) = u(d).

Pe de altd parte, cum

p(ON4) = wONA) = w(O\4),

avem si egalitatea '

w(d) = p(d).

q.e.d. .

2.4. COROLAR. Fie Q un spafiu hiperstonian gi, E o parte a lui Q.
Atunci urmdtoarele sint echivalente:

1) B este neglijabild fajd de orice mdsurd normald pe Q;

2) E este rard; |

3) L este de categoria intiia.

Demonstrajie. Conform lemei 2.1, 2) = 3) = 1). |

Presupunem acum ci F este neglijabild fatd de orice misuri nor-
mald pe Q. Dupé lema 2.3 inchiderea F a lui E are aceeagi proprietate.
De aici rezultd ci interiorul lui F este disjunct de suportul oricirei mi-
suri normale pe Q. Cum Q este hiperstonian, interiorul lui F este vid,
deci H este rari. |

q.e.d.

In continuare, prin mulfime neglijabil intr-un spatiu hiperstonian
Q vom intelege o multime neglijabil$ fat4 de toate mZsurile normale
pe Q. | |




© form# pozitivi® normal& e C(Q) defineste

&b Beciproo, sb pros ‘unem‘ow(ax cete, o W plgebri, Afuncé Intioen
%‘(ﬂ) este relgiv’ com’ Ietﬁ, deéi ‘este atonia.n; P;%qgltﬁ pmgu_n Gnmﬁ Oﬁcei
~ formele pozitive niormalé separdk: eIementele lni e(g aralid:

'-.‘ : %arte dea'_x:,\,’ % & _ﬂi’fk ini:erseeteazi snpnrﬁul

Cu alte mvmtq* teoremaﬂ afirm ol spatiile hiperstoniene sint

: toomai spatmfa xdealalor maximale ale" W’!‘f»alga relor; eomtwaﬁw‘ea T
. Fia Z o W*-algebrd comutativd. Numim partifie a umté’gn in |

" Zo famxlié (p‘f d’é prmectori; '__

j Spun.am eﬁ 0; p&l‘tltlﬁ.

TN umtitlt ( p‘) este snbordonati nnat alte partli;.lia,
o1 t}e;gr. exlstﬁ' un numﬁ.r_ hmﬁ &amdi k,,, ‘y k, aatfel

3 *,:!‘}‘ﬁ-»_‘ “, ‘/ R _7,‘ L u,'-“i L e i

Beznlﬁatui m'mitfor va h des utmzat m s;a.pmolelq urmﬁmar&,

X ngm h mgﬁi mepgm Uml*rm (3} éforma topo- ‘
 logicdt).. Fie X um spajiv hiperstonign g8 (S3,) wn giv do @dm paafma dmw, "
| ala Im ﬂ Atmwi ﬂQ. ccm;'me o mul;tm'desolma dm& i :

e u(U(ﬁ\ﬁ.)) - .mﬁ‘um\n.» <‘
- o o

" Folosmd corolarul 2. 4, U(Q\Q,) nu are puncte mtenoare, deci mterl-
oral mult.lmti ﬂQ este densﬁ

orf,ogonah iz, astfel incit 2; P =1
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(it) Folosind reprezentarea Ghe]fand gi teorema 2. 5, identificim pe
Z cu C(Q), unde Q este un spatin hiperstonian. Prin acea,stﬁ. identifi-
care proiectorii p, _ se identificd cu functiile caracteristice X 4, ale unor

multimi deschise 31 inchise A., . Mul’glmﬂe Q, = U A, smt deschise
gi dense, deci dupé. punctul (%) ﬂ Q, contine o mult,lme deselnsi densd.

Folosind lema lui Zorn, exist¥. o fa.mlhe (A)ie; de parti deschise si inchise

mutual disjuncte ale lni Q astfel incit | 4, este mclusa. in ﬂ Q, §i
eI
este densd in Q. Punind p. = %4, , se verificd usor ol (p;)‘EI este o

partifie a unitdii, subordonatd fiecdrei partitii (p, ), ;.
| | q.e.d.

in expunerea mater1a1ulu1 din acest pa.ragraf ne-am condus dups
[71 s [3]. | | -

§ 3.'.MODULE NORMATE PESTE AW*-ALGEBRE COMUTATIVE

Fie Z o O* - algebri comutativd cu unitate. Numim modul normat
peste Z sau Z - modul normat un spatin normat complex Z care
este modul peste Z, astfel incit

leall < lelllal,  2<Z, @e2

Daec# in plus & este complet, il numim modul Ba,nach peste Z sau Z-
modul Banach. Notiunile de Z -submodul , Z -form# §i Z-formd mér-
giniti pe & se introduc in mod natural. —

Notim mulfimea tuturor Z-formelor mé,rgmlte pe # prin Z%.
Z¥ este un Z-modul Banach.

Fie # un 1dea.1 maximal al lui Z. Notdm prin [¢] inchiderea Z- sub-

modulului {2 = Eziw; z; €t, x; € Xt iar prin %, spatiul normat cit

. =1
x /[t] fn continuare analizim descompunerea Z- modululul normat .%‘ in

familia de spatii normate (&,).
Fie Q spatiul idealelor maximale ale lui Z. Notim pentru orice
x €% gioricet & Q prin x, imaginea canonicd & lut # in Z,.

3.1. LEMA, Pentru orice  €¢X aplicaia t || este superior

semicontinud.
Demonstratie. Trebuie 83 ardtim cid pentru orice # € &' §i orice scalar

« > 0, multimea {t|t € Q, ||%;]] > «} este inchigd.
Fle (t) an gir genera.hza.t convergent citre f, astfel incit pentru
orice . avem |2t || > «. Pentru orice . existd ¢, € Z* cu |

Pulpg =0, lol <1, e(@) = |lo, |

Cum bula unitate inchisd a lui 2* este Z-compacté, existd un punct
limitd ¢, al girului generalizat (p,) in Z-topologia.
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o Fie z € to $I Yy € fl‘ Cons:derim pentru orice mtreg n > 1o functie
contmuﬁ. fupe Q, 0 <f, <1, astfel incit f, se anulea.zé pe o vecmﬁta.te

a, 1111 t., gx este egalé, cu 1 pe tteQ [z(t)l >— . Pentm n flxa.t

existd un mdlce Loy - astfel incit pentru > elementul f,,zy a.partme_.
lui t.%, deci ¢( f,,zy) = 0. Rezult# cﬁ. pentru v > c,, avem

|<P(z?l)| = |¢P. fn)z?l)l < ||(1 ""'fn)z" ||?I|l < —ll?/ll
Astfel -

L

I%(zy) | < - ,I,Iyll,- :
B Cum pa,rtea stingé. & mega,hté.tu de ma,l sus nu depmde de Ny deducem cd
B %(z?l) = 0
“1n cdncluzie, @ 86 a,nulea,zé_.- pe 0%y dec.i.r pe [t(;]g Prin urmare
ol > 94(@) > lim int ¢ (2) = lim inf |21, | > .

| qed

~ In cazul cind Z este o AW*-algebré comutativi, adied Q este un
spatin stonian, putem spune mai mult d’espre pr0pmet5.t,ﬂe de continui-
tate ale aphca.tulor t>| 2.

3.2. LEMA., Dacd Z este o AW*-algebrd comutativd, iar X un
modul normat peste Z, atunci pentru orice x € % ewzstd D e 9&”,, 1D < 1,
st o parte de categoma tntii E a lui Q, astfel tnoit

e, II = (D(w) (t), b-e Q\E

Demcmsgratw Cum t+» I w,ll este supenor sermcontmué conform
teoremei 1.3 existd o functie pozitivd continuid g9 pe Qsgio parte de cate-
gona mtil E a lui Q astfel inclt | |

”-’”t! = g(t ht EQ\E
Q\E fiind denéé,rin_ Q, iar ¢ =»|| m,l[ fiind superlor Semicontiimé., avem
@)l > g9(8), teQ.

Notdm prin ¥ bula unitate inchis3 a lui Z*, dotati cu Z-topo-
logia. Z.* este Hausdorff 3i compact. Fie

X =10 o[t 9 €XT, oly = 0, ¢(x) = g(1)}.
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Se verlﬁcé ‘ugor o X este o pa.rte inchlsﬁ a lm Q x .%‘1 ; decx ester
compactd. = Teorema Hahn-Banach gi inegalitatea ||o,]j > g(t), teqQ,
implic&k i imaginea lui X prin promctla. canonicd = : QXA — Q. este. -
Q. Conform principiului selectiei continue, exist} o a.phcatle continu}
e (te) alui Q in X. Notdm: pentru orice y e & prin O(y) tunctx& |
continudt ¢+ ¢,(y), conmderatﬁ ca- element  al lui Z Atunex Ded} -
Pl < 1, gi pentru orice ¢ eﬂ\E avem | | | | e

uw.u — g(t) = w) @(w) (0. 4,

o S q'e d.
Proprletitﬂe de contmmtate a.le apllcatlﬂor t > [lw,lf prezmté un

interes specla.l Ca un mllloc auxﬂlar, mtrodueem pe flecare 9?, semmorma.. o

Illwglll — sup I<D (w) (t)l
' 063’3 .
o II°H<1

- 3.3. TEOREMA (de descompunere & modulelor normate) Fie Z i
AW* - algebrd comutativd, Q spa;ml zdealelor maamnala ale i Z, ¥ un
Z - modul normat ,% me.?l!‘. Atunci . o

1) funcia t || 2, este supemor semwontmud
2) functia t > ||| x,||| este continud;

3) ewxistd o parte de catlegoria intlia E a lui Q, asifel mmt in orice 1, €
€ Q\F aplicafia t || z,|| este continud gi ||, | [— IEAIE

4) existd DeX¥, |0 <1, astfel tnoit ||| z,||| = (D(m) (t), te Q.
- Demonstrajid. 1) este tocmai a,flrma,taa. lemei 3.1.

Conform lemei 3.2, exist} DeZy z II O] < 1, 51 o parte de cate-
goria intlia E a lui Q astfel incit | | %

o w,II = (D(w) (t), - téQ\E,- . :
Pentru 'Ol'icé_ .‘F'_éé”?,- )< 1, gi orice te QONF mm
L I‘I'(w) (t)l <H wgll = <D(:v) (t) |
Cum Q\E este densd in 0, I‘I’(w)(t)l < CD(w)(t) oricarear fi t € . Astfel
[l =¢(¢)m,_ teQ,

deci 4) este verificatd. Evident, 4) implicd pe 2). _
Fie # multimea definit4 mai sus. In orice ¢, e Q\ B

T, T= DTBT L) = [T, -



V'Bﬁmin& o aratam o n-»nm. It est& contmua n tc. Gnm t »u oill este
« fuperior semicontinui gi ¢ > t w,l[[' este contmué, pentm orxce €> 0 existd
o vemnﬁtate V a lm t,, cw & Eh

 4)-al teorem: | ’%mterpretatw: o ,teorem&wd& tlp;;‘%,\:’,“
Demonstram acum o teoremé de hp H‘ahn Bana.ch max;.:_

3 3 4, LEMA Vvlf’w Zo AW* alga”bmﬁf oomutatwa .‘2‘ un Z‘-modul nor-
' mat, ®e .%‘ .;n t,, un zdaal mammal al lm Z Atwmw = T

5 ; uw:.n = inf. IIPa:II
E A S ‘ ,—ne:.
Demonstmm E\ndent
||w£.,l< inf" ﬂya:u
S e | | |
~ Fie e>0 oarecare Exlstii z, et,, gx w‘ e%‘, 1 <'a Qn, | astfel mgit
| .,‘]lmtoll >||w~... E%-’v‘l o f' R
". " ) ‘_1 : : !: . L

. ‘F 1e” Vo inchlderea multmm descluse» {i [t € ﬂ

1 u' 1<z<n}

n @l
_ R T S FPell |
. ’;{‘ V, este avecmﬁ.tate; desehxsﬁ ghinehm “ ‘a hn tﬁ gr lz‘; <«...._.q.., 1<;,<n,

nliaf -

pa“ V’@"N’_‘otih& prm p‘, fnnema caraetemstwi & Im V,,,, consxderat& ca
" _elenfenb al lm Z 1 "“pe ef 51 "Pcﬁ&“" I < "szs" I 4’4"‘( — 1 < ‘ <”~
Astfel | | e ,

-~ 32" Poa’_'zposz{ i- e >
- =1 -

oyl > || @ — Zzim,{

> l| pow ]| — Z ".’Pozv’”c " — e ? mf- “P“’" —2e

Ty
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e >0 fiind oarecare,
ol > inf |pal.

i=pE}

q.e.d.

3.5. TEoREMA (de tip Hahn-Banach). Fie Z o AW?* - algebrd
comutativd, ¥ un Z - modul normat, ¥ wun Z- submodul al lut & gi
Y c %% Atunci existd O e X%, asifel incit

1| = |I'Fl,
O(y) = Y(y), y € 9.

Demonstrajie. Fie Q, [t], ¥, ca mai sus, iar %, imaginea lui %
prin aplicatia canonici % — Z,. Pentru orice y € #, orice ¢t € Q gi orice
proiector p in Z cul — p €#, avem

| F(»)(@)] = |Fey)®)| <[Fl-lpyl.
Conform lemei 3.4,

[F()@)] <IFl-lly.ll.

Astfel, punind

¥y = F)0),

¥, este 0 formi liniard bine definitd pe #, i [T, < || .
Notim prin &} v, bula inchisd de razd ||| §i cu centrul in 0 a lui
Z*, dotatd cu Z-topologia. Fie

* —
x =={(t, ?) teQ, pedje), ?ln =0, }

e(y) = ¥y(y,) pentru orice y € ¥

Se vede 'ugor c#iX este o parte inchisé a lui Q X ¢, deci este com-
pactd. Teorema Hahn-Banach implicd ¢4 imaginea lui X prin proiectia
canonicd II: Q X &ty > Q este Q. Conform principinlui selecfiei
continue, existd o aplicatie continu# ¢+ (4, ¢,) @ lui Q in X. Notdm
pentru orice # e & prin ®(x) functia continud ¢~ ¢,(z), consideratd
ca element al lui Z, Atunci ® € 2%, |®| < ||¥], §i pentru orice y e ¥
gi orice ¢t € 2 avem

Oy)(t) = oly) = Fiy) = F)D).
Astfel

O(y) = ¥(y), y €¥..
q.e.d.




_— PresnpunemT a.eum & - ares
3 pentm orme are.%’ avem‘ﬁ‘ijf

i ¢ -

L O e

IR SRR Mume‘b‘lmh.&x i .i ok

o Pentm a demonstra continmta.tea aplica.tmi t > nw H este suhemnt; .
- sl aritim i pentru orice. teQ avem: ||[m,|| nw,it Intr-adevir,
in. caz contrar . existd t, € Q- ow. s:wug b [}
e ”L‘{‘ |[[deste continnﬁ;'femtﬁ« o vecinitate es
- astf b

ehiSﬁ si ,‘inchisik V alui to,.

| Notim prm p functm earacteristicﬁ a Iui V cons1derat5 ca element a,l"
lniZAtunct L R P

llpm!l = snp lllw;lll < II w:.ll — —2- <I|p Il — 37’ -

ceea ce este absurd
In concluzie, (fa) 1mphc§. pe (u)
- q.ed.

>0 . Cum: tl—l-'-
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o 37. COROLAR. Dacd Z: esta 0 AW*-algebnl comulativd, ¥ este un
Z-modul normat cu propnetatea de dualitate, (p,) este o famzlw de prozecto'n
‘mutual o'rtogonah cu suprem 1 inZ 3i » € &, atunci

el = Sup Il

Vom ardta acum cid AW*- algebrele, conmderate ca module peste
<centrul lor, au proprietatea de dualitate.

Fie M o AW#*-algebri. Din definitia - AW*-algebrelor rezulté. ime-
diat cd M are unitate. Numim 4 W*- subalgebrd a lui. M o .C* - subal-
gebris N, astfel incit pentru orice parte S a lui N existd un proiector
ecN cu 18 = Me. Orice AW*-suba,lgebrﬁ a 1111 M - cont,me ‘unitatea
Iui M §i este AW*-algebrs.

Fie I o latice completd. O parte K alui L se numegte sublatice
completd & lui L, dach pentru orice famlhe din K, supremul $i infimul
sdu in L aparfin lui K. :

3.8. LeMX, Fie M o AW*-algebrd gi No AW*-subalgebrd a lui
M. Atunci proiectorii lui M formeazd o latice completd Py zar prowc-
:tom lui N formeazd o sublatice completd Py a lui 2,,.

Demonstratie. Fie (¢,) o familie earecare de prmecton in M. Atuncl
-ex1st§. un proiector ¢ € M astfel incit Ll(e,) = Me. Notdm ¢, =1 — e.
Pentru orice t:, ¢, §i ¢ sint ortogonali, deci e, < ¢,. Astfel ¢, este
majorant al familiei (¢,). Pe de alti parte, dacéd f € M este un proiector
astfel incit e, < f, pentru orice ¢ atunci 1 —f € A(e,) = Me, deci
1 —f §i e, sint ortogonali.. Prm urmare eo < f, dem € este snpremul
familiei (e,).

' Daed f, este supremul famlhel (1 - e) in Q’M, 8e verlflcé. usor cd
1 — f, este infimul lui (e,).

Din constructia supremului gi mﬁmulul famlhel (e‘) rezultii. ci dac

fiecare e, aparfine lui N, atunei V e, $i /\ e, apartin de asemenea

lui N, Astfeﬁ Py este 0 sublatlce completi a 1u1 Py
q.e.d.
Noté.m pentru orice ;pa,rte A alui M. ) o

4,,, = {m[a: eM, :oy = Yo pentru orice y eA}

Numim pe A comutantul lni 4 in M Notdm de asemenea

= (Au)y .

§i il numim bicomutantul lui A in M.
3.9. LEMX, Fie M o AW*-algebrd si A o parte a lui M cu A = A*.
Atunci Ay este o AW*-subalgebrd a lui M. .
Demonstrafie. Cum A = A*, Ay este o C* -subalgebri a lm M.

| Fie § o parte oarecare a lui Ay i ee M prmectorul cu J-S Me.
Pentru orice a €4 §i 38 avem -

A8 8 g -y
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i T ’('45“;'1'»‘, i H it ’:.: v
1 ‘, E ‘i,.;i it :{:3_: "; . K EEN i i

ca(l*-—-e)a-—eas—-em=éw==0

ea(l—-o)==aa(1-—e)a—-0

| 'A fnnd autoad]uncti a"‘ e A Prm urmare |
o i R ea* ea*a,a&f—-*eao._'” :
A.st:tél 6a = a6 §i a cd flmd oa.recare, o eAy L |
,“‘,' u; E .s@ e T HL f”l ’ ;i 3 i él;f’{ 4 P :,» '?* & 7‘ ¥ :' ::‘; ' | q, eod 3

ﬁin”iema 3*9 rezultﬁ o cenbml Mg aJ unei AW* algebre;M ‘este
o AW"‘-snbaIgebrﬂs. ‘De asemenea, dac# 4 este o ¢* — subalgebrd comu-
tativid, maxxmam a luiM, cuny A = Ay, A este o AW*-subalgebrd a lui
M. Avem astfel diferite pombﬂltﬁti de a consldera pe M ca modul Banach
peste o AW*: algebrik comutativid - ,
| 3.10. LeMX. Fie M o AW*- a,lgqbrd a un elsmmt autqadjunat ab
?:;Zi M g o« un 'nwmdr raat At’um e:matd un prmector 6€ {a} astfel

A a

ae >
| a(l --e) <a(1—-a)
. Demonsiraie. Conform lemel 3. 9 N {a}y este o AW*-snba.lgebra-
alui M. Fie (¢ — a)* i (4 — «)” partea pozitivi respectiv partea nega-

tivialui & — «. Existd atunci un proictot e€ ¥ astfel incitL {(a -~ a)f-}___
,_MQ‘, Gum (a_._a)+ e_L{(a__a) }’ avem = .

eding S (a — a)"'e =i (G — a)"‘ -
Evident, ~ B . -
Tl L v S (@—ae=0."
v (= a)a=(a — a)}te — (@ — a) e =(a—a) >0
@G—a)l—e)=@—a)fl—e —(a—a)(l—6=—(a—0a) <0,

deci
. . ae > ae, |
a(l —e) < a(l — e).

R
¢
&
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Mai avem nevoie de lema urmitoare :

3.11. LeMX., Fie Zo AW#*-algebrd comutativd si & un Z-modul
normat, astfel incit pentru orice weZ giorice proieclori ortogonali p,,...

cevy PudinZ cu Y, p,_—-_ldvem

i=1 , 7

]| = max ||p; 2.
‘ 1gign :

Atunce I
M [t] = {0}.
te Q

Demonétmﬁe. Fie =z eq [t] i ¢ > 0. Conform lemei 3.4, pentru

tel.

orice ¢, € Q existd un proiector p, in Z cu 1l — p, €4, astfel incit

I2oll < @]l + & = e.

Astfel, folosind compacitatea lui Q, exist# proiectori ortogonali p,,....,p
. n : .

inZ cu ¥ p, =1, astfel incit pentru orice
f=1 '

|22l < e
Prin urmare

2|l = max [|p;2| < e.
1<in

€ > 0 fiind oarecare, deducem ci ||z| = 0, dec: = = 0.

‘q.e.d. ’

3.12. TeoREMA. Fie M o AW*-algebrd si Z o AW*-subalgebrd a

centrului sdu. Atunct M, considerat ca modul Banach peste Z, are proprie-
tatea de dualitate.

Demonstreﬁﬁe. Remarcim, inainte de toate, cd [¢] sint ideale bila-
terale inchige ale lui M, iar M, sint O*-algebre cit ale lui M. Conditiile
lemei 3.11 fiind implinite, (M) [¢]={0}, deci # ~> (#,);cq este un *-homo-

feq | | ‘

morfism injectiv al lui M in C*-algebra produs [] M, Rezulty ci pentru

. i€n
orice x avem

]| = sup ||z,
teq

Fie ee M un proiector. Conform lemei 3.8, infimul in Py al fa-
miliei ,

{ptp=Z protector, ¢ < p}

-
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o a.pamna;lmsz;; 11 motdm #(e) i i pumim supartul 1n Zalui o, Couide
: | f-ea: funetxa caracteristics aunei pirh deschise: gi. inchise: ¥

, nn prowcto?in"M,y‘:"orﬂi‘ﬂiilie;i{_mﬁﬂ orx uo,u = 1.< ; :
Oonform teorem 3;1), fancfia trmile, || este: superior sammontmuﬁ .
ck e &funcm eara.etenstici a unei parti inchise Jak Q. -

g Dacit E#: v, tunei TN ontme 0 multime.; deschlsi,' compa.cti,; o

 _ : *'nen'ndi. w. Funepm cara,ctenstwé p a lui est& un prmeetor nenulr |

IIpelI = sup lle.ll = 0

Rezulti cé e < z(a) — p, cee& ce contra.zme defmma Im z(e)
_Iﬁ _eéncluzie,y t\:-a» }} e, n esté func;i& aracteristict’ a luf V, decz este? R

- Fie. a.cuma«,,e M un element Ppozitiv sty & Q. Dacé a = 0 supe-
| rxor semmontmmtateaf lui ¢~ || a,|] implicd continuitatea sa in to.
o - Presupunem acum cd a, 5 0. Fie ¢ un scalar oarecare cu 0 <
' < e < |lay,|l. Notdm o == || ae,,l[ — ¢, Conform: lemez 3 10 exlsté. un pro-
1ector 6 M cares comuté. cu a 51 astfel incﬂr S |

a&>ow, '
(1——e)<a(1~—~e)

Da,eﬁf am avea e, = 0, a.tuncl ar rezulta o <. ag, < - dect l| s, || < a=
= [l &, || — €, ceea ce este absurd. Astfel || = 1 Functia ? M e;|| fiind
& eontmué exmté o vecmé,tate U a lui to cu |

” e, H :___.,1 . te U i e

Prm urmare, pentrn orice t € U’ zwem | |
| , o

el >”“e6‘:ll Salel=a=| na;.u —e

L Cum functla» t > || a;,ll este superlor semlcontmuﬁ, ea este contmué in 7
o sfirglt flex zeM. oarecare. Cum fnnctm e ll(m*m), I este _
ontlnuﬁ, rezulté cd funct.la t»-—> 1 w, il = I[(w*m), n* ests de asemenea =
continu#.
. Aphcmd teorema 3 6 deducem cé. M are propmeta’cea de duah-
tate. ' : . o C -
q e. d

3.13. CorOLAR. Orice AW* algebrd, consideratd ca modul Banach
peste centrul ei, are proprietatea de dualitate.
~ Teorema 3.6 ne di posibilitatea de a reduce anumlte prob]eme
:module _normate pronprietatea de dualitate la probleme
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privind spatii normate. Aceastd reducere este esenfiald daci spatiile nor-
mate: ¥, sint de un anumit tip particular. Aceasta este cazul AW*-
algebrelor, considerate ca module peste centrul lor. Ar fi interesant de
analizat gi alte cazuri de module peste AW*-algebre comutative.
Teorema 3.5 & fost demonstratd pe o a,ltﬁ. cale de Takesaki in [49].

i;ema 3.1, in cazul cind % este O*-algebr#, consideratd modul peste |

centrul el, gi corolarul 3.13, in" cazul W*-a.lgebrelor, sint demonstrate
de Glimm in [12]. Lemele 3, 8 3.9 gI 3.10 se gisese in orice tratat despre
AW-algebre, de exemplu in [28] §i [4]. Restul materialului din acest
pa.ra.oraf dupd cunostmtele noastre, apare aici pentru prima oar#.

§4 \IODULE BANACH PESTE W*ALGEBRE ‘CO\IUTATIVE

- Fie Z 0 AW*-algebra comutatwa $i & un modul normait peste
Z. Spunem c& % este finit decompozabil, daci pentru orice z € & i

orice proiectori mutual ortogonah pl, wPa€Z cu Z pi =1 avem

H:BH-u max Ilp.wll
.gn
De asemenea, spunem ci % este deoompozab:l da,ca. pentru orice w € &
gi orice familie (p,) de proiectori mutual ortogonali cu suprem 1 in Z avem

|zl = sup p.].

Conform corolarului 3. 7, orice Z-modul normat cu proprleta,tea de duali-
tate este decompozabll

Fie acum Z o W*-algebrd comutatwé i # un modul normat
peste Z. Un Z-submodul & al lui 2% se numegste de tlp predual da,cé

1) & separ# elementele lui &';

\ 2) bula unitate inchisd a lui & este compactd in imaginea mverSa ~
prin &# a topologiei w pe Z.

Spunem c¢d& % are proprietatea de preduahtate, dacs este finit
decompozabil §i ¥ contine. un Z-submodul de tip predual Se vede
ugor cd, dacdh & este un Z-modul normat oarecare, atunci Z% are pro-
pn;tatea, de predua.htate. Vom ardta cd gi a.flrma.pza. mversé. este a.devé.- “
rat

- Fie Z o W*- a,Igebré, comuta.twéi, Z un Z—modul normat cu propme~
tatea de predua.htate, iar & un Z—submodul de tip predual al lui 7. 1
Notdm imaginea mversé prin # a topologiei w pe Z prin #~Yw). =

41. LEMX, Pentru orice ® € F existd z, %, | @]l = 1, astfel
ineit pentru orice v € &, ll 2|l < 1, avem
|D(2) | < D(a,).
Demonstratie. Fie |

U=yl yed Jyl <1, Dl 0]
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Dacd’ yi, ¥y, €% §i O(yy) > O(y,), notdm g, >y,. Cum % este finit
decompozabil, pentru orice y,, y; € ¥ existd y, € ¥ cu y, >y, si Ysg >
> Yy. Astfel ¥ cu relatia de preordine ,,<” este un gir generalizat
in bula unitate inchis# a lui &. Fie @, un punct limit4 al lui % in #-Y(w)-
topologia. Se vede ugor ¢4 pentru orice y € # avem

Oy <O(amy).

. Fieacum z €%, ||z| < 1, oarecare, iar O(x) = v|DO(x)| descom-
- punerea polard a lui ®(x). Cum O(v*z) = |D(x)| > 0, v*r €. Astfel

|B(2)] < B(ay).
< . ot | - q.e.d.
- Fie Q spatiul idealelor maximale ale lui Z. Notim pentru orice
1 e, ) | ' :
[t]* = {«]| x e &, D(2) (!) = 0 pentru orice ® ¢ F}.

[t]” este un Z-submodul inchis al lui &, care confine pe [t]. Notdm
prin &F spatiul normat cit #/[t]*, iar prin ¥ imaginea canonicd in
Z¥ a lui ¥ € 2. Pentru orice ® € # egalitatea

OF (af) = O(z) (1)

'defineste o formé liniard mirginitd ®F pe ZF. Notim prin #, spatiul
vectorial al tuturor ®F, © e #.
 4.2. LEMX. Pentru orice ® ¢ F

i) = gup noF]

$t dplioaﬂa t — ||OF || este continud.
Demonstratie. Evident,
(@] = sup |®(2)(#)| = sup |OF(x7)| = sup|DF|.
”7231 | ten

llz¥11<1 .

ten

Pe de altd paxte, conform lemei 4.1, existd z, ¢ Z, | Zoll = 1, astfel
incit pentru orice z € %, ||»|| <1, avem . |

|D()| < O(a,).
Rezultd c4 pentru orice ¢ € Q i orice 27 € &7, | 2% || < 1, avem

07 ()| < OF(20)7) < IOF],
de unde

| @FY = OF((20)F) = D(w,) (2).
Astfel aplicatia ¢ — || DF|| este continus.



916 : LASZLO ZSIDO ' ' 58

4.3. LEMX. Penlru orice ® € F gi orice 1, € ()

B .y PO
|of) = int ip®|.
1-p€lh

Demonsirajie. Inegalitatea
|®F| < inf [p®|
. _ 1-p€ly .
este triviald. N T ‘
. Fie acum ¢ > 0. Conform lemei 4.2 aplicatia ¢~ |®f | este con-
tinu#, deci multimea {t|te Q, |®F || < |OF || + <} este o vecindtate des-
chis# a lui ,, iar pe inchiderea sa V, ||®F| < | ®F] + . Notém prin p,

functia caracteristicd a lui V,, considerati ca element al lui Z. Atunci
1 — p, €1, §i, folosind din nou lema 4.2,

I26® 1| = sup |07 | < IO + =

AstfeI : '
inf ||p®@| < IOT] + -,
1-pEly ‘ a

gi cuam ¢ > 0 este arbitrar,

inf [Ip®] < O]
1-p€ty

q.e.d.

Lema urmitoare nu va fi folositd in acest paragraf, dar o inserdm
aici, fiind o consecintd a lemei 4.3.

4.4, LEMX. Dacd F este noriic inchis in %%, atunci pentru oric
t € Q F, este normic inchis in (XT)*. ‘

Demonstragie. Fie t €Q §i ¢, € (#7)* un punct din inchiderea
" lui &, in normi. Atunci existd un gir (®,) in &, astfel incit :

1

on+l ?

HO)E — (Ol < n'> 1,
iar limita girului ((®,)7) este ¢,. Fologind lema 4.3, se vede ugor ca existd
un gir descresciitor (p,) de proiectori in Z, pentru care

1—p, €l

| | 1 1
12,0, — 2 @piall < N@F = (Purd |l + 2oy <57

Definim girul (¥,) in & prin recurentd :
¥, = p, Dy,

Fosr = PPy + 1 — ) ¥y n=>1.
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Atunclpentru orice  >1

S ( (d),.)” -
HRTIEET

”\F W:H-L" = "pn Pﬂ _n+1", < —2";"

F ﬂm(i complet, girul (¥,) con‘verg'e in noftﬁi‘citfe’un ¥ esF. Evidént‘,
= lim (cb;:n' = lim '(.‘F;W =‘*rf =%
e ?—-MO ) : H-ND_ . . . .
| | q.e. a

Notﬁ.m pentru orice ¢ e Q prin (& ,)® anulatorul Im 5", in (XF)**,

iar prin #7 spatiul Banach cit (XZ)**|(F,)°. Atunci X7 se identificd
cu dualul spatiului normat #,. Cum: F ¢ separg elementele Ilui #7,
scufundarea canonic a lui 7 in (31.’" )+ induce o aplicatie liniar% injectivi

si ' de norm# <1 & 'lui .%"’ in 7. Numim’ aceastﬁ apllcaf;le scufundarear
canonicd a lui ¥ in 7.

4.5. LEMA. Pentru orice t € Q, imaginea bulei unitate inchise a

lus T pmn scufundarea ea'nomcd a lui .?t’.' | i"n .%‘f este F - dmsd in bula
umtate tnchiss a lui Z7.

Demtmstmtw Fie a7 ¢ &, llw;"u <1, 9, ..,0,eF sl € > 0.
, Pentm orme inbreg k > 1 emsté ar’ . E € (.%")**, H m,’ **"‘H < 1 + —-,

astfel incit 1ma,gmea eanomcé a 1111 a;’ 0 in: i este z7. Cum bulele
inchise ale lui (Z¥)** sint (ﬂ"’)*—compacte, giral (¥ ** %) are un punct
_ limitk of** (ZF)** in (Z7)*-topologia. Atunci || #%5** || < 1 si imaginea

canonicd a lui #7** in %7 este 77. Bula unitate inchisy a lui #7 fiind
(ZT)*-denss in bula unitate inchis# & lui (2 )**, existd o e &F, || ¥ | <1,
astfel incit

(@) (2F) — (D) (eF**)| < ey, 1<¢ < m,
deci )
(O (af) — (@) @D Ke, 1<i<m

g.e.d.
Flefefb

4.6. LEMX. Penitru orice t e Q aplwapm f, (D’ > f(D) (t) este o
Jormd liniard bine definitd pe F, st ||f,i| < IflI

Demonstm;ze Pentru once <D EF sl orme prmector P 1n Z cu
1 — p et avem

; 1£(®) )] = lf(prb) (t)x < I[fl upfbm o
Folosmd Iema 4.3, deducem cx " ‘
If(<D) @O <IfI-1Dell, @ e

Prm urmare, f, este 0 formé hma.ré, bine defmlté pe A < Il f |I
: . g ' q.e.d.




4.7. LEMX. Pentru orice ®,,...,P,€F, ¢ >0, 3 >0, exisid
un element x € &, ||z|| < ||fl| + 3, astfel incit

(@) — Q@) <& 1<t<m

Demonstrapie. Fie t, € Q oarecare. Conform lemei 4.6, fi, € (#4,)*~
=&, Ifull < Ifl, deci exists T, € &L, &I = lIfull < [fIl, astfel incit

J(@) (%) = (Df:('&;}f , Qe#F.
Folosind lema 4.5, existd #, € &, ||@,]| < |Ifll + 9, astfel inecit
(D)E@T) — (@F(@)0) | <& 1<t <m,

deci
1F(D;) (F) — Do) (%) 1< &y 1< <n.

Fie acum V, o vecinitate deschisd inchisd a lui #,, astfel incit pentru
orice ¢ € ¥V

|f(D;) (1) — Qi) ()| < &, 1<t <n.

Notind prin p, functia caracteristicd a lui V,, consideratd ca element
al lui Z,

| Do f(D;) — DPe@i(@) || < &, 1<i<n

Cum {, € Q este oarecare §i Q este compact, existd =,....,2, €
e, |lo;ll < Ifll + 3, §i proiectori mutual ortogonali p,,..., p,€Z cu

Y r =1, astfel incit
j=1

”pjf(q)’i) —p; Ozl <ef  1<i<n, 1<) <m.
Punem |

m
r =Y pi%.
j=1 ‘
Cum % este finit decompozabil, '

v lell < IfIl + 8.
Evident,
NADy) — Di(@) ]| < e, 1<i<mn.
q.e.d.

Demonstrim acum rezultatul de bazd al acestui paragraf.

4.8. TEOREMX. Fie Z o WH*-algebrd comutativd, & wun Z-modul
normat cu proprietatea de predualitate, iar F un Z-submodul de tip predual
al lui X%, Atunci aplicaia care asociazd fiecdrui x € ¥ Z-forma mdrgi-
nitd ® — O(x) pe F, este un Z-izomorfism izometric al lui X pe F3.

5 Demonstratie. Fie f € #%. Notim pentru orice @y, ..., D, ¢ >0,
>0,

Ko, ...ones, = {#|@ed, ||o|| <Ifl + 3, IfD) —Dy(a)[| <& 1 <t <n}



8 omcomvwmt rovoieors st wsemmmon 0wy

E Oanfom lemei " 7 mnltmmxl& m,,
mpaﬂtﬁ in F-+ (w) to olggl&; i 1
intersectia lor dupd toa.tev pirtile finite {®y, ..., ®,} a.le lui &, toﬁ:._ o
e >0 gx totl 3 > 0, este newidﬁ. Astfal'ex stﬁ a: e.Q', m[} < ||j|[, agtfel;-' |

w..,,,; o si:nf: vide Oum eIe sini;--" '

incit

i Aphcatla care asocmﬁ fiecdrui # € ¢ Z—forma mﬁrgmmtk (Ii H-'
> tb(w) pe &, este evident Z-liniard. Cum & separd elementele lui %,
ea este injectivd. Folosind afirmatin _demonstraty mai sus, 86 vede ngor.

- ci a.phcatla noastré este surjectivﬁ?”qi; izomeﬁrmi. i

- q.e. d. S

Al Conom Fie Z‘ o W"' algobrd comuiatwei t .93‘ un Z»modul nor-
mat. Atunci & este Z-dualul umw Z'-modul Banac dac& ;zt numat dacd ,

. are propmetatea de preduahtata . : =

Remarcim c#, in cazul cind Z est‘e corpul numerelor complexe,
corolarnl 4.9 ne di nrmitornl rezultat - bine cunoscut: un spatiu vec-
torial normat &' este dualul unui spain: Banacly;' daod gi numai dach
~existd in' & o topologie de spatin. vectorial topologic local convex; cu
~care bula umtate inclnsﬁ & lui .‘r devmes un. spa.tiu topologm H’ausdorﬂ* ~

N compa.et

- 4.10. Oonomx. E’w Z o W*—algabr& comutatwd §t .%‘ un Z-modul nor-

. mat cw propnotatm de preduglitate. Atunci & esto. un - Z-modul. Banack.»= c

#i are proprieiatea de dualitate. In particular, & este decompozabil.

. Fie Z o: W*-algebrit comutati v, & un Z-modul Ba.nach cu propne- o

?tea de predua.htate si F un Z-aubmodul de tlp predua.l al lui 3"’ =
otims | |

| —-{(t m;’)]teﬂ w,'ea"},
dotat cu cea max sla.b%t topologle pentm care aphcatule ‘fi'
S (t wf)p—-»ten S
| (t 53’)H¢f(wf)60 fDe.sf, |
sint contmue. ‘3{’ este un spatm topologm Eausdorﬂ Notim de asemenea ‘7
.‘1'1 "“{(t 3&’)“53 3fexh Mai’"<1}f S

| a,dici ,,bnla umtate inehlsa” alui .%ﬁ i

o . 411 LMk, ¥ eatsopartacompaotdalm:z" G

o Dmonstram Fie #, bula unitate inchisd a lui .?' iar (}1 dlsenl uni-
ta.te inclus complex. Asocxem flecé.r\n (t, ¥) e ¥ pe

- p(( 55{)) = (& (Q'(Ef))oef, €Q >< Cf.

| Atnncr p est;e un homeomorﬁsm aJ ui ¥ pe p(.ee', ), deci este snfwlent
8% aritim c¥ p(27) este 0 pa,rte inchis#h a lui Q x Cf:.

amilia lor este filtratd. descrescitor,
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Fie (t, (PF(#))oes,) un gir generalizat in p(%"'), : convergent

citre (fy, (2o)oes,) € @ x CI Trebuie s aritim cd existil @ e XL,
l@ ] <1, astfel incit

D, Ef) = %oy (D € 5;-1-

Prin omogeneitate, putem deflm pe a@ pentru orice ® e #, Conform
1eme1 4.2, avem

lao| = lim I‘Daf(if)l lHm sup ||| = | @T .

Se vede ugor ci corespondenta @F > acQ definegte o formi liniard de
normi <1 pe #,, deci existd @] e i, |l -’B..,II < 1, astfel incit

O (FT) = ag, D €.

| | - ~ q.ed.
Notdm pentru orice # € & §i orice ¢t € Q |

[l &F [II* = sup | (=) (B)!.
Il‘1|>l|<1
Folosind Iema 4.3, se verlflcﬁ, ugor cé |||x7|||* este norma 1magmu canonice
alui #f in &7,

. 412, TEOREMA (de descompunere a modulelor Banach cu proprie-
tatea de predualitate). Fie Z o W*-algebrd comutativd, Q spajiul idea-
lelor maximale ale lui Z, & un Z-modul Banach cu propmetatea de pre-

dualitate, iar F un Z-submodul de tzp predual al lui X%, Atunci urmdtoarele
afirmagii sint adevdrate :

1) Pentru orice ® e F,
|®|| = sup | OF|
teq

8i aplicatia 1+~ ||OF|| este continud.
2) Pentru orice x € X,
ﬁfvll = sup liErdlid

st aplicatia t — |||xT|[|¥ este inferior semicontinud. |
3) Pentru orice » € X, existd o parte rard E a lui Q, astfel incil

lafl|” = laf)l = llal,  t<Q\E.

4) Pentru orice t € Q, F, separd elementele lui ZF, XF se identificd
cu dualul lui F, st zmagmea bulet unitate inchise a lui 5{ prin scufundarea
canonicd a lui ¥ in IF este F ) -densd in bula wnitate inchisd a lui ZF.
Dacd F este normic mchzs in X%, atunci F, este normic inchis in (X )*




| earacteristm& a lui F,. ’ conslderé.té ca élement a-l Im Z avenf

id notind prm p,. funotla:‘ |

i v
llwf < nw.u ~-=< unu - = teE..‘ |
'_;f_ Folosind aﬁrmatla 2), deducem £ G } |

np..wu < np.mu A
“, "

eeea» ce» este absurd; Prm: urmare multixﬁﬂe& F,? sint rare,” Notind-'
: B = UF.,cgnIarm corolaruluiz |

.4, E este o mulfime rari E\ndent,

Astfel a.ﬁrma.tla 3} esteivenﬂeat&

- In sfirgit; aﬁrmatm 4) este o ‘reenuntare a lemeIor 4 5 qi 4.4 lar aﬁr
ma.tla 5) rezultﬁ dm teorema 48. S "
i’ - ERE q e, .

Lema 4. 11 prmclpml selectlek contmue s teorema. 4.12 ne permit

- 8% constraim elemente cu anumite propnetﬁt.l ale: lui. ¥, pornind de la

existenta:elementelor cu proprietdti similare in spatiile: &7, , analog cum
se procedeazd in teoria reducerii a lui von Neumann Demonstra,tla. lemel :
care urneaza esté un exemnlua de astfel de rationament
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4.13. LEMX. Fie ¥ un subspaliu vectorial al lui &, asifel incit bula
unitate inchisé a lui ¥ este F—Y(w)-densd in bula unitate inchisd a lui %,
Dyyer.., O, F 88 £ >0. Atunci existd o parte deschisd densd D a lui Q
cu proprietatea urmdioare : 5 '

. Pentru orice teD gi orice: w7 € X7, ewistd ye¥, ||yl < Iz,
astfel tncit - S N | | |

@)FEN — (@I <s  1<i<m

Demonstrajie. Considerdim multimea

l | pentru orice yed, Ilyll < 1; existd un indice
=)@ 5% edf i, 1 < i < n, astfel incit
‘ | | (D) (@) — (P (¥T)| > e

Arstim o3 FF\T este deschisy in 2%, Intr-adevir, fie (f, ) € Z*\TI.
Atunci existd y e %, ||yl <1 §i 8 >0, astfel incit -

W@ (7)) — (P)E ()] < 8 < ¢, 1 <3 <n.
Fie W o vecindtate deschisd a lui ¢, cu

e — 9O

[COAVARICH LIRS

Multimea

, 1 <i<<n, teW.

}

V= {(t, 7)€ #1100 @) — QI <=, 1<i<micW]

este o parte deschisd a lui Z%. Pentru orice (¢, #”) € V avem

(@7 @) = (@F ()| < 1(@0F @)

— (@) (@) + WO (@D — (DT )] + HP)EWE) — ()7 ()] <

e — 8 e — 3

< + 8 +

=g, 1 <in,
deci
(4o, FZ) e V C ¥ \T.
In concluzie, I' este o parte inchis#, deci compactd a lui If. Dacd

proiectia canonicd =*(T') a lui I pe Q are interior nevid, atunci, notind
. O

—_prin_p_functia caracterigtics a lui =”(I'), considerat$ ca element al lui




. unitate tnohish o lui ¥ este F =Y w)-

e nnscompumwmmmam W' ALGEBRELOR (I ' . gag

oz, a,phem et selectiei continue si teorema 4,12, existh o < ¥,
el <Hetal e

loi & este densi in bular umta. i
asoc:at& Iui .9" "l(w), ‘
inci& f o

fet | n*(T') o8 3 Ini Q) dect D — "Qf’iﬁnf( n
 este o parte desehlsa densﬁ.a Tuai ,ﬂ 8é ve&e ugor cﬁ. 11 satlsfa.ce cermtele»
lemel. o G bi RS

; ", q. e d. /
e N& yunem: problema pentru aare subspa.t,ix vectona.le @f ale lni x
o cu propnotatea din enuntul lemei 4. 13, imaginile lai % in spatnle .%”’ sint |
F -densei. 1nl casul general avem doar rezultatuI urmitor: - -

414, TEOREMX. (de densitate cu forme fixate), Fie Z o W"-algebra
| comutatwa, Q spafiul idealelor mbwimale ale i Z, & un Z-modul Banach
cu pmpmotatm de predualilate, F. un szubmodul de lip predual al lui
© XFy (Deisy un gir in F 8t ¥ un .mb?atm vectorial al lui &, astfel inctt bula .

ons

B | Atunm exisld o parte deschisd densd D a lui: ﬂ ou proprietatea’ urmdtoare :

Pentru orice teD gt orice w;" x’ ,“e_matdg un els}nent yfin .ﬁ} inchzdereaﬂ |
Uik L {y ISEIX in 87, anfobimott == -

1t £2, ¢o @y, (D gi € =3‘- confarm lemex
_ ’4.13 Dupé prmclpml glrnlm de partltn ale umté’pn, n D contme o
'parte deschzsa densé D a Tui Q.

Fie' acum te D 5i e.‘z"' Pentru ‘orice . intreg n >1 exmté'
Ys €%, lly..ll <||@7|, astfel incit |

(DIF (BF) — (D _«y,.)ﬂ.<;, 1<i<n

d in ?mle& umtate mekmi e lii &,
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Cum bula unitate inchis# a lui 7 este #,-compacts, sirul ((4,)%) are
un punct limitd 7¥ in & -topologia. Evident,

(®,)F (@) = ((Dt)f(‘gi’)) i>1. =

| | TR - q.e.d.
Spunem c3 un modul normat & peste o AW#*-algebrd comutativi

Z are proprietatea lipirii, dacd pentru orice familie (p.).er de proiectori

mutual ortogonali in Z §i pentru orice familie (#.).ex inZcu s‘tg | 2, || <+ 00,

-oxistdh 2€ X cu L e e '

- - ptm‘::pswu" ve L.

Folosind teorema 4.8, se vede ugor c#, dacd Z este W*-algebrd, iar ¥
are proprietatea de predualitate, atunci Z are proprietatea lipirii. Un
alt exemplu este furnizat de lema urmitoare : L

4.15. LEMX. Pie M o AW#*-algebrd $i Z o AW*-subalgebrd a
centrului lui M. Atunci M, considerat ca modul Banach peste Z, are pro-
prictatea lipirii. o | ‘

Demonstrajie. Este suficient s& ardtim cii, pentru orice familie (p,)
de proiectori ortogonali in Z si pentru orice familie () de elemente
autoadjuncte in M cu sup| #,|| < + oo, existd # € M cu '

p, @ = P&, oricare ar fi e

Notim y, = p,2,. Fie N o (*-subalgebrs comutativd maximald
a lui M, continind Z i familia (7). Dupd lema 3.9, N este o AW*-
subalgebrs comutativi a lui M. Folosind reprezentarea Ghelfand a lui
N i teorema 1.3, se vede ugor ¢ existd €N cu
| | ; _

p @ =7y, = P2, oricare ar fi,. o

o o q.e.d.
Pentru submodule # cu proprietatea lipirii, teorema 4.14 poate
fi intéritd: B . - "

'4.16. TEorEMX (de densitate a submodulelor cu ‘proprietatea
lipirii). Fie Z o W*-algebrd comutatiod, Q spagiul idealelor maximale ale
Wi Z, & un A-modul Banach ou proprictatea de predualitate, F un Z-
submodul de tip predual al lui X% $1 Y un Z-submodul cu proptrietatea lipirii
al lui &, astfel incit bula unitate inchisd a luv Y este F ~1(w)-densd in
bula unitate inchisd a lut Z. _Atunci - pentru orice tef, imaginea bulet
unitate inchise a lui ¥ in T este F,-densd in bula unitate inchisd
a lui T, . : ‘

Demonstrafie. Conform teoremei 4.12, 4), este suficient sa ardtim
ci, pentru orice te Q, bula unitate deschisd a lui ¥, adicd imaginea
bulei unitate deschise a lui Z in Z¥, este inclusd in F-inchiderea imaginii
bulei unitate inchise & lui # in Z'¥. |

Vom demonstra o afirmatie mai puternicd : pentru orice zeZ,
@] <1, orice @y, ...., D, €F gi orice e>0, existd ye%, |yl <1, cu

B@) — ;< s, Tt
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. Conform lemei Iui Zorn, existd o familie maximald (V.) de prti
deschise, inchise, nevide, mutual disjuncte ale lui Q, astfel incit pentru

}(D‘(w) (t)"' (Di(?!;_) (t)l ‘<~ € l‘g i < n, teV;f | |
_Présilpuném' ¢ 'Un V, nu és"te; denss in Q. Fie D o parte deschis#
~ densd a lni Q, corespunzitoare lui @,,...,0, §i ¢ conform lemei 4.13.

Dacd {,eD\\U V,, atunci existd y, €@, {ly,| < |l z|| <1, astfel incit

l.q)‘(‘-”) (to) — Di(yo) (té)l <e, 1 <1 <n o

Alegind o vecinitate deschiss §i inchisi ¥, CQ\U V. a lui ¢,, pentru
SR }(Df(m)(t)“‘ ‘I’i(?/o)(t”< 'é:,.‘)_‘]‘;' <" By t_e‘Vo" _
contra.zicém maxima]itatea.- familiei ’(V,).-. | ' |

Notédm prin p, funcfia caracteristict a lui ¥,, considerats ca

'

element al lui Z, Atunci 'Z P, =1 gi pentru orice .
P ®a) — B Oy < & 1 <5 <.
Cum @ are pfdprieta;tea»-_ﬁpirii, | 'éx'.ista | yg' ¥ cu |
p.y=0p, _y", oricare é.r fi. t.

Conform corolarului 4.10, Z este decompozabil, deci

| Nyl =sup [z, gl < sup ||y, /| < 1.

Evident,. | - o

VD) — Dyl < e, 1<i<n.
: : q.e.d.

Ardtim acum c#, pentru module Banach cu proprietatea de pre-
dualitate, descompunerile tratate in acest paragraf le cuprind pe cele
tratate in paragraful precedent. o Lo o

4.17. TEorEMX. Fie Z o W*-algebrd comutativd, Q spapiul idealelor
mazimale ale lui Z, iar & un Z-modul Banach cu proprietatea de preduali-
tate. Atunci existd un Z-submodul de tip predual ol lus X3, care are pro-
prietatea lipirii. Dacd F este un astfel de Z-submodul, atunei

4 ¥ = [”1 tE'Qi

iiiﬁc IH = "wt " = W.ll, 7ex, tell
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Demonsiratie. Fie # un Z-submodul de tip predual oarecare al
lui 2%, iar #, cel mai mic Z-submodul cu proprietatea lipirii al lui X%,
care confine pe #. Daci f este o Z-form# mirginitd oarecare pe #,, atunci,
conform teoremei 4.8, existd xe 2, | x| < |/f|, astfel incit

f(D) =D(z), DeF.
Cum |
DD eF,, f(D)=D(x)}

este un Z-submodul cu proprietatea lipirii al lui # o) care contine pe &,
deducem ci coincide cu &#,. Astfel

(@) = D(x), PesF,

de unde rezultd ci #, este de tip predual.

Fie acum & un Z-submodul de tip predual al lui %%, avind pro-
prietatea lipirii. Este suficient 84 aritdm c#, pentru orice re &,

laZ | = ll=ll, teq.
Inegalitatea '
1 (I1" <l ll, teQ,
fiind triviald, rimine de verificat inegalitatea inversi.
Fie ¢ > 0. Conform lemei lui Zorn, exist o familie maximals (V)

de parti deschise, inchise, nevide, mutual disjuncte ale lui Q, astfel incit
pentru orice . existd @, e #, || D, | < 1, cu

D) @) > el — e, teV..
Presupunem ¢4 (JV, nu este densi in Q. Conform teorer)nei'u‘

(4.12.3), existd t, e Q\ 7, cu

J ll@Z |15 = [l a, |I
Fie ®ye #, |D,]| < 1, astfel incit
| Do(@) (t) | > ||| 25 ([IF — & = [l @, ]| — .

Aplicatiile ¢ — ®(x) (f) §i ¢t — ||z, fiind continue, existi o vecinitate
deschisd gi inchisd V,CQ "\ J V, a lui t,, pentru care

| Po(z) ()| > @, ll — &, teV,,

in contradictie cu maximalitatea familiei (V..



hplmallan¢

Fi& p, functla caractenstic

i aIuiV consideratd ca element
) all“uiZ‘* i TR R e e T

: Oum .25' are propnetatea hpmr,‘ﬂ:‘nte"’.f, ‘$ln cum Ep‘ = 1, (IQII < 1._]
- Astsfel avem succesw . e L | AL BT |

e |¢(0’)(t)l ?lla’ali — s, tEUV‘, ._ff |

|¢(ﬁ)(‘)l>lfa’:ll —: t; fEQ,u

lll%’lll’?"%ll - ¢: teﬂ

Oum e > 0 este arbitra.r, dedncem: c& |

g In sﬁrsm, a.ri.tﬁm ci orice W* algebrﬁ consxderaté ea modul Ba.na.ch

peste centrul siu, are propnetatea de preduahtate. S |
EE - Fie M o W* -algebrd;. iar’ Z . o W*-subalgebrs a centrului 1\11 M. |

: Notﬁm prin' M§. multimea tuturor Z-formelor mirginite w-continue pe M.

- Sevede ugor e& M3 mestﬁ;un Z—snbmodul normlc: inchls sl cn propnetatea -

~ 4,18, LEMX, Pmtm mée forfmd pozmud’ 'normald pa M ;. notind
szn 2(9). suportul resmc;m lm % la Z eamtd un umo (D € M % pro-'

- pmetdpzle R

et (D e z(ep)(D/
q:(w)’——- <p(¢(~’v)), weM

| Demonstm;w, Fie ve M Pentru orice zeZ notind prm 2 = 9]z|
. descompunerea sa polari in Z 31 aplicin& succesw megahta.tea lm'
Schwa.rtz, avem - S |

ucp(wzn |"<wvtzt*r_

"< . ((mw*vv*)2 lznf«pazn?

R & el
< Iifplla"‘“ll-'b'll-'H_ﬁ"ll’i"’f’rl (IZI)2 et e,

deci

Lzl < lalqlizl).
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Folosind descompunerea polard a formei z — ¢ (22) pe Z si teorema
de tip Radon-Nikodym pentru forme pozitive normale pe Z, se araté
ugor ci existd un unic @ () €Z cu proprietitile

O(z) = 2(9) D(z),
o(@2) = ¢ (D(2)2); 2 2.

Se verificd ugor cé aplicatia .+ ©® (x) apartine lui M2 i satisface
proprietitile din enunt. Unicitatea lui @ este imediat¥.
q.e.d.

4.19. TEOREMA. Fie M o W*-algebrd st Z o W*-subalgebrd a centru-
lwi sdu. Atunci M, consideratd ca modul Banach Deste Z, are proprietatea
de predualitate, iar M%E este un Z-submodul normic mc}m, cu proprietatea
lipirii gi de tip predual al lui M3.

Demonstratie. Evident, M este finit decompoza.bll Conform lemei
4.18, MZ separi punctele lai M. In sfirsit, bula unitate inchisi a lui M
fund w-compactd, ea este compactd in imaginea inversi prin M% a to-
pologiei w pe Z. |

q.e.d.

Analog cu cazul modulelor Ba.nach cu proprietatea de dualitate,
teorema 4.12 ne d4 posibilitatea de a reduce anumite probleme privind
module Banach cu proprietatea de predualitate la probleme privind duale
de spatii Banach. Se pune problema unei alegeri convenabile a lui #,

astfel incit spatiile Z¥ sd rezulte cit mai particulare. Aceast# problemi
va fi analizatd in cazul W#*-algebrelor, considerate ca module Banach
 peste centrele lor.

Lema 4.18 apare in [16] cu ¢ alt# demonstratie. Restul materia-
lului din acest paragraf constituie o extensie pentru module Banach a
unor rezultate anuntate in [45], [46] §i expuse in [47], [48]. Aceste ex-
tensii apar aici pentru prima oari.

Remarcim c¢& Z-module normate decompozablle §i cu propmeta—
tea lipirii .au fost considerate sub alte denumiri in [35].

L]

Q‘v § 5. Z-CONVEXITATE IN Z-MODULE

Fie Z o C*-algebri comutativi cu unitate, iar & un Z-modul.
o parte X a lui & se numegte Z-convex#, dacid pentru orice x,, #, € X
gi orice 2 €Z, O <z <1 avem

22y + (1 — 2)xy, € A

Spunem ci o O*- algebré. A este cu descompunerea spectrald, dacd
are unitate gi pentru orice element autoadjunct a € 4 si orice numé,r
real « existd un proiector ¢ € 4, care comutd cu a §i pentru care

ae > a e,

all —e) < afl —_e).
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Gonform lemel 3 10 once AW‘-algebrE este cu descompunerea
spectralit.

B Tﬁoﬁml Fie: Z o O* algebﬂt oomutatwa ou dsscompumraa
spectrald,” & un Z-modul normat 3 X o parie cmwaw& inchnd a lm X -
Atunoi urmdtoarole afirmajii sint echivalento: CeE

(§) A este Z-comoa:a. o

(u) Pontm orice @y, m, ex §1- orwa prmotor p € Z avem

pwl-l—(l—p) ws eaﬂ -

(m) Pentru orice ml,. iy B €N ytonoe elamante pozmvo zl, o . €
eZ cu Z =1, avem '
f=1 ,'
2 2, € .9!"
fml

‘Dacd Z este o W*-algebra comutatwd * un Z-modul Bamwh ou propnetatea‘
de predualitate, F un Z-submodul de tip predual at lui % §i A o parte

convexd F-! (w)-compactd a i Z, amnoz afcrmamle precedanto sint eohi-
valente cu urmdloarea :

(iv) Pentru orice fa'mme (a:‘).e; in o gi orice familie (2)iez do ele-
mmta pozctwo inZ ou Ya=1, famzlza (z.w.)‘ er este F1 (fw)-sumabzld
el . :
# ‘ |
Y, 2o € X
» 4 ‘ vel

Demonstrajie. Evident, (#it) = (4) = (#2). S |
Fie K Z-convexé, Wy, ., 0, €K §i 2,0 , 2, elemente po-

N o
L

zitive in Z cu 2 2z, = 1. Pentru orice ¢ >0 deﬁmm prin mductle
Yi(e) = @y, ,

k 1) +k21 z

( — 4} & i

. - ) ) 2 .

Yle)= — - Ye-1(8) + “—E_N':_“

3 ke + YA ke+22‘

=1 : fmlooo

m,,,2<k<n

Evident, y,,(e)e.xf’ 1<k < 1y si
1 " ) ‘ .
e + 2,)®,.
| I §1( 4 |
Gum hm y,,( s) == Z z, », §i oA este inchiss, deducem o

=1

Yau(e) =

z.x. €KX .
Z %

i=1
— . Astfel (i) egte echivalentd cu (¢i1).

10-—c, 2868
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 Presupunem acum c# (ii) este adevirats. Fie @y @y €X §izeZ,
0 <2z <1. Cum Z este cu descompunerea spectrali, pentru orice : >0

existd proiectdr_i mutualiortcgqns;li Piye oy Da€Z ca j 2 Pi=1 i nu’me_ré
reale My...,\, intre O gi 1, astfel incit o

<e

2 —-yéi@
SR
X fiind convexs, pentrn orice i

| | y¢'= 7~§“’1+(1 — N) @y eX.
Folosind (ii), se vede ugor & |

: SR (‘Z 7\;}7;-)0;‘1 + (1 —_ Z 1{]’4) m’zy = 2.1":% €exX.
- -1 o 7 RNV w1 . :

Cam

r =9~ (0 )+ (1= § rm )

< e ([|zy |1+ 231l

e >0 este oarecare $i o este inchis#, deducem c

2wy + (L —2) 2y e X

Astfel X" este Z-eonvexi. N |

Fie acum Z o W*-algebri comutativi, % un Z-modul Banach
cu proprietatea de predualitate, % un Z-submodul de tip predual al lui
%7 §i A o parte convexi F-1 (w)-compactd a lui #. Evident, (iv)
implicd afirmatiile echivalente (i), (22) gi (e23). '

Reciproe, presupunem pe J# Z-convexy. Fie (T.)ier 0 familie in X" ,
iar (z)er o fa,nl"ilie de elemente pozitive in Z cu Y 2. =1. Alegem un

. &l
@y in 2" §i notdm pentru orice parte finitd F a lui 1

Yr= Y 40 + (1 — Y 2),

teP LEF

Conform afirmatiei (iii), ype . Cum X este F-1 (w)-compaetd girul
generalizat (yp) are un punct limit} y, ¢ ¥ in % ~Y(w)-topologia.,

Pentru orice ® € #, orice formi pozitivdi normals ® pe Z i orice
F c I finiti, avem

(@~ ¥ 2) @) =|o (1 — %, 2)D(@a)| < ¢(1 — ¥ 2) [®(an)].

LeF \EF LEF
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g z';%f:ﬁ 1, deducem c slrul generahzat (q:((b ((1 — Y 4) @)))
Aem Ty , I tEF L
conve;ge eﬁ.tre 0. e
- Astfel slrul genera.hzat ((1 — 2 2,) wo) converge citreo mﬂ' -1 (w)-- |
el
jt0polog1af, dec1 Yo este un punct hmltﬁ. al eu'ulni genera.hzat ():‘ 2.,

" r.ei'

in #-1 (w)-topologla
| Fie din nou ® ¢ # si ¢ 0 formé pozmvi normalﬁ pe Z. Clmw

mulfimea @ () este w- compa.ctﬁ conform pnnclpmhu mérginirii uni--
forme | |

« = sup |® (a)]] < Foo

Fa.mlha AR fnnd w- suma.blléa, pentru orice ¢ > 0 exlstii. F C I finita,
~ astfel incm pentru orme F cl ﬂmté cu B n. F,=9 a.vem B

R (Z "") L

i S er J] «
~ Pentru orice astfel de F e -

I?((P(Z 2, a:‘)) = | 2 <P(z;)¢’(w‘))| Z 9 (2)]| @ (2,) ||
fp(Z 2) a <

deci girnl generalizat (g (@ (Z 2, @) converge Cum o ((D (Yo)>

este un punct limitd al siu, dedlfcem c# girul generalizat ( cp ((I)( Z 2, @)

converge citre ¢ (P (y,)). -
 In concluzie, (Z 2, ®) converge citre y, in .9'-' -1 (w) -topologia,
LEF

deci familia (2, #,) este F# -1 (w)-sumabil¥ gi

_ ‘Zré,m‘,=ydex".‘
v ,
, ~ q.e. d
Fle Z o C*- algebra comutativi cu unitate, 93‘ un Z-modul gi oA
o parte Z-convexd a lui . Un element # al lui ¥ se numegte Z-ex-
tremal, dacd pentru orice z;, z, € ¥ i orice 2z € Z, O < 2 << 1, 2 51 1—=z
1nvert1blle, astfel inecit

_ @ =22y + (1 — 2) @,,
avem
391 _ mz = X

Rezultatul surprmzé,tor care urmeazé ne ara,té. cé. intr o mulfime
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5 2. TeOREMA. Fie Z o O*-algebrd comutativd cu unitate, & un Z-

modul, A o parte Z-convexd a lui X gi © € A'. Atunct urmdtoarele afir-
majit sint echivalente :

() @ este un element Z-extromal al lui X
(¢¢) Peniru orice ®y, ¥, € X cu

1 1
=0, +— &
2 1 9 2
avem

Demonstratie. Evident, (i) = (i4).

Presupunem acum e¢#% (i2) este adeviratd. Fiewx,, wyeN giz eZ
0 <21, 24 1— 2 invertibile, astfel incit

=2z + (1 —2) @,
Cum 2z §i 1 — 2z sint invertibile. existd scalari « §i § cu

' l<ag zK<BP<K1.
Notdim ’ ’

= (22 — 1)+, 2, = (22 — 1)".
Atunei

0< 2 +24<max {20 —1], 128 — 1]} <1,

<2
deci 0 < 2,2, K181 —2 —2 este invertibil.
X fiind Z - convexd, elementele

Yy = 21 ¥4 + (1 _zl) Dy y
=(1—-22)w1+zaw2 ’
apartin lui o, ¢Cum
1 1 '
= — —
2 Y1 + 2 Yas
conform afirmatiei (i7),
Vi = Y2,
(L —s—m) o= (=5 =)o

Folosind invertibilitatea lui 1 — 2, — z,, deducem ca

.’.01 - wz.

q.e.d.
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. wio Ble. acumy Z o W*-algebrd comutativd si & un Z-modal ‘Banach.
- Congiderind pe 23 topologia definiti de seminormele. = - S

PR O>lo@(apl, |
unde # € & §i ¢ trece prin toate formele w-continue pe Z, bula unitate
inchish a lui %7 devine compsctd. Astfel, folosind teorema Krein-
Milmdh, elementele extremale’ ale bulei unitate inchise a lLui 3 sint
sclriimizile! din care este construit #%. Notind prin Q spatial idealelor
maximale ale lni Z, ne punem problema de a’'caracteriza punctele extre:
male @ ale bulei unitate inchise a lui ¥ in termeni ypunctuali”, adics
in: termenii formelor liniare O+ Q(z) )y beQype Lo s |
.- Fie. X un spafiu vectorial normat, .8 o parte a.lui X, iar K o parte
convexd & lui X*. Spunem.ch ¢ e K. este.un element, extremal al lui
K relativ 1a 8, dacd , o - |

| | q’="2" P1 +"‘2‘“1’m P1y P2 EK:

C ot s s wls=eds=9le .
. Dac'§ este’o mulfime totals in X, atunci nofiunile de element extre-
makalloi K gi element extremal al lui K relativ la 8 coincid.
VB8 THORRMX. Fie Z o W *-algebrd comutativd, Q spafiul idea-
-lelor mazimale ale lui Z, ¥ un Z-modul Banach g O ¢ &30 < 1.
Atunci urmdioarele afirmajii sint echivalents: . g _

() @ este un element extremal al bules unitate inchise a lui Z%5.
. (18) Pentru orice gir (x,) din & existd o parte deschisd densd D a Tui -
Q, astfel tncit pentru orice t € D . Jorma-x > @ (v) () pe & este un ele-
ment  extremal  al mullimii {¢| p eT*, || oI <1, el = 0} relativ
la (=,). | - ,

- Demonstratie. Se vede usor ci (i3) implies pe (¢) ,
| Presupunem acum ci @ este un element extremal al bulei unitate
inchise a Ini %73. Fie (#,) un gir in . o ,

Notim prin 7 bula unitate inchis# a ‘lui 2*, dotatd cu Z-topo-

logia. Pentru orice intregi », & > 1 definim - R

iy

- | | | 1y
\ ¢ | P1y P2 €Z* o1l = Palw = 0,]| 01(@y) — @4 (2,)]| > *E'
Pre= "(Lopo) | T | 1 o :
| D () (t) = — (@) + - P2 (7) pentru orice s & &

Fxx este o parte inchisd, deci compactd, a lni Q x ¥ x &}, Dacd
proiecfia lui TI',: pe Q ar avea interior nevid, aplicind principiul se-
lectiel continue, am  putea construi ®,, @, 2%, | D, <1, |0, <1,
D, (,) + D, (@,), astfel ineit ‘

1 1
®=~é—®1+“§*q)2’

—in contradictie cu ipoteza noastei-asupra-lui-@,




Astfef ébmpléméntagéf D;.;,a, pmlectlez lui P,.g pe: Q este o‘" parte L
deschisst densd a lui Q. Conform principiului sirului de partitii ale unitd-
- i, Q D, contine o parte deschisé densd D & lui Q. Evident, D sa.tis-'

| :facecondltlﬂﬂdm aﬁl‘matla(”)

' p.4. CoroLAR: Fie Z o W*-algebrd comutatiod, Q spajiul idealelor

mawimale ale lui. 3, ¥ un Z-modul Banach, generst os Z-modul. Banach

de un_ gir de elements g ® < 2%, || < 1. Atunci urmdioarele afirmayis

(§) @ este un element extremat al bulei unitate inchise & lui X3.
- (i3) Existd o parte deschisd densd D' a lui Q, astfel incit pentru orice

teD forma o~ O(x) (t) pe & este un element extremal al mulfimii

{elec®* ol <1, 9l =0}

Fie A o C*-algebrd cu unitate. Numim stare pe 4 orice form#
Ppozitivi ¢ pe A cu ¢(1y =1. O formdé ¢ pe A este stare- dacd si
numai dac# || ¢|| = ¢(1) = 1. Un element extremal al mulfimii tuturor
stirilor pe A se numegte stare purdi. O stare ¢. pe A este purd dacé si
numai dac#, oricare ar fi forma pozitivi ¥ < ¢ pe A4, existd un scalar
pozitiv A pentru care ¥’ = Aq. e e

Fie acum Z o (*-subalgebrd a centrului lui A, continind unitatea.
Numim Z-stare pe A orice Z -formd pozitivi @ pe 4 cu @ (1) =1.
 '5.5. LEMX. O Z-form& ® pe A este Z-stare, dacd gi numai dacd
o<1 g ®1)=1. R L S - ‘
' Demonstratie. Fie Q spatiul jdealelor maximale ale lui Z gi @ o

Z-formi pe A. . - . , o
Daci @ este o Z-stare, atunci pentru orice t € Q forma @ @ (z)(?)

pe A este o stare. Astfel, pentru orice teQ .

sup | D(@)()] =1,
- llalis2 ; e

deci . o
~ ||@|l = sup || (2)|} = sup. |D(@) ()] = 1.
o ll=list o dsljsy S

Reciproc; dacd ||®f| <1 si ®(1) =1, atunci pentru orice ! € Q
norma formei z +— ®(x)(t) pe A este <1 si O(1) (¢) = 1. Astfel, fiecare
form# x — O(x)(t) este o stare, de unde se deduce ugor ca ® este o Z-stare.’
L S ‘ q.e.d.

Din lema 5.5 rezultd c% mulfimea tuturor Z-stirilor pe 4 este o
‘parte extremald a bulei unitate inchise a lui A%. Un element extremal al
mulfimii tuturor Z-stirilor pe A se numegte Z-stare purd.

5.6. LEMX. O Z-stare ® pe A este purd dacd 3i numai dacd, oricare_ar
fi Z-forma pozitivd ¥ < @ pe A, ewisth un element pozitiv z € Z peniru
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Defmomtra;w Fie © o Z~stare purﬁ pe A sl ¥ e A, ; 0 < ¥ < D,
Oonmderﬁ.m Z forma |

o-lwile
-3T+]

Aftunci I T N T
deci, punind = .= = : e
- | 1 | 1 o "
=—0~0, @, = : DO —-0)
! @(1) ) s 1-@(1)(2_,_.-‘ )

®, §i ®, sint Z-stri bine definite ps 4. Evident,
D= @(1)dr;+—(1---@(1))@:,‘.:, S
@ fnnd, dupﬁ teorema 5.2, un element Z-extremal al multlmu tuturor

Z—stirllor, deducem
(D1 = 2 =®.

Astfel S
| @=0(1)0,
1 1 1 1
SV O =[=w1)+ |0
S (2 /(_)+4),
\F=‘.'-"1f(1)cb |

Reciproe, presupunem cé, pentm orice Z-formi poz1t1vé’s <o
Pe A existd un element pozitiv. 2€Z cu ¥ =2®. Fie Oy si (Dg Z- -
stiri pe A . astfel incit _ _

’

- 2‘11‘7‘“2 b

Cum %(D1< ®, existd un element pozitiv 2, € Z pentru care
%—- D, =2 0.
Atunci
2 = 2, O(1) = ~Dy(1) =,
, 2 2
deci

D, =0,
Astfel @ este o Z-stare puri.

To.d:
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fn continuare ne ocupim de caracterizarea ,,punctuald’ a Z-stirilor
pure pe citeva tipuri particulare de C*-algebre. ‘

Considerdm intii cazul unei (*-algebre comutative. Remarcim cd
o stare pe o C*-algebri comutativii este purd dacd §i numai dacd este
multiplicativi.

B.7. COROLAR. Fie A o C*-algebrd comutativd cu umitate, Z o C*-
subalgebrd a lui A, confinind unitatea, Q spajiul idealelor maximale ale
i Z 3i © o Z-stare pe A. Atunci urmdioarele afirmajii stnt echivalente :

(2) @ este o Z-stare purd.
(i2) D este multiplicativd. |
(i13) Pentru orvice t € Q, forma x> ®(z)(t) pe A este o stare purd,

Demonstrajie. Presupunem ci @ este o Z-stare purd. Fie a € A4,
0 <a <1. Prin formula

Y(z) = O{ax)

se definegte o Z-formi pozitivi ¥'< @ pe A. Conform lemei 5.6, pentru
orice z € A

¥(2) = ¥(1) O(=),

adicd
D(azx) = D(a) D(x).

Astfel @ este multiplicativi.
Implicatiile (if) = (éi4) = (¢) sint imediate.
- q.ed.

Remarca dinaintea corolarului 5.7 se extinde la cazul general in
felul urmitor : o stare pe o C*-algebrd este purd dac# gi numai dacd
s-reprezentarea asociati este ireductibild. Pentru a obtine o extensie &
corolarului 5.7 la cazul necomutativ, chutim si asociem Z-stdrilor x-re-
prezentiri, recurgind la teoria aplicatiilor complet pozitive, folosita gi
in cap. I, §3. > '

5.8. LEMX. Fie A o C*-algebrd, Z o C*-algebrd comutativg gi ® : A—>Z
o aplicajie liniard pozitivd. Atunci aplicafia ©,: A, - Z, este pozitivd
pentru orice tntreg n > 1.

Demonstratie. Fie Q spatiul idealelor maximale ale lui Z. Pentru

orice t € & definim x-reprezentarea mw,, a lui Z, in spatiul Hilbert
n-dimensional C" prin formula '

7,.0((25)) = (2i5(1)).
Notdm '

W‘.n = n‘vﬂomn d

Cum t% x,, este o xreprezentare injectivd a lui Z,, pentru a arita
€

pozitivitatea lui @,, este suficient si aritdm pozitivitatea lui ¥,

pentriu-orice te£2:
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Fle teQ $1 (ay) €4, 0 ma.trlce pozmvi. Atuncl exlstﬁ. (b‘,) € A
ou (aﬁ) = (bu)* (bu )s admﬁ ay = Z b,,‘b,,, 1 <1, 3 <m Pentm orice

k=i
(7\‘) € C" avem

(‘P‘¢ ,.((au))(l.)l (h)) = (n, ,.((‘D(%)))(N)I (M)) —_7 K .
- 2 (D(a”)(t)l, 7\‘- a

ii-l

=3 (D(.bﬁbu)(t)?im# -

i,9,k=1

f=1

= E%(D((Z M br_ct) Z bew)(t) > -
>o | B

Astfel matricea (¥, .((%;))) ‘este_pozitivé.}
: | R I q.e.d.
Din lema 5.8 §i din lema I 1.3.9 rezult3 imediat : |
5.9. CororAR. Fie A o (*-algebrd cu unitate, H un spajiv Hilbert
gt D A~ B(H ) o aplicajie liniard pozitivd, astfel incit elementele lus
DA comutd inire ele. Atunci © esfe o aplicajie complel pozztwm s
Afirmatia urmitoare este bine cumosoutd: -
5.10. LeMX. Fie Z o W*-algebrd comulativd. Atunci amstd un spa-

ﬁu Hilbert H 3t o s-reprezentdre m]ectwd w-continud =: Z — B(H),
astfel incit ©Z este o subalgebrd comutatwd mafmmald a lm B( H ), adicd

(-mZ )’_ = nZ.

Demonstratw Fie (¢,) 0 farmhe ma.x1ma.15, de sté’m normale cu su-
| porturi mutual ortogonale pe Z. Not¥m prin =, s-reprezentarea asociati
lui .. Se verificd usor cé *- reprezenta.rea T = @ T, verﬁlcé condltnle

din emmt |
| | A qed. ,
. Fiedo 052 a,lgebré cu umtate, ZoW* algebré. comuta.twé., (D A—>

—->Z o aplicatie liniarid pozitivi, H,, H, spatii Hilbert, =, : Z — B(H),

T35 Z — B(H,) *-reprezentin injective w- contmue, astfel incit (m,2)" =

=, (rZ) =73 Z $i Oy =7, D, Oy = m, D. Dupi corolarul 5.9, CD,

§i @, sint aplicatii complet pozitive, deci, conform lemei 1 3.6, li se aso-
ciazd »-reprezentiri me, respectiv mo, ale lui 4.

5.11. LEMX. s-reprezentdrile mo, §i mo, sint unitar echivalente.

Demonsirajie. Este suficient si ardtim cd exmté un operator unitar
U: H, > H,, astfel incit

n-rrr(a) [I* . -rtz_lz, 2cZ
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Fie H=H, @ H, §i M={m,(2) ® 7, (2)|# < Z}). M este o algebrs
von Neumann comutativd in H, deci centrul lui M’ este M. Definim
izometriile U, : H, — H §i U,: Hy - H prin ~ :

.UI(EI)_—'E:[@O, UQ(EQ):‘:O@ Ez.— |

Se vede ugor ci U,Uf gi U,U?F sint proiectori abelieni cu suport central
1 in M’, deci sint echivalente in M'. Astfel existd o izometrie partiald
VeM ca : :

V*V =TU, U¥, VV*=U,U?.
Notind U = U3 VU,: H, - H,, U este un operator unitar si pentru
orice z € Z

Un, (2)U* = Us VU, 7, (2) U V*U =
| UFVim(2) @ 0) V* Uy =
U V(my (2) @ my(2)) V* U,
U7 (7 (2) @ 7y (2)) VV* U, =
Uz (my (2) @ 7y () Uy =

= 1, (2).

I

I

| , , q.e.d.
Conform lemelor 5.10 gi 5.11, la orice aplicatie liniard pozitivd @ :
A — Z 1 se poate asocia o clasi de echivalentd unitari de s-reprezentiri
ale lui 4. Orice =x-reprezentare din aceast#- clasi o vom numi s-repre-
‘zentare asociatd lui @. ) |

Analizim acum reducerea din §4 in cazul unéi W*-algebre de tip I,
consideratd modul peste centrul siu. ' '

Fie M o W*-algebrd de tip I, Z centrul siu §i ¢ € M un proiectar
abelian cu suport central 1. Atunci eMe = Zz i aplicatia =, : Z — Ze,
definitd prin ‘ |

+

T (z) = zé,

este un *-izomérfism_. Notam
®, (2) =} (ewe), @ < M .

Atunci O, este o Z-stare w-continug Fie &, subspatiul vectorial normic
inchis al lui MZ generat de Z-formele |

@ - @, (azb), a, b e M,

5.12. LEMA. #, este un Z-submodul normic inchis, invariant la trans-
lagii st de tip predual al lui M%.

Demonstrajie. Evident, #, este un Z-submodul normic inchis si
——invariant-le-translati-ak-loi-M3-
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Deoarece .9" este mvama.nt la tra.nsla.tn sx .?‘ c .M * mulplmea

Ker F,= {wla;fe M CD (w) = 0 pentru orice (D € .9’,}

'este un ideal bilateral w~inchls a.L lm M Astfel emsti un . prowetor -
‘centralpcu_;__ | ST S

Ker f Mpa |

Cum- p (D ( p) = 0 Ker F, 8e reduce la elementul nul decz .9" separé‘ i
elementele lui M. -

In sﬁrsxt bula umta.te inchlsﬁ. & lm M f.und w-compa.cti ea estef
compact in imaginea inversd prin #, a w-topologiei pe Z,

Fie Q spatfiul idealelor maxima,le ale lni Z. Cum #, este mva.nant: |
- la translatii, [#]%« sint ideale bilaterale normic. inchise ale lui M, M e

~ sint - O*- algebre cit, M sint W -algebre, iar scufunda.rea ca.nonic& 2

- lmi M+ in. M este un *-homomortism injetiv.

5.13. LEML .Pentru “orice t €Q,. [t.]’c ==~[t], MTe este cm factor"'
de tip X, iar ¢ este un prmactor minimal ’in M P |
‘._Qamomtra;coa Evident, [t]% O [1]. -

’ "““ﬁﬁpunem ‘ol exitd un element > in [t]" care nu apa,rtma hn
“Atunci aceeast ‘afirmatie este adeviraty pentru lm], deci exist# un

e
pr:gnector spectral f al lui |az| , astfel incit

ferr,
fem. ~

Fie z( f) suportul central al lui f Atuncl 2 ( j) e <f, dem exmta 0 izo-
_metrle pa.rtlali veM cu | o

v*v z(f)e,
vv*“gfv |

Astfel |
; o z(f)e—-v*fu € [t]ﬂ

"~ de unde - " |
| ‘z(f)(t)..(D (2’(f)f’)(t)—-0
fo= (z(f)f)c = z(f) (&) f: =0,

in contradictie cu condltla fe [t].
In concluzie, [¢]#¢ = [¢].
Mai departe, e fiind abelian,

eMe = Ze,
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deci - e
"M”‘ Fo —Ce

, Mf. efc — C 8"

Asttel ‘o este un prmector mmlmal in M7 .
In sfirgit, deoarece suportul central al lui ¢* in 7 este 1, M
este un factor de tlp I i
- q.e.

Dac% A este un Z-submodul al lui M, pentru a evxta. cqnfuzu,
notém pnn [t] 4 inchlderea normlci in A a mulfimii - -

{‘Z z‘ G‘I 2 et',.ag EA}‘-'
-l -
iar prin [{], inchideréa normic¥ in Ma multnmu :

{ 3 |

i-rl

z4 et, w’,”e M}- :

Folosmd lema 3 4, se vede ugor ci. [t] = [t]M N 4.

B.14. LEMX. Fie Ao O* -subalgebrd w -densd a lui M, care. conpme
pe Z gi care, -considerat ca Z -modul, are propmetatea lzpzru Atunci,.
pentru orice t cQ, starea a+> D (a) () pe A esle purd 8t  nucleul
x-reprezentdrii a,soczata este [1],.

. . Demonstratie. Fie t € Q. Conform Iemel 5. 13 starea zfe > (D,)F(T7¢)
pe M{fe este purd. Astfel aceastd stare defmegte 0 s»-reprezentare ireduc-

tibily w-continud injectivd =, a 1. M intr- un spafiu Hilbert H,.

Fie E, un vector in H pentru ~un '

((Dc)l 7 (@ o) = (7‘:(52"’) E;I &) @i ‘E M”

Oonform teoremei de densitate a lui Kaplansky, bula unitate in-
chisé a lui A este w-densd in bula unitate inchis® a lui M. Aplicind
- teorema 4.16, imaginea A% a lui 4 in M7 este w-denss in M. Astfel

restng’pla lui Ty la Afe este o - reprezentare ireductibild m]ectlvﬁ a
lui 47-.

Deﬁmm *-reprezenta.rea, maluid in H prm formula
n(a) = T{afe).

Atunci ™, este 1reduct1b11:1 ‘nucleul siu este [t]¥*N 4 = [l N 4 =
= [t], si '
D a)(t) = (m(a) §|E), acA.

Astfel starea a > ®,(a) (!) pe A este purd s§i nucleul x-reprezentirii
asociate este [t],.

qed
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Mal avem nevme de an. rezultad; general

5.15. LeMX, Fie Z o C*-algabrd comutatwc! ou umtate, _Q spatwl :
S zdealelor ‘maximale ale lui Z, ¥ i ¥ Z-moduls Banach, iar ©: X &
" o aplicafie Z-liniard. mdrgzmm swjeatwd?‘;itum pmtm once t € Q -t
[t], estc inchz@orm mummu [t]x + Ken' e S

) Gdnfdrm teoremei aplicafiel deschise, imaginea prmr xa bulei uni-
| tate inchlse a Im w contme o buli inohisé cu centrul in 0 gi de ra.zﬁ :

o > 0.

Fie me n:"‘[t],; 51 e >0& (}m n(w) e [t]g,f exmtﬁ. z,,“., z et si
' yl 7 yn E@ (311 :: : : g ‘

[5-2 [.._.
e $=1, ’ ,2 ;

: Da,cﬁ V este o vecmita.te a. lui tpe care [z;l <

o " “, 1 <t<fn, mrz
‘
o este un element al Im.Z 0 < z < I ca.re la valoareal in tsl se anuleazd

i afa.ra lm v, atuncf ‘ | |

Il?r(zw) Il !lzw (2) Il <

lzn (a:) —z E z,y;

i % Z 2 l
o ’l-l. 1 7
™ (9’) Z W + Z lle2s I ||3l¢||<
o e
‘ ) :
CL& g
Astfel |2 = (z2)] < a, deci exist&m& in bulaunitate inchis# a Iui % pentru.
g ’ _ o RN : .

o care -l-n(zm) = 11:(:00) In concluzxe, a.vem R

| (I—-zme[tlx,;
za;—- awweKerm,

Ilw‘-* ((1 - z)ﬁ + zw - sa:.,)[[ = Ii ewoll < &

| ‘

e >0 fun& oarecare, deducem cﬁwm apar‘pme inchlderu multamu [t] r +
4 Ker T, ‘ : S
| - q.e.d.

Demonstré.m acum urmé.toa.rea versume necomuta.tlvﬁ. a corolarului
5.7:

5.16. TEOREML Fie Ao 0*-al ebrd cu unitate, Z o C*-subalgebrd
a centrului lui A, confinind unitatea, gi Q spajiul idealelor maximale ale
lut Z. Presupunem cd Z este o W*-algebrd, iar A, considerat ca Z-modul,
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- are proprwtatea lipiriz. Atunci peniru orice Z-stare © pe A  urmdtoarele
afirmafii sint echivalente : |

(t) O este o Z-stare purd.

(2¢) Pentru orice *-reprezentaro o asociatd lui @ avem (mpd) =
= TCQZ.

(2¢2) Pentru orice t € Q forma. @ > O(x)(t) pe A este o stare purd.
In plus, dacd afirmatiile de mas sus sint adevdrate, atunci pentru orice t € Q

nucleul »-reprezentdrii ireductibile asociatd formetw > (D(w)(t) este inchiderea
mulfimii [t] 4+ Ker mo.

Demonstrajie. Fie ® o Z-stare pe A, n; Z — B(H) o *-repre-
zantare injectivd w-continud cu (nZ) = nZ ¥ =n®, iar ney: 4 —

B (K) *»-reprezentarea asociatd lui ¥ eonform lemei 1. 3 6. Atunci exist#
un operator liniar mirginit V: H —~ K astfel incit

Y(z) = V* ng(a)V, @ ed,

gi K este generat de n(A)VH. Cum ¥ (1) = id, V este o izometrie,

deci VV* este un proiector. Multiplicativitatea lm ¥ pe Z implicd c¥
VV* comutd cu neZ.

Presupunem cd @ este o Z-stare puri. Evident, (rw¢d)' D an

Fie T, e(reAd), 0< T, <1dx Pentru orlce xe A §i orice
2 €Z

(@) VAT, ne(0)V = W(2)V* Tyng(a)V =
= V¥*rg(2)VV* TyTy(2)V =
= V*VV*re(2) Tyre(x)V =
= V*Tng(2) ne(2)VV*V =
= V*Tyng(2) VV*re(2)V =
= V*Tyny(z) Vr(2).
Astfel, pentru orice » € 4
| V*Tomy(w)V € (nZ)’ = nZ
Punem
O(z) = n= V*Tyme(w)V).

Se verlflcé. ugor ci O este o Z- formd pozitivd pe A4 5i 0 < O,
Conform lemei 5.6, existd 2, €Z cu

¥ 0 = 2,0.
Prin urmare, pentru orice z, y € 4,
Ving(y)* Torw(a)V = V*¥Tyne(y*a)V =
= nO(y*z) =
= 7i(2y)(D(y*x)) =
= W(z)¥(y* 2) =
= V¥*me(2) V V*ne(y*2)V =
= V*VV*re(2)me(y*0)V =
= V*ng(y)*rne(2z)me(2)V,
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i %ww.; — rylanr(@F =0
Rezultﬁ. cﬁ, pentru orlce @,y € A 51 once E, n e H, | |

((To - ﬂw(zo))ﬂ-r(W)Vﬁlnw(y)Vn) = 0»
51 cum. K este generat de Tf.’qr(A) VH, deducem '
T :— ‘N‘r(zn)

In concluzle, (mrA) = ‘er |
Presupunem acum c# relafia de mai sus este a.deviraté Atunct
neZ este o algebri von Neumann §i comutantul siu este inchiderea M

~ alui ned in topologia operatonala sla,bé In partwula.r, B = VV* e M.
: Pentru orice # e 4 ,

Emr(w)E VV"'my(m)VV* =
= TE¥@VE=
= Vr(@2)V* =
= V’T‘((Dm))V— |
= VV*aeD(a)VV* =
= ny(®(2)) B. |

Astfek EME = my(Z )EB, deci B este un prmector abehan al lui M.
' Fie P un prmector central a.l I‘ur’ M pentm care

BEETS Lawdy

PE = 0
- Atuneci
PVV*P = o
: PV_OGMM |
Pentru orice # € A i orice §e¢H ,ngJ g
oo  Pre(@)VE = mp(m)PVg a 0
i oum K este generat de ny(4) VH, dedncem
| P =0.

Astfel suportul central al lui E este idg.
Considerdm pe M ny Z-starea @, definitd prin egalitatea

@, (t)B = ETE.

Dups cele de mai sus, pentru orice. # € 4

Dy(my()) = we(D(x)).
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Cum ngd este o C*-subalgebrd w-densi a lui M, confine centrul
wyZ al lui M i, considerat ca my Z-modul, are proprietatea lipirii,
conform lemei 5.14, pentru orice ¢t € Q starea mwy(x) — Vy(ne(?)) (Tyt)=
= O(x)(!) pe w¢d este purd si nucleul x-reprezentirii asociate este
[myt]mga. Astfel pentru orice ¢ € Q starea z +— @(wx)(!) pe A este purd
§i, folosind lema 5.15, nucleul x-reprezentirii asociate este inchiderea
multimii [t], + Ker my. :

In sfirgit, afirmatia (i44) implicd evident pe (3). 1

q.e.d.

Corolarnl urmitor ilustreazi puterea proprietdtii lipirii.

5.17. COROLAR. Fie A o C*-algebrd cu unitate, Z o C*-subalgebrd
a centrulut lui A, confinind unitatea, gi Q spapiul idealelor maximale ale
lui Z, Presupunem cd Z este o W*-algebrd, tar A, considerat ca Z-modul,
.-are proprietatea lipirii. Fie, mai departe, (q)ica o familie de forme po-
zitive pe A, astfel incit

1) pentru oricet € Q ol = 03

2) pentru orice x € A aplicafia t > g,(x) este continud. Atunei
urmdtoarele afirmajit sint echivalente :

(¢) Ewistd o parte densd D a lus Q, asifel incit pentru t D, o,
este o stare purd.

(42) Pentru orice t € o, este o stare purd.

In legiturd cu cele precedente remarcim ci are loc urmitoarea
extensie a teoremei de tranzitivitate a lui Kadison la cazul global :

5.18. TEOREMX (de tranzitivitate). Fie M o W*-algebrd, Z centrul
sdu, A o O*- subalgebrd w-densd a lui M, care este modul peste Z si care,

considerat ca Z-modul, are proprietatea lipirii, gt A  CO*-algebra generatd
de A st de unitatea lui M. :

(1) Dacd © € M, e este o sumd finitd de proiectori abelieni mutual
ortogonali din M si § >0, atunci existd.a € A cu '

el < 1+ Hjal,

ae = we, ea = ex. .

(4¢) Dacd 5:7 € M este autoadjunct, tar e i & sint ca in (i), atunct
existd a € A dutoadjunct cu .

lall < (1 + 8l

ae = ze.

(#4¢) Dacd w € M este unitar, iar e este ca in (i), atunci existd v € A
unitar cu 1

ve = e, €Y = eu.

Demonstrajie. Fie x € M, e o sum finit4 de proiectori abelieni
mutual ortogonali din M si & > 0. Considerim o familie maximali (p)
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de proiectori centrali mutual ortogonah astfel incit pentru orice : existd
a, €4 cu

lal <1 4 9) ],
atpv.e = wple’ plea’t = ptea"‘

Presupunind e 1 — 2 P, 0 §i urmind un rationament analog cu cel

din demonstratia corolarulm 1.2.3, existd un proiector cenfral nenul
Po <1 — Y p, §iun element a, € A pentru care
: '

lagl < (1 + )],
oD = TPy Pobly = Py €7,

in contradictie cu maximalitatea familiei (p ). Astfel ¥, p, = 1. Cum A
are proprietatea lipirii,

a= Y ap, cA.
Evident,
el <1 + 3|,

ae = xe, ea = ed.

Punctul (i¢) rezultd din (i), 1ar punctul (i¢¢) se demonstreazi ase-

mnédtor cu (z)
q.e.d.

Remarcdm ci teorema 3.5, teorema Krein-Milman gi colorarul 5.7
implicd principiul selectiei continue in cazul spatiilor hiperstoniene. Cum
teorema 3.6 poate fi demonstratd fird a recurge la principiul selectiei
continue (vezi [49] gi [32]), aceastd cale poate fi folositd pentru demon-
stratia principiului selecfiei continue in cazul spatiilor hiperstoniene.

Remarcim de asemenea cid, daci A este o AW*-algebrd al carui
centru Z este'o W*-algebri, atuncl, conform lemei 4.15., A §i Z satisfac
conditiile teoremei 5.16. Kaplansky a conjecturat ci asemenea AW*-
algebre sint W*-algebre, dar Dyer a dat in [10] un contraexemplu. Este
interesant de vizut daci teorema 5.16 réimine valabili presupunind pe
Z doar AW*-algebri.

Acest paragraf extinde unele rezultate ale lui H. Halpern din [16]
§i [17]. Lema 5.6 §i teorema 5.16 au fost demonstrate de Halpren in cazul
cind A este o W*-algebrd, iar Z centrul siu. De asemenea, in [17]
apare o form# mai slabd a teoremei 5.18. Lema 5.8 a fost demonstratd.
in [2], lemele 5.10 si 5.11 au fost cunoscute inci de von Neumann, iar
lemele 5.12, 5.13, 5.14, care particularizeazi rezultate din [47] si [48]
se gidsesc in esentd in [12]. Teoremele 5.2, 5.3 si lema 5.15 apar aici
pentru prima daté.

11 — o, 2855
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Scopul acestui capitol este de a analiza descompunerea din capitolul IT,

§3, in: cazul unor C*-algebre cu o geometrie. a proiectorilor suficient de

bogatd. In primul paragraf expunem citeva teoreme de baz# din geometria’

proiectorilor unei 4 W*-algebre.. In paragratul urmitor- congiderim nigte
~axiome pentru (*-algebre, satisficute de AW*.algebrele, care: in
~ diferite combinatii se pastreazs prin treceri la citurl. Ne indreptim atentia
in special spre structura de ideale bilaterale inchise ale (*-algebrelor,
- satisficind axiomele noastre. In al treilea paragraf dezvoltdm descompu-
- nerea din capitolul II, § 3, in cazul. acestor C*-algebre, - iar in ultimul
- paragraf ddm citeva aplicatii. | - R RN

§ 1. GEOMETRIA PROIECTORILOR UNEI AW*-ALGEBRE

Fio M o G*-algebr, iar ¢ 5i £ proiestori tn M, Reamintim ok ¢ i f
- 8¢ numesc echivalenti gi se noteazs ¢ ~ f, dacy existy o izometrie parfial¥

[>e

II. 3.10, teorema II. 3.12 i lema IT.4.15. Astfel, intr-o AW*-algebrs
avem mulfi proiectori; iar multimea tuturor proiectorilor ai unei- A W*-
algebre formeaz4 o latice completi. Tn acest paragraf studiem legiturile
operatiilor laticiale ale acestei latici cu echivalenta.

1 Partea I a lucririi a apidrut in nr, 6/1973,

ST. CERC. MAT., TOM. 25, NR. 7, P. 1037—1112, BUCURESTI, 1973

Daci éSté eéhiValénﬁ'éu un subp?oiector al lui f, '_se -'ﬁoteaﬁzé} 'q; <f saw

Pentru AW*-algebre avem demonstrate lemele II.3.8, IL3.9,
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1.1. LEML Fie L o latice completd gt @: L1 0 aphca}w orescdtoare.,
Atunci ® are un punct fio. '
Demonstragie. Fie
Ly={l|leL, 1O},

iar 1, supremul lu.i Lo.
- Pentra once le L,, avem

TS RN S S T S 1
deei | '

| o(1) < DL,
Cum 1< OQ), doducema
| X “ _ l<¢(lo)
leL, tind ,.é@#ééa!r?f?f,avem: | v
IO 0 < Ol
| Pe de a,lté. pa.rte, megahta.tea de maa sus nnphcé
| 'wmswwmm_*
‘deci ®(l,) € L, Astfel ;o
e | D(ly) <

| In“’ cOncquie"‘,’ @(lo)' == lo.- | |
| q. e. d.

1.2. TEOBEMK Fw Mo AW*-algebrd iar e gz f proiectori in M
~ astfel tncit |
. v

e <fy
_ o;>-f, _

- Atunei
| e~ f.
Demonstragie. Cum e < f, existd o izometrie pé.ri;ialé ueM cu

utu = e,

wu* < f,
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: 3 | Dmouvm moamnm wv-mom;,m '.
gi cum ¢ > f, existd o wometne pari;la.li ve M cn
| o1
i vo* <6; , 

Conform lemet 113 8., o | o
| ) = {I l le M prmeotor, ) < e} | | ‘
este o latice oompleti. Detinim aphca,tlas ®:L —->_L-p£i_i; formula -

| <l5(l)'= 6 —o(f — ul'u*)'v"

Cum & este cresoétoare, conform lemex 1. 1 ‘are un punect fix lo
‘ Astfel |

e —- ol f — ulo_u*) o* =1, |
K oty = o(f — w0,
de unde | o
Tutor(e — ) vuly = Lu*o*o(f — ulgu®) v*oul, = 0,
(6 — L) ouly = 0,

o=y = of — ) ¥ S oo,

(3 — ly) vo¥(e — 1) = — Iy
Notdm | _
L w = ’ulo + v*(e - lo)o

¥

Folosind relatiile de mai sus, e
| w*w — tzou* + o — Too) (ody + o¥e — 1) = lou*'ulo +
+ (e — L’o) oulo + ((e — lo)wlo)* + (e — lo)vv*(e — L) =c¢e,
_8i' | | | - .
ww* = (ul, + v¥(6 — 1)) (I, u* + (e —h)v) = ulgu* + v*(e — ) v =
= ulgu* + v*o(f — ulgu*) v*o =v‘f. ‘

Astfel ¢ ~ f.
, q. e. d.
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Cercetdm acum proprietifile de ‘“lipire” ale echivalentei in AW*-
algebre, proprietdti care reduc problemele privind echivalente la probleme
locale. . |
Fie M o AW*-algebrsi gi 2, laticea tuturor proiectorilor lui M.
Notdm pentru orice familie (¢,) de proiectori din M prin V e, supremul siu

in 2y, iar prin A e, infimul s3u in 2,. Conform lemelor 0. 3.9 II.3.8, .
¢ ) . I
dacd e, sint proiectori centrali atunci la fel sint gi proiectorii Ve, Ae,.
) t 3

1.3. LEMA., Fie M o AW*-algebrd, (p)ier o familie de proiectori |
centrals orfogonali din M gi v, € Mp, izometrii parfiale. Atunci existd o izome-
trie parfiald v € M, astfel incit pentru orice veI

,vpt = ,vl

8t

v*o = V o', ov* = A vt
terl terl

Demonsirafie. Contorm lemei I1.4.15., existd « ¢ M, astfel incit pentru
orice t el

xp, = v,
Fie p = VI P, §i v = zp. Atunci pentru orice . € I
tE
vpl = ’vi
gi
"1l —p)=0.

Pentru orice x eI avem

(v, v,) D, > v¥v,.

Cum pentru orice A el

| o, < V ofo, — ((V ofo)p, — ofv,),
: tel tel
deducem
\" 'va;‘ < \% ’0?’0,, - ((V”?’v;) px - 'v:'vu)i
Al te1 tel
(V olv) p, < vkv,.
tel
Astfel

(V vfv,) p, = oifv,.
. €T




L S ( ”tvl) (1 p)—'o

In concluzw, pentru once x eI BRR

‘ "”*”P — (V '”t ;) px" = "'”x'” - '”u"x" =0

e Hn*'v(l——p)-(v v,v)(l p)n =-=H0--0ll—0
D,X_Gum (Vp,)V(l — p) = 1 ; conform teoremei II312 gx corolamlm‘ |

o ll v*ﬁf — V'wv’!‘v;ll = 0’,,‘ -

vy =V N
o L er
Analog se a,rati %
e S vv*— vv,m. . AT
‘ _ "*; tef e
e | | q o d
1 4. COBOLAR an M 0 AW‘-algebrd (p‘). er 0 famzlw de’ prmeoton'

cefhtralz ortogonah din M §i (e, );51, (f)ier familis da prowctm din .M’ aatfel
Ineit mnt’m orice vel )

3;’ <Pn fi<1’¢: Gt"'fi- i o

VG‘NVf‘

17 SR L€l S

1. 5 LEMX Ew M ] AW*—algebrd 3@ go‘)‘ er 0 famdw do zzomemz
parjiali din M, Jvlfel incit proiectorii 6, = yJo =008, 4y xel, sint
ortoycmajﬂ Atmwz eanstct o zzometna par;mld v eM astfel ‘fm’it pentm orwe el
| =f l.” = 7
pi e
”*”—Van‘ W* vfl
- el ert ,
Demonstrafie. Notdim p, = ¢, + f. Conform lemei II.3.9*,~;

= {p.| v I}i
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este 0 AW*-subalgebrd a lui M. Evident, proiectorii p, aparfin centrului
lui & gi v, € Np,. Folosind lema 1.3, existd o izometrie partiald »e N,
astfel incit pentru orice . el SR ' ]
. | L/ ='DH
deci , - ,
ve, = fo =0,
oo o
0=V olo,= Ve, w*=Vor=vV].
ter t€r . tEl teér.

1.6. CoRbLAR. Fié”‘ M o AW*-aIgebr& : ,sz (e‘)tez; ( f‘)i.; e}aag;'lii de
proiectors ortogonali din M y asifel incit proiectorii ";/Iep’, ;Xxf” sint. ?rtogonali
gt pentru orice el __ |
6, ~ f t'

- Atunei DR
Vv ei““.\/Jﬁ;

el tel

Remarcidm ci in AW*-algebré‘ echivalenta.’ are proprietiti de
»,lipire’’ mai puternice decit lemele 1.3 §i 1.5, insd noud ne ajung acestea. |
~_L7. LEMX, Fie M o O*-algebrd cu wunitate $i e, fe M proiectori,
 astfel incit ef — fe este invertibil. Atunci e |

Lo
e~f~1—e~1—f,
eVf, eAf existd ﬁi
| eVf=1, eAf =0,

Demgmtraﬁe. Deoarece

(St = — el — o) fe— (L — o) fef(1 — o),
elementul éf(l — e)fe es'te ihvértibil in eMe. Mai depa,rte,'

- ef(1 — e)fe < efe,
deci éfe este ;invertibil in eﬁe. Astfel, eﬁété un element pozitiv a € eMe, ’

care comuté cu efe §i pentru care efeq = e,
Notdim | ;
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r 1
T utu =gt fok = a' efaa’ afea = ¢,

(RN C é b

_‘j{-"f’:.}v‘i"%:} Drepiie o i 'u'“*f (faf)fFfafﬂ 'l;ﬂ-?,: Lo
wutef = (fafef = f(aefo)f m

(o » (of - fa) ~ el — of — wutfo + fo=
= fof — fof — wure +fo=fo—wite,
(":tf"‘ D o~ foyt = (fo — s 2) (of — ~fo) =
= fof = uuref ~ ~ fofo'+ wefo
| =I5~ o+ ffe=0. e
) | ‘Cum (ef fa)" ‘este mvel‘tlbll, ded\mem

AT o | "'."‘.uu":rf.w» EEEEE
Asttel 6~f. . T, | :
Oum . < B
" f(1 —-,e)e- (L= o)f = of — fo
g
| | (1—-6)(1— (I f)(l—e)“of — fe,
:aplioiﬁ&* *cele'd“é mai “sus, deduéem S . -Is: anon

. ~1 — a~1 -

(3 ‘f X f‘“ E\/

_Fie a.cum ge th proiector cue < g,f < g. Atuncx
7 m';ki _(‘

9(3f fe) = 9f f’r

gi mverblbmtatea Tui ef fa @pheﬁ g =1, Astfel av f ex:sta si este 1.
- Analog se arat¥ c% e A fexist} gi este 0,
’ q.e.d. .
1.8. TEOREMX (regula paralelogramulm) Fie M o AW*-algebrd
i e, feMprmecton Atunci

e oA

- evf— f~e—€/\f

ki

7—0. 2009
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Demonstrajie. Conform lemei I1.3.9,

N = {(¢f — fe)*}u

este o AW*- suba,lgebrﬁ. a lui M. Evident, (e¢f — fe)2 este un element
central negativ al lui N gi se verificd ugor ci ¢, fe N

Conform lemei I1.3.10, existd un §ir p,, ps,... de proiectori centrali '
ortogonali in %, astfel ineit

(ef — fe)’p, < — 1 D1y

1 - : 1
— — DPn < (ef _fe)zpn < " Psy > 27
n n-+1

(of — o)1 — V p,) =0.

Notdm p, =1 — :; Pae
Cum (ef — fe;)=21 P, = 0, proiectorii ep, §i fp, comuts, deci
(eVf — fipo = (epo) V(fPo) — fro =
= €Po + fPo — efpo — fPo =
= €py — (Do) A(fPo) =
=(e& — eA f)D,.

Pe de altd parte, pentru n > 1 elementul (ef — fe)?p, este invertibil in
Np,. Aplicind lema 1.7,

‘».

(evfi—1 p,.‘ = (ep,)V (fP,) — fpu =
= Pp — fPu Fvep,. =
= éep, — (epn)/\(fpn) =

= (8 - eAf)pn'

Conform corolarglui 1.4.

V. (eVS = Ips ~ V(e — eAf)p,.
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Se vede ugor ci

VS —f=(6VI =N VP =V (6V i~ fp,
¢ —eAf=(e=eA)) V.3y =V (e — eAf) by,

deci

eVf —f~e—eAf.
q. e. d.

In sfirgit, aritim c% modulo proiectori centrali, proiectorii unei |
AW* - algebre sint comparabili.

Reamintim c#, pentru orice proiector ¢ al unei AW* - algebre M,
notidm infimul familiei

- {p|p € M proiector central, ¢ p}

Prin 2(e) gi il numim suportul central al lui e.

1.9. LEMA. Fie M o AW* - algebrd gi e, fe M proiectori.
Atunct urmdtoarele afirmaii sint echivalente :

(i) eMf+ {0}.
(i) 2(e)2(f) 5= 0. -

(iii) Ewistd proiectori nenuli ey, S € M, astfel incit
e>e~f <f.

Demonstrafie. Presupunem ci eM f confine un element nenul .
Fie « un secalar cu 0 < ¢ < ||z*z||. Conform lemegi I1.3.10., existd un
proiector f, € M care comutd cu z*z §i pentru care |

‘-- 3’*-"?f1 > “fn

r*a(l — f;) < «(1 — f,).

Cum a < || #*z]|, f, este nenul, §i cum 0 < «, a*af, are o inversé a > 0
in f,Mf,. Punem « — a?s*. Cum B

uu* = arrpal = a‘}m*wfla% = z*zfia = f,,

% este o izometrie parfiali, deci ¢, = u*u este un proiector, Evident,
& ~nh-
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Avem succesiv |

v = m,
evar* = cax*,
eutu = u*u,
' | | - €6, = €y,
deci ¢, < e. Analog, .
| af = w,

ax*zsf = ax*wz,

afyo*af = af,o*a,

f1f fn
. deql H < f. |
Astfel (i) unphcﬁ pe (m)
- - Presupunind pe (iii) (adevﬁ.raté’s avem z(e) > z(el) = 2( fl) < ~( f), |
~ deei z&)z(f) > 2(e)) £ 0. :
- n sﬂrslt, presupunem c% eM f {0} Fie 1:»1 eM pro1ectorul pentru

care
Lufy = wp,.
Cum.-'-(Mf)_ esfe un ideé.l drept,. in M ; péntru orice xe M existé.’ly_'e M | cu
| - P& = YP.
~ Astfel, pentru oric€ » € M, -

(1l — pli =0,
D% = D1%P;.

Rezulté. cé. Py este central gu, cum e € -'-( M f), édmé 6 < Piy avem
- . Z(e) <m
Prin urmare 'z(e.)Mf = _{,0}.." Fie acum.p, € M proiectorul pentru care
o GOMy —p M.
Atunci p, éste centré;l, gi, cum f < ?2, avem |
| | 2f) <P,
Rezultd o z(e) Mz(f) = {0}, deci

4o st fp==0,




164f'f |

e{f)Astfak(ii)i‘mmicﬁpﬁ(l)‘ N i &
o) qe. it e
7 1.10. LemX. Fie M o AW‘ialgebrd i o;]eﬂprmootori ortogonals.
: 'Atmm e:mtdunprmctoromtralp in M,pm#rucara o

01’<f1’: Lo
| | 6(1 p)>-f(1 p) | e
‘ .Domomtra;io Fi& ((e,, j;)). ez 0 f‘amxlia maximam de perechi de,
prolecton o
SRR - e‘:o‘t "'fl:ft'a —'0' ‘1": ‘519 ‘1%‘::
g iux | _5:;/’1 o , )0‘ Nﬁ (zf’ te’l’ > !

?=V%,ﬁ Vﬂ.rww«w-

RER E RN SR fi»

RS P \ 90~fo: 5
laf maﬁmahm famﬂiei ((m ﬁ)h ez 91 lama 1 9.s imphos

w ;~ *‘5’.}‘1;5‘;»'; ESRLIT Y R o

‘ Ooniorm corolam]m 1. 6.

P 4f rfn)

Y ep = enp + (e = eo)p == eop~fap <fp, ,
f(l -p) fo(I —-p) +(f—- foi (1-— p) ==fo(1 — p) ~

""%(1 P)<9(1 P)
qed

| 111 Tmomx deooma;-ag 7 M@AW‘ e&& 'M
| prmetbn Atun:n awk(td un M’c&nf p fn llf, pm(az qqge” o,j -

',f» “;

ap<f1’* ol
b e ea—- P} > L - p) |
Demonsiratie. Fie NS

g =6 — ¢ /\ ft

fe =f— e /\ f

Atunei ¢, A f, = 0, deci, conio_ teogemel_-%;.&,

o V fo —fo~ €.
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Cum e, V fo — f, 8i f, sint ortogonali, aplicind lema, 1.10, existd un proiector

central pin M cu
(¢ V fo — fo) 2 < fop,
(o Vfo~Ffo)(1—p)>f(1 — P).

Atunci
: &P ~ (& V fo — fo) p < fp,
deci .
¢p =6 D + (e A fip <fop + (e A flp = fp.
Analog, '

e(l — p) > f(1 — p).
q.e.d.

Materialul acestui paragraf este bine cunoscut. Ca referinfe indicim
tratatele [28] gi [4]. Demonstratia elegantd a teoremei 1.2. apartine lui
Lebow gi se gisegte in [30]. | |

§ 2. AXIOMELE REDUCTIBILE

In acest paragraf considerim nigte axiome pentru C* - algebre,
despre care aritim ci in diferite combinatii se pi#streazi prin treceri la
cituri. Astfel, in cadrul C*-algebrelor satisticind aceste axiome, vom
putea dezvolta reducerea din capitolul II, § 3. Acest paragraf poate fi
considerat §i ca o tratare axiomaticd a citurilor de AW* - algebre.

Fie 4 o O* - algebri. Axioma care urmeaz} a fost considerats $iin
capitolul II, § 5.

(8) (axioma spectrall) A are unitate gt oricare ar fi elementul auto- .

adjunct a € A gi numdrul real o , éxistd un proiector e € A, care comutd cu o
$t pentru care

ae > ae,' |
a(l —e) < «(1 —e).

Conform lemei II.3.10, orice 4 W* - algebri satisface pe (8).

2.1. LeMX. Fie A o C* - algebrd cu (S) giec A un proiector. Atunci
¢de satisfaceyde asemenea pe (S). ‘

Demonstratie. Evident, ede are unitate.

Fie a € ede un element autoadjunct gi « un numsr real. Alegem un

numdr real § > max (||a||, | «|) gi notdm

b=a+ Re

Atunci b este un element pozitiv in ede. Cum A satisface pe (), existd un
proiector f € A, care comut# cu b gi pentru care . '

of > (« + B)
b1 —f) < (a + B) (L — f).

4




f’ Rezulti ci f comuti cu b} deel R
' (e + B)f < bf ~ bk — eb*fb*e < ubne,

Iblf |
f<a+ﬂe
(1 —e)fl1 —-6) =0,
fl —ey= 0

f= - fo.

Astfel f este un prmeetor in eAe, comuté cu a $l

B B Y Py S S
‘a(e —f) = b(e —f) ﬁ(e -——f) < (o: -[-Q) (e -—-f) ﬂ(e« f) — a(e-——f)
| - q.e.d.

-; 2.2, OOROLAR Fw Ao O’*-algebrd‘. o% (S), a un elemént autoadymct |
n A g o>...> O numere. reale. Atunci. emstd prowctom ortogonala,

 €gy Cryesey Oy € A cu Z é -_-1 caré oomutdefu a gn pentm care .

aey > %160y
-‘ a181 > ael > Ggél, .

---------------

“»-1603—-1, > Mn—-l > “neﬂ-lr

d,,@,, > by .- 3

-

. 2.3.LEMX. Fie A o O*- algebrd cu (S) g8 J un zdeal bzlateral inchis
~ in A. Atunci S este anvelopa liniard inchisd a tuturor proiectorilor din .f

Demomtm;w Fie a un element pozitiv in .f e> 0 gl

o e = a,_>; >, ‘> oty > ¢»+-1 =0,
astfel tnett |
o ka e maw(a;—¢¢+1)<3-.
o 1,‘4‘ ‘

- Conferm corolarulm 2.2, exmtﬁ prmecton ortogonah eo, €1y o0y a€A CU

Z e, = 1, care comuta cu & §i pentru care
=0

ae, > %169y

%p—-16p-1. > aeﬁ-—l > Xnp—19

Uply > G, .
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Atuneci 4 S e
n-1 }

a —-2 %4163 2 (ae; — oy,,6,)
. < max ”a#; — “t’ﬂéi” < ,

i=0 o

<

L
o =i |
< max (e — o) <

1gign

| | < &, | 1
Pentra ¢ < — 1, elementul a, fiind invertibil in ¢de,, 6 c.f. Cum
¢ >0 este oarecare, a apartine anvelopei liniare inchise a proiectorilor
din s, BT Cen T | | |
_ Fie acum » un element autoadjunct in .#. Exist4 un proiector e
care comut#d cu » gi pentrncare-. - - T »

_we>.0,_\ .
: v ' m(l—-e)< 0.
- Astfel e e

. ‘w‘+-=woe.i-,f_,

7" =—all—-ees,

deci, conform primei pirti a demoﬁstré.tiei, @ apartine anvelopei liniare
inchise a proiectorilor din . ' e
‘ Cum orice ideal bilateral inchis intr-o 0* - algebry este autoadjunct,
cazul general se reduce la cazul autoadjunct. Lo R
- , b q.e.d. |

. 2.4. LML, Fie A o C*-algebrd cu (8), B o C*-algebrd, =: A - B
un_%-homomorfism surjectiv, e, fe 4 protectori 3t ve B o izometrie par-
Viald; astfel ineit R S R -
' 7 Vv*v < Tf(ﬂ), L

C* Sw(f).

Atunei extstd 0 izometrie parfiald u €A peniru care
Cwtu<e S

wr <, |

n(4) =0,

Demonstratie. Fie z e A, astfel 'incit _

n(m) = 0.

Notim
- y = fee.
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Cum y*y eede, conform lemei 2.1, existi un proiector ¢, < ¢ in A,
care comutd cu y*y i pentru care

1
y*ye, > Y %)

1
Y'Yl — ) < r (1 — ¢).

Fie a > 0 inversa lui y*ye, in ¢, de,. Notim

U = ya%.
Avem

uty = a%y*ya% = a%y*yela% = y*ye,a = 6 <.
Astfel u este o izometrie parfiald. Cum

uu* = yay* = foeaex*f < || x||?| allf,
rezults
uu* < f.
Cum v*v < =(e) si vo* < =(f),

m(y*y) = n(e) n(2*) n(f) n(x) n(e) =
= 7(6) v* n(f) v n(e) =
= 7(e) v*vv* n( 1) vo*v w(e) =
= v*oy*ov*y =

= p*yp,
Mai departe, cum e, comuts cu y*y si y*ye, > %el, deducem cld
(e;) comutd cu n(Y*y) = v*v i v*on(e) > ?la-n(‘el). ,Astfel |
v m(61) = v*vn(ey),
n(e) < v*v.
Analog, cum y*y(l — ¢,) < -g— (1 — ¢), deducem ci v*v(li — 1:\(81)) <
< %(1 — n(e;)), de unde

v*0(1 — n(ey)) = 0,

nn(e;) > v*o.
In concluzie, |
n(e;) = v*v.



R _ mAsmozswo - . - 1g

In sfirs 1t cum @& = ae, i ay*y = ¢, deducem n(a) = n(a) n(e,) =
= n(a) v*y = ‘n:(a) n(y*y) = n(e) = v*y, Astfel |

n(u) = n(y) n(ad) =
= () ©(@) =e) n(a)t =
. ___._, 7| f)‘-'vrit(a)v*'& —
= n(f) w*v = .
= mz*v =

=0.
qed

2.5.. 'COROLAR. Fie A o G* algebrd cu (S), B o C*- algebrd,
n:Ad > B Un » - homomorfism surgectw gt ec A, g €B prowctom, astfel
inmt .

9' < ﬂ(e)
Atunm existd un prowctor f € A. pe'ntm care

f<ﬂs
. Tr(Jf)—.q

Fie acum A o C*—a.lgebré cu unitate i Z 0 C*—subalgebré a
centrului lui 4, continind unitatea. Spunem c¥ A4 satisface teorema com-
parafiei modulo Z, daci pentru orice proiectori ¢, f € A existd un proiector

P €Z pentru care B

31" '<fpa
9(1 —'P) >f(1 — P).

In urmé.toa,rele trel Ieme presupunem cﬁ, A §1 Z sint ca mai sus, iar 4
satlsface pe (8) si teorema comparatiei modulp Z |

- 2.6, LEMA. Pentm orice a ed pozztw emstd ued umtar §i 2z eZ .
pozztw, erl mmt - : | |

'. 0<—;—a+——u"’au———z<— IIaH

Demonstm,tw Cum 4 satlsface pe (S), emsti un prmector e € A, care
comutd cu a §i pentm care |

- ae > ‘HaH e
, 2

H

HaH

a(l —e) < — (1—)
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Mai departe, cum A satisface teorema comparatxel modulo Z existd un
: vprmector P € Z, astfel incit

~ep < (1 — o) p,
8(1 —P)>(1 -1 —p)
Fie v, w € A izometrii parfiale verificind relatiile
v*v = ep,
oot < (1 — ée)p,
wrw = (1 —¢) (1l — p),

; ww* < e(l — ),
Notdim

=0—4+v* 4w+ w*+(1—ov* — ow* — wrw — ww*),

Se verificd ugor ci u este unitar.

Avem
ap =aep + a(l —e) p <
<tlafiep +12L 1 — )5 =
=l aj|v*o 4 — ” I vo* - ”a“ —— (1 — e) p — vv*).
De aici P

(u*au) p <|la|v*v + “2” 'v*v+ Hall ((1 — e)p — v*v), .

deci
| (.%a+%u*au)p< 3|I4all — II;II 1 - 6)?‘+_ll_‘;¢gl_l_w* <
3 3”“” 8p+ H H (1 —e)p + ll || 18 _ o) p =
_ 3I|“H P

4
Pe de alty parte, '
a(l — p) > ae(1 — p) >

>—”—;Ee(1 —p) =

|all oy
s ww* | .2 (e(1 — p) — ww*),
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de unde | _
(w* a1l —p) > 2” oo 4 ol ” (e(L — p) — wis®).
Astfel

1,.1,. Noll oy 4. 18I gy gy DL e g
(2a+2uau)( — p) > — w*w 4 2 3(1 P) — w_w>

Ilall ﬂg_l_i_e(
4

el —p) — 1—p)=

el gy — p)+ﬂ-;.—”

—
—

lall ,, .
1 (L — p).

Punem

_ lla
4

Se vede ugor ci

1 1 - 8
0 —a+ —u*au —z2 < — |lal].
5 +2 4II I

qed

2. 7. LEMX. Pentru orice a c A pozitiv gi orice > 0 extstd un element]
a, in cm'velopa convexd a mulfimii

{u*au| u € A unitar}
$t un element pozitiv 2, € Z, astfel ‘incit
0 < a, — 2, < €.

D&monstm,tw Aphcind succesiv lema 2. 6, existd un gir ul, Ugy + .. dO
elemente unitare in A gi un gir de elemente pozitive z,, 2,, . ... in Z, astfel
ineit, notind | . | i

1 1,
10 2 "}"2..1 19 |

1 1
Ay = '2— a, + E’“:H“n“nu, n =1,

avem

0<a, —2z, < ( )Hal], n>1.
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¥ Cum elementele a, aparfin anvelopei convexe a mulfimii
{u*au | u e A unitar},

iy

§ dacs alegem un n, cn

| "jgl notani a B,y z, = Zs,, atunci elementele a,, 2, satisfac conditiile
L q. e. d,, |
2.8. LEMA Pmtm orice z € A pc orwe (3 >0 existd un element Xy

| in anvelopa converd & mulfimii

: {u*m& jwe A umtar}
| m un el‘emem! z¢ eZ astfel iawii

= 5 — 2l < e

- Domomtra;w Notdm prin 4’1 mult.unea. tuturor elementelor unitare
ale lui 4, iar prin # multimesa tuturor tunctnlor pozitive cu suport finit

@ pa %; pentm care Y. o(u) = 1. Fle pentru once qaesi' §i orice ye 4
3 BEO ‘

9 oY = Z cp(u)'u’!yu

UEW
Scnem pe z sub forma

r ) -
P-v{‘?“' ¢

w=”—wz+1w3—lw4: By, gy By Ty > 0.

Aphcind succesiv lema 2.7, emté. cpl,,cp,, <p,, cp,,Ef 3] zl, Zay 23y 24 € Z,
astfel ineit o |

: S
Il 202 — 4]l <-2- |
s (e10m) — 20ll <

| | o,
Il 3 © (@3 o (1 0 #5)) — 7| <-Z.

1 Pa o (@ © (92 © (930 @) — 2l <

;thlm
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Punind
Ly = @4 ° (P50 (9g° (@, ° @)))
.’ | | |
7, =2 — 23 + 7y — Iz

se vede ugor cid elementele x, §i z, satisfac Ic'ondjtiile Iem et.
| q. e. d.

2.9. TEOREMX. Fie A o O*- algebrd cu (8) gi Z o C*- subalgebr
a centrului lui A, continind unitatea, astfel incit A satisface teorema compara
tiet modulo Z. Atunci -

1) Z este centrul lui A;
2) Z satisface pe (8); - o
3) Pentru orice x € A intersectia X (x) a anvelopei convexe inchise a

mulfimii {u*zu | v € A unitar} cu Z este o parte Z — convexd inchisd nevidd
a lui -

Demonstm,tie. Incepem cu demonstratia punctului 2). .
 Fie z € Z autoadjunct §i « un numir real. Cum A satisface pe (9),
existd un proiector e 4 cu - |

%6 > ae,
(1 —e) < afl — é),

§i, cum A satisface teorema comparatiei modulo Z, existii un proiector:
P € Z, pentru care

,(1—8) p'<8p, .
(1 —¢ (1 —p)>el—p),
Fie v, w € A izometrii part{iale, astfel incit
v*v = (1 — e)p,

]

¥ < ep,
whp = e(l —p),

ww* < (1 —e) (1 — p).
Cum z¢ > a ¢, avem | |
vv*(2ze)vv* > vv*(ae) vo¥,
200* > avv¥,
v*(2v0* ) > v¥*(avv*) 0,

2v*y > av¥y,

»LL L1

23\ 2\ 20
~\ L v V.\J. !7[1.7-
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Pe de alté parte, cum z(l — e) < a:(l — e), avem
T z(l——e)p<a(1-e)p
Astfel , i S S
s e ,z(;;j—'j-_'q)p ,-'-—[.o.:(i‘—ne-)'z'u S
=+l —o)p > aep + a(i —0)p =ap.
:-;,_ A_nalog, cum z(l —_ e) < afl — e), rezulti
zww* < a:'ww*

B ge(l”-‘—‘ p) < xe(l — p).
- Deoarece 26 > ae, i inegalitdtea. reciproci este adevirati, deci -
) Astfel | S ‘
z(l-p)—ze(l——*]?)-l-z(l“@) (1——p)<ac(1—p)+

+ %1 — - ¢) ® ——p) a(lr p).

-5 A _ ‘ AN 1

Demonstré.m acum punctul 3) - |

. Fieu, Fii notafis. ¢ oy, ¢ € #, ye€4dca in demonstratla. Iemel 2.8.
- Conform lemei 2.8, pentru orice e 4 existd un §if @4, 5. .. de functli din &
- giun glr zl, z, dg eleménte dm Z’, astfel Incit, punind . |

= P1° a}, -t
‘ ,'-’l’;+17—‘-\?b+.1°‘”n ”>1

| o Ilwm'—zll <2— >l
""Pentru orwen:al | SN

| @ysy — ..u. SNopr—all + lla—a, || =
“%u ?n+.;l°z “ + ”zn— n” <

<22, —all <
< 2%




| Pnn urmare, glrul (,) converge, decl su'ul (z,.) converge de asemenesa 517
cele dould giruri au aceeagi limit& #z € Z. Cum fiecare @, este in anvelopa
convexy a multxmn {u*wu |ue 4'1} y deducem cd 2z e " 4 (a:) Astfel X" (x) este
- nevid#.
Cum Z satisface pe (S) §i (@) este convexi& 51 inchlsé aphcind teore— i
ma IL.5. 1, se aratd ugor cd X (v) este Z - convexi.
 In sﬁrqxt;, fie # un element central al lui 4. Atuncl anvelopa convexﬁ. :
inchisd & mul 1mn u* 2u [ u € 6?:} {m} se reduce la 2. Conform punctulm
3), {a:} n Z ecl @ €Z e po
' q.e. d

- Teorema 2.9 ]ustlﬁci conuderarea urmétoarex axiome pentm

o C*-algebrd A:
(C) (a-xmma. compa.rat.lel) A are umtate g1, oricare ar fz prozectorn

é f €4, emsm un prmector central p in A, pe'ntru care

' ep<fp, S
6(1 —p) >-f(1 —p)

Conform teoremex 1. 11 ‘orice AW* algebré satlsfa.ce pe (0)

© 9.10. COROLAR. FwA oC*- algebrd cu (8), (0), Zcentrullui Agiec A
un protecior. Atunci centrul lui eAe este Ze. -

Demonstrapie. Conform lemei 2.1, ede satisface pe (S) $i, ewdent, ede
satisface teorema comparat.lex modulo Ze. Apheind teorema. 2.9., Ze este
centrul lui eAe. ;

2.11. COROLAR er Ao 0*-algebrd ou (S),(O‘),Z centrul lm A Bo
C*-algebrd gi m: A >~ Bun * homomorfzsm sumeetw Atunm centrul lm B
este ©Z. .,

Demonstra;w. vadent B satlsface pe (8 ) Folosmd corolarul 2.5, se
vede ugor ci B satisface teorema compa,ratnel modulo = Z. Apheind teorema
2.9, rezultd ci = Z este centml lm B.

q.e.d.

Nurmm o*- faetor [:% G*-a]gebrﬁ cu umtate, centrul cirela se reduce
la multiplii scalari ai unit#fii.

2.12. TEOREMX, Fie A un C¥*-faclor ou (S), (C). Atunci mulfimea
tuturor idealeloy bdatemle mchese alo lm A este total ordonatd prm nelu-
ziune.

Demonstra;w Fle I Ie Ldeale bllaterale inclnse ale lui 4. Presupunem -T
¢4 S, nu este inclus in ;. Conform leme1 2. 3 existd un proiector ¢ ef ;
care nu este in #,. -

- Fie fe s, un pr(nector Cum A satisface pe (0) §i singurii prmectom ,
centrali in A4 sint 0 §i 1, avem ori '

e < f,
ori

e>-f.
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In pmmul caz existd o zzometne part.lali ve A cu

%y = 0y

i | w* L f.
¥ Astfel .« | |
| S e=voesy,

§ coea. ceine- contrazlce - o
Prin urmare ¢ > f. Fle we A 0 mometne part,la.lﬁ cu N

Atunci
[ = w*ew € 4.
| In concluzie, orice prmector din 7, apartine lui .#,, dei, aphcmd din
§ nou lema 2.3, Sy C S | -

g.e.d.

2.13. COROLAR. Fie A un G* factor % (S), (O') Atunci A are un
gingur ideal bilateral maximal, egal cu

{slwed, H(a*a) = o
Demonstraﬁe Existenta unui smgur'u/lea.l bilateral maximal este o
consecin{i imediatd a teoremei2.12. Fie Midealul bilateral maximal al lm A,
Dac, ,, 7, € A, Ji”(:v1 7,) = X (a22,) = {0}, cum

(a:1 + 2, )* (w1+w,) < 2o, + 2w*a72,

g0 venflcé usor ch o ((2y+2,)* (w1+w,)) {0}. Dacl reA, x (x*x)= {0},
giued este uqxtar, atunci

A ((um)* ux) = x(w*m) {0},

| J(((mu)*zi:u) = A (u*a:*wu) .x’(w*:c) {0}

Cum oFice element al Iui 4 este o eombma‘ple hmarﬁ de elemente unitare,
rezultd o mulfimea

(ol o e 4, (") = (0)}

este un ideal bilateral. Necontinind pe 1, ea este inclus3 in M.
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Reciprod;-?' dacid o e M atunci ‘anvélopa convexd inchist & 1
{u*a*ru| we A unitar} este confinutd in M, deci H(s*z) WM. C
singurul multiplu scalar al unit#fii, continut in M, este 0, deducem

Folosind C*-reducerea, vom extinde corolarul 2.13 la cazul global
Lema 2.3 ne sugereazd s ciutim o descriere a idealelor bilatera]
inchise in texrmeni de proiectori. In acest scop ddm urmiitoarea definitie
- Fie A o C*-algebr. Numim p-ideal al lui 4 o familie # de pro
iectori din A, care satisfac condifiile: R ‘
o 1) Dacd ee 2 i f € A este un proiector cu f < e, atunci f ¢ 2,
2) Dacd e, fe 2, atunci existd ge 2 cu ¢, f<ag. |
2.14. LEMA. Fie A o C*-algebrd cu unitate §t P un p-ideal in A. Atune
- orice proiector din idealul bilateral inchis generat de P aparjine lui P,
| - Demonstragie. Notdm S o

S = (| ve A, existh fe ? cu © = af).

Dacs x,, 2 €S §i fi,feP, ?, = @ §,, Ty = @, f>y a.tunci existd fe® ¢
fisJo <[ Cum @4 2, = (@, + ,)f, rezults &, 4+ xS, Pe de altd parte
- Hiezes g ueAd unitar. Dacl fe P, o = zf, atunci

ux = (uz)f,

deci ux e 4. Notind g = w*fu, cum g~ [, deducem ge 2, Cum

oU == gfu = suurfu = (au)g, -

teral generat de 2, o . |
Fie ¢ un proiector in inchiderea lui .#. Atunci exist3 un gir (@,) in 4|
care converge citre ¢. incepind de un rang ex,z,e este invertibil in eAe, deci
¢ € #. Din definitia lui # rezultd ci eec 2.’ | | 1
. , | o ' I q.e.d.
¢onsiderdm acum urmitoarea axiom# pentru o (C*-algebri A :
(0) (axioma ortogonalizirii). Pentru orice protectort ey; e, A exisid
proiectori ortogonali f,, fy € A, astfel incit f, < e, f, < ey 81 €, €3 < f; + f5.
Dacd A este 0 AW*-algebrd, conform teoremei 1.8, (O) este satisficutidg
cufy=e, fr=6Ve, —e. N | .
2.15. TEOREMA. Fie A o C*-algebrd cu (8), (0). Notim pentru orice
ideal bilateral inchis S C A prin 2, mulfimea tuturor proiectorilor din 2,
tar peniru orice p-ideal # C A prin S, anvelopa liniard inchisd a lui 2.
Atunci aplicaiile | ‘ |

JH?,
gl‘"’fy
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| stabilesc o eoresponden;d biunivocd intre idealele bilaterale ‘i‘n'qh'irse‘ ale lui A
" gt p-tdealele lui A. =~ L Lo !
Demonsiratie. Fie # un ideal bilateral inchis al lni 4. Dacs e e #, gi
 f < ¢, atunci exist4 o izometrie partiali ve d cu | | o

o*o ﬂf
| ot <o

- Astfel o
 f=o%wves.

Dacit o, fe #,, conform (0) existd proiectori ortogonali g,, g, € 4, astfel
incit gy < 6, gy < fsi e f < g + g5 Conform celor de mai sus, g,, g, € #,,
~deci gy + g3 € P,. Astfel 2, este un p-ideal. o R
: - De asemenea, dac# # este un p-ideal al lni A, conform lemelor 2.14
- §i 2.3, idealul bilateral inchis generat de # coincide cu J,. Astfel 5, este
~ un ideal bilateral inchis. = T o |
In sfirgit, folosind lemele 2.3 §i 2.14, se verifics ugor c
I, =S,
P Iy = P ..
| | | IR q.e.d.
In unele aplicatii prezintd interes §i axioma urméitoare :
(E). (axioma echivalentei) Dacd e, fed sint proieciori asifel incit

e<fgie>f,atuncie~ f. | .
- Conform teoremei 1.2, A W*-algebrdle satisfac pe (E).

| 2.16. TeoREMA (de comnservare a axiomelor). Fie A, B C*-algebre,
- e€ A un proiector i m: A — B un *-homomorfism surjectiv.

(i) Dacd A satisface una din combinatiile de aziome

(8);

(C); |
(8), (0);
(B);

L

atunei gi ede o satisface. SR
ii) Dacd A satisface una din combinatiile de axiome
(8);
(8), (0);
(8), (0);
(8), (€), (B);
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atunci gi. B o satisface. " | IR
| Demonstrajie. (i) Cazul lui (8) rezulté dm lema 21, iar cazurlle (0) i
yi (E) sint triviale.

Presupunem acum ci A satisface axmmele (S), (0). Cum eAe sabis--
face pe (S8), rimine de ardtat ci satisface si pe (0).

Fie e,, ¢, A proiectori, ¢,, ¢, < . Cum A satisface pe (0), exmté
proiectori ortogonali f,, fye A, astfel incit f, < ey, fa < €3 §i ey, < fi+f3
Cum eAe satisface pe (S), exmti un prmector g €d, g <e care comutd
cu e(fi+f;) e §i pentru care |

“h +fz)09>%9: : ‘ |

e(fl +fa) 9(1 - 9) < "“(1 "‘g)

In sfirsit, cum gAg satlsface pe (8), emstﬁ un. promctor g1 eA, g < g,
care comutd cu gf,g §i pentm care

%m>zw

afig(l — g) < —i—- (1 — gy).

Notdm g, = g — ¢,. Eviden_t, N si g, sint proiectori ortogonali in ede.
Cum ¢, fig, > -i— 9 B /19, are o inversd a;, > 0 in ¢,Ag,. Punind
: | | i | | o

v = figai,
N = a? gxfl..%a;} == b

‘ Astfel ’01 este 0 1zometrle partiali. Cum

| | vl = f191a191f1 <oy ||f1y

deducez‘gi |

- oy < h-

Prin urmare |

| h<ﬁ<%k,

Pe de altd parte, deoa.reee

mﬁ+My>%m

1
7219z + Qafzga > "2—92'




e

¥

N TR i
RS

.1
92193 < ';“92:

- deducem

921292 > ‘Z.‘Iz-

' Rationind ca mai sus, rezult}
L R i<

In sfirgit, avem
elf + fz) el — g) < (1 —g)

ee(f + fa) (1 — 9)31 < % 31(1 "‘ 9) 317

1
e(l —g)e < ?): e(l — g) ey

e6il —g)e = 0,

1—g)e ""'0’
i

| , <g= 91 + 9,
. Analog,

€y < O T s

i (ii) Cazul (8) este tr1v1a,1 iar cazurlle (S), (C) 31 (S), (0) ge tra.tea.zé
- ugor, folosind ecqrolarul 2.5. i

, Presupunem acum ci A Esatlsfacev axiomele (S), (0), (E) Cum B
- satisface pe (8) , (), rimine de ariitat ci satisface §i pe (B

Fie g, k € B proiectori, astfel incit g <h < g Atunei exmtﬁ prmec- ,
- tori go,h,,e B, astfel incit - |

g 0 < hy < g~ gy
ho ~ h- h
Conform corolarului 2.5, existd un proiector ¢ € 4, pentru care

n(e) = gq.




Aplfcind 1ema 2.4, eiista d izometﬁe pérfi#la ve A; astfel incit
v*o: < e |
vo* < 6
%r(#*,v) =g,
R{10%) = g o
Cum 4 satisface pe (C), eﬁsti un p__roieétor éentral peA, pe'n_tru cére
| (e — v*0lp < (o — wo*)p, |
(6 —v*0) (1 —P>(e —-W")(l — D)
Fie we A o izometrie pa.rtlalé astfel incit |
. whe = (6 — v*0)p,
ufw*‘ < (e — w‘y)p.
Notam | _ ,
u=vp +w + 6(1 — p).
Se verificd ugor ci | | |
| ' utu = e,

uu* < e,

Fie ¢, = z'm*.
Egalitatea

n{1w0)*n(w) = r(s*w0) = (r(e) — w(*0)) n(p) = 0
implics - RS
| v e w(w) = 0.
Pe de a.lti parte, cum e
(e — v*v)(l —p) > (6 — 'v'v*) (1 - p),
avem ) | |
(n(e) — m(v*v)) (1 — n(p)) > (n(e) — T(v0¥)) (1 — =(p)),

0> (g — go) (1 — ={p)),

(9 — 90) (1 — =(p)) = 0,
9(1 — =(p)) = go( 1 — n(p)).
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flé tip III.care nu.este, W*-factor. LOon]actu.rﬁm cé, orice AW"'
emmni »:3l odirei centru, este Wﬂa{gabrﬁ} oste; W*-algebrs. .
Qorolaral 2.5:a fost: demonsﬁritﬁn cazub A 4 Wr-algebri de- anht in
51] Lems 2.4 apare incazq};AW aigebr

eb ln cazulA 0*-a.l brﬁ.
Rickart (_pegtrm orice:x.¢ 4 : Q&nﬂ&},&m _ " i




1066 . LASZLO ZSIDO | 3

manuscris nepublicat al lm S, Teleman. Remarcim ci demonstra’pla In
8. Teleman este in esen{# aceeasi cu a noastri. ._

Afirmatia 3) din teorema 2.9 in cazul W*-algebrelor apartine lu
Dixmier gi este expusi de exemplu in [8]. Demonstratia noastrd este aproa
pe identicd cu cea a lui Dixmier. Remarcim cé intr-un cadru apropia
de al nostru, acest rezultat este expus in [15].

Pentru teorema 2.12 in cazul A W*-factorilor trimitem la [41] gi
[562], iar pentru aceeasgi teorem# in cazul- C*-factorilor, care sint cituri
de W*-algebre, citim pe [1]. Corolarul 2.13 este mspu'at din [8], Chap.§
III, § 5, ex. 3. |

In AW*-algebre p-idealele au fost introduse §i teorema 2. 15 a fos
demonstraté, de Wright in [61]. Definitia noastrid este ugor modificat
fatd de cea a lui Wright. In legiturd cu p-ideale mai citdm [53] §i capitolu

§ 3. C‘-REDUCEREA SI AXIOMA CENTRALA

"Fie A o C*-algebrdi, astfel incit centrul sfu Z are unitate, gi Q
spatiul idealelor maximale ale lui Z. Reamintim c#, pentru orice ¢ € Q
notdm prin [¢] idealul inchis al lui A, genera.t de ¢, prin A4, G’* -algebra cf
Al §i prin o, imaginea lui » € 4 in 4, '

3.1.. TEoREMA (de C* — reducere generald)., Fie A o C’*-algebrd
astfel incit centrul sdu Z satisface pe (8), Q spapiul idealelor maximale al
lui Z gt xe A. Atunct |

1) aplicatia &+ || x| este supemor semicontinud &

2) @]l = sup fa.

Demonstm;w 1) este tocmai afirmatia lemei II. 3.1. 1
Aratém acum e3 ) [t] = {0, rationind analog ca in cazul demonstra-
te ]

fiei lemei I1.3.11.
Fieaen [t]sie >0.
ten

Pentru orice £, ¢ Q existd zl, veuey Zg €L 41 Ay ..., a, € A, astfe
ineit S | !

a — Z"z',ia.i
~ f=1

Multimea ‘ | |
vo={iten, Ja < —*

‘ | o n |l a ||
este 0 vecinitate deschisd a lui i, Fie f, o functie continui pe Q,
0 < fo < 1, care ia valoarea 1 in ¢, gi se anuleazi in afara lui ¥V,. Cum Z,
sa,tlsface pe (8), existd un proiector p, € Z cu ;

.1<i<4

fopo — Do |

b | =
.

o1 — po) < — Do)-

wlb-*
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Atuncl Py este’ functla caracteriatlcﬁ. a unei vecmitﬁti deschme gi; :i'_nch_i‘se
- g lui'yy inelusi in ¥,. Astfel pentru orice § e

k.

llpoz;m I < “Pu za IL I a| S
< sup |5 (t)l ladl S
ev, - T T

on

Fipmy

Izl < Pes — Z ma. u + '! 5 ppzm I - <

"

<|ea —421 z0 | "l"‘zl lpozlal" <
g 2e. | |

Folosmd compacltatea lm ﬂ exlsté. prmecton ortogonah p1 . p,ez,
Z p; =1, astfel ineit pentru orice j. TR

L

lpal] < 2 e.

" Prin urmare ' - -

S
ol = max'pal < 2e.

. Cum &> 0 este arbitrar, [la]l = 0, deci a = 0. Astfel n [t] = {0}.

Definim * — homomortismul n: 4 — = A, prm

- ten

‘. 7 (®) = (Bhea.

: Cum nﬂ [t] = {0}, = este injectiv', deci este o izometrie. Astfel pentru
R ie . . o .

——-——ft)—-Pm

orice re A

|l = sup | . |
teq |

_ o q.e.d.

Teorema wurmitoare ne furnizeaz} eriterii pentru . ca aplicatiile

¢t — |2,] s& fie continue.

3.2. TEoREMX (de C’*-redupere contmui) Fw A 0 0* ngebrd
asifel inoit centrul sdu Z este AW*-algebrd s Q spagiul idealelor maximale
ale lui Z. Atunci urmdtoarele afzrma;u smt echwalfmte
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'(ii)k A, congiderat ca _Z-modul are v'proprietatecl‘l_de dualitate. _
(iii) Dacd x € A gi ewistd o familie (p.).e; de proiectori ortogonali cu
suprem 1 in Z, astfel incit o

atunci

Demonstrajie. Conform teoremelor 3.1. §i I1.3.6., (i) implicd pe (ii).
Folosind corolarul I1.3.7., se vede ugor ci (ii) implicd pe (i). Rimine si
ardtdm c (iii) implicd pe (i). | |

Presupunem deci ¢ (iii) este adeviiratd.

Tie a € A pozitiv, ¢, € Q§i ¢ > 0. Conform teoremei 3.1, aplicatia
t — ||a,|| este superior semicontinu#, deci multimea - -

U={tlteQ, lal<lal— <

este déschisﬁ.. -

Presupunem c# ¢, apartine inchiderii U a lui U. Considerim o familie
maximald (V,) de péirti deschise, inchise, disjuncte ale lui Q, incluse in U.
Notidm prin p, functia caracteristics a lui ¥, . Atunci p, =/ p, este functia

caracteristicd a lui U. Conform teoremei 3.1, pentru orice v

lap.|| = sup ||l&ll <|la,ll — &,
tev, |
deci ‘ . ;

ap. < ”a‘o ” — &

| (llay ) — € — a)~p, = 0.
Folosind (iii), deducem .

(gl — & —a)"Po =0,

\-
(lasll — e — a)pe 2 0,
aPo g ”a"o " - é- :
Cum {, € U, rezultd |
llall < llall — e

ceea ce este absurd.
Astfel t, apartine complementarei ¥, a lui U in Q.
Deoarece ¢ — || ;|| este superior semicontinus.

Vo={t1tcQ, llal<la,l+ e}
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otind. ¥, =¥, 1) Vg V. este a,veem%
&, i ia Emmrm mﬁmnm ULV RSt AP E

wa.u TS Mﬂﬁ ﬂaf.u + ..

Ix;{{_concluzie, aphcatlat—:»lla:haem‘% Bt
sﬁi‘git ‘dach ze 4 esta aarecara, folos nd aflrmat.ia precedent5

A a ¢ o] Lo (b, ﬂ esta»gb tjmm LU0 e
fel afirmatia (i) este adevirats.’

b4

sippant ot (3 (o124, ..':-:;.i;s'y;fr ER T GECT IR PR q; a.dyonils

SR £3 I h;uf ‘
 Bie. ;.4&9& 8 centrul, sBrein, oster, 0 ;A W-alaobri 7.
T ivmidt
onsiaer: )fm?;l;’m g‘h&;}ja ,.‘:I Kﬁafh it uuf*a;io—- »
e %M& ﬁl&lﬁ shER amaire G‘W“toﬂw go-
%ﬁ"'ﬁ&“ﬁﬁ"‘&”ﬂ ﬁ? hw Tyt - iwﬂsfv;»* R e R R Lo ¢ MRS

u& ;E;amamn Wi ie heiin w EAP‘, ‘ E-l'} "‘-W_* B O *-""":"-“'“*\f‘f b

R -
P T

i, 1 .
1y v - . “y
RS S Lo

S .

2 s&&?';uwlu < + OO,

-{‘gzv Lﬁt@%@sgﬁ L ! * ra Hys ;iﬁmg 5 i ,j;*‘;;‘ng S R T
e Lioavlin "f; ,i—'n R Ty R vy

wpc= ") 'I-GI. ' -

| Gontarm teoregpei 3.2, axxoma (Z)‘este echxvalenti cu faptul cd 4, consi-
Eag liplm §i pro rietatea de duahtate.

Q ;éﬁ*fﬁi ;gug;{i {mrg Z‘?fo : ~:{uz’;}'r-f:¥% W.‘ bﬁ

Fio 4 #i Z co mai sus gi présupunem of A satisface axmma (Z)

S Da-e& (p;). er.e8te0 faxm]ui de promctori ortogonalkin Z, P este supre-
mnt Qj, Zgige. . . . .

(5 fﬁ Ru{f«n ilﬂu m’a; sEITY i t“ “" Ei., f IL__, g 5 SR TITR e I ‘;.,;-:;_‘,‘,,,«'_{,

ARTE DR 'xtg.L
» T

;ﬁﬁagf q ,udu‘ J‘f& - 1 :u“ qn Bﬂﬁ ﬁfg l? ,(3 4‘ w ‘g h.tﬁ

31 -«) E
*,f‘}?ﬂ%i | ;‘».‘; = SO e wi ( e
It TN

E‘i P s 4r o
?:‘ 7;." 5! ‘?s';-i‘_ : ]

TP, ?wtﬁ?s KEL

“’Po = &.
R ﬁf”‘

; S {',«,-' Fasei s I £ T d . ;lk& S ST L T O P S S T o

,&&;‘ D} & "_”’i SN %i‘f i ¥ Ve } Hert H{{’ n\ “}* 3 filga E L3
acd o este un eIeme,n aﬁ i »- atynei, o orm teo emeu 2 i

L 0 e g hop o
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esté: desclns& Notﬁ.m functia caractenstlcis 3 inclnderh Tui Q(x) prin 2(2)
gi 0 numim suportul central al lui . z(m) este infimul in Z al mulfimii .

{p | peZ prmector, op = w}-.
Dacé R A este un prmector, cum
Q(e) = {tl ¢ Eﬁ; II6¢H>0} = {tlt GQ, el = 1},

deducem cit L2(e) este deschis# si inc]nsi Astfel z(c) este hmctla caracte-
risticd & Tai’ (e).
- Remiircim cﬁ ~pentru orice prmector 6¢€ A aphcatla 2 :—» 26 este un

»+ — izomorfism al lm Zz(e) pe Ze.

‘Tiria axiomei centrale este ilustratd de teorema urm&toare

3.3. TEOREMX. Fie A o C*-algebrd, asifel incit cenirul "sdu Z este’
AW*-algebrd gi A satisface pe (8S), (Z), Q 8pa;ml zdealelor maximale ale
- lus Z, o,f, eAprmectorzgz 'cAq.
Dacd

e~ fiy tel,

atunci emstd 0 parte deschisd gi inchisd VO T a lui Q, astfel ‘fmnt, notind
prin p funcjia caracteristicd a lus V,

ep ~ fp.

Demondtratie. Fie (V. )er 0 fa,mllle ma,xxma,li de p&rm deschlse,,
inchise, dlS]uncte ale lui Q, astlel incit, notind prm P, functla cara.ctenstlcé
a lmi V, , Ny -

~fp., el A

Not#m prin V inchiderea lui U V., iar prin p functla ca,ractenstlcﬁ alui V.

Presupunem ol existi to e I‘\V Conform lemei 2. 4, exist# o izometrie
partiald v, € 4, astfel incit

\ 173', Vy < & SETE T I AT

Do v <, |
, (’U: vO)‘o = 8:. ?
(”o 'D:)c‘_ = f‘o .

Cum A satisface pe (Z), aplicind teorema 3.2, existd o vecmﬁtate deschlsﬁ
gi inchis®d V,y a lui ¢, 'V, (MY V = @, astfel ineit "

e — (v8 vo)ill < 1 > |Ifi — (9 o )illy, t€V,.
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: 0“ Ly (Oq vu)‘ Ql .f‘ (Uﬂ 90.)‘ ﬁlnd pl‘OlOOtOl'f,

Taes

i " °t (”o 1’0)& " =5 " fl (”o” )c " == 0’ te Vo

Notind prm p, functm caraetenstlci a Ini V}, gl a.phcind teoremar 3 1

w f v., vg pﬁ = apg,

B : ?u""q.pa. =fpo: :
~deci s :
o"‘fPo’ -

ln contradxctie cu maxlmahtatear famxhei (V)‘g. Sy
| Astfel; I‘ c: V‘ Dac& m eApc sint wometrh pamale cu

v"'v —OP‘, .
| , v‘”‘ _fpir T
atunci, notind v=2 v., avem R
| = 'D*‘!}:ep;

. | ERR q e.d,

Ca o urmare a teoremex 3. 3, remarcim cﬁ; daci {t l t € Q, 4, satlsface
pe (X))} este denss in Q, atunci 4 satisface pe (HY. - ,
-+ Fie S un ideal bﬂa.teral inchis allui A. Atuneci 1magmea.f, & lui J in
4, este un ideal bilateral inchis al lui 4. Oonslderind pe A4/sca Z-modul,
~ definim (A4/5); ca in capitolul IT, § 3. Notém prin ¥, imagines lui xed in;,, ..
- A[S, prin (,); imaginéa lui w,in (A[J); qi prm w,, lmagmea Tui P in A,/J, |
Se venﬁcﬁ uqot cﬁ, pentm ori L

"(%)t [ = " ﬂ’.n"

E ':Tebrez'néle urmﬁtoare extind teoremele 3.1. Si 3.2, iar - demonstra-
tule lor sint similare.

3.4. TEOREMX (reiatlvlzati de 0*-redncere generalﬁ) Fia A o
O*-algebrd, astfel incit centrul sdu Z satisface pe (8), Q spafiul idealelor
mawsmale ale lui Z, 5 un ideal bz“lateratallmAgzweA Atunci ,

1) aplicatia t — || o, este supmor semicontinud gi

2) losll = sup || a4 |
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3.5, Twommmi (relativizath de 0% — reducere continus). Fie 4 o 0%
algebrd, astfel incit centrul sdu Z - este AW*-algebrd, 2 spajiul idealelor
mazimale ale Wi Z gi S un ideal bilateral inchia al lui A. Atunoi urmdloarele
afirmapii sint echivalente: -~ e
| (i). Pentru orice. @ € A aplicafia.t —> || @,,|| este continud, .
(ii) A[F, considerat ca Z-modul, are proprietatea de dualitate. :
(ili) Dacd @ e A gi existd o familia (. )ier de proiectori ortogonali cu
suprem 1 in Z; astfel incit - - | G |
|  wpi e s, el
atunci o
Fie A o C(*-algebr#, centrul cireia Z este o AW?*-algebr §i care
satisface pe(Z). Spunem c3 un ideal bilateral inchis # al lui A are proprie-
tatea lipirii centrale; dac# pentru. orice familie (p:)er de proiectori orto-
gonali in Z gi orice L CE e |
-  gesp, el

| Ceup gl < ooy
avem .
| Lhes

I.'E_I .

" Ou alte cuvinte, .# are proprietatea lipirii centrale dac#, considerat ca Z-
modul, are proprietatea lipirii. :

3.6. TEOREMX. Fie A o C*-algebrd, asifel incit centrul sdu Z este
AW* — algebrd gi A satisface pe (Z), <} spapiul idealelor mazimale ale lui Z,
F C A un ideal bildteral inchis cu proprietatea lipirii centrale, e € A un pro-
ijector gt T CQ. Dacd. . - | 1

: R e eSfy, tely,
atunci existd o parte desohisd gi tnchisd V D T & lui Q, astfel inoft, notind
. prin p funcfia caracteristicd & lui V, i

y |
epeSs.

Demonstratie. Fie (V.).ex 0 familie maximals de parfi deschise,
inoihiseﬁ disjuncte ale lui £, astfel ineit, notind prin p. functia caracteristicd
& Ui vy C .. . - I - t )~-. V
. ~ ep eS, v eI,

Notim prin V inchiderea lni \ V., iar prin p functia caracteristics a Iui V.

: el ‘ ‘ ' o

Presupunem c# existd ¢, € '\ V. Cum

lles, || =0,




BB N B X R “ g Caraly
WALE WOAMLGEBHELOR. T . 'fgd3
¢ — e

& \ teoren Mn&egl ﬁs’}; existi o, vecinktate: dmhisﬁf 3 hicmm VT 4,
129 5-:: ’ (R A

lrm ”<1r tve

\: 'zr‘*’

”O,. "—' 0 tGVg.

' : SR L N O MY D L i)
tﬁﬁxprin p., functla caractemmcé a Ini Vo, Oontéi'm teoremei 3. 4
H(OPoMBF‘-« ﬂ? H#’J, l—- 0,

ek d g

(ePo)y = ()L e

4?¢_§a'_.‘:§‘[ ) ‘,‘ i B
’ 'f,,.a RPN "'t ‘4{ ‘uhh))’ .;f .J:} {* [y [
¢Po e
in contradictie cu maximaiitates famﬂmx (Ve eer
. Astfel T C V. Decarece .
vhasa r*‘f FoaAEla fnill S3E FUSERTEE T |
“:‘ i1 f.:-':.:,‘..,% Wit R o E !
it b ] y ) E ,. )
: R A AR 5 PRLIE =0 B R P .
§i S are propnetatea llpll'l.l centrale, |
o b T endt g g sies ST Galiiuini i
N R 6P ES, -
T pETiesd ot A8 el v bEE e dnitaivstaetgy o o

| &l
Rezultatul, urmitor, ¢ teoremi . de ¢ : ; »_

E1)1'<>1a>1t'wﬁate% lipirii centrale, estd o Xt gtobala & teoremei 2.12. De-
_ monstrafia §a este o aphcapie tmlgﬁ & C*-reducerii.

3.7, COROLAR. Fie A" 0 (% - algébrd astfel incit centrul sdu Z este

‘..W*‘a?gebrd gi A mhsface pe (S)*(O), (Z). Atunci pentru oricare ideale
bitaterale inchise on.propri etatm lipirit.canirale £, S£,C A omistd unproiector
aahtm&gpn 1’@?%% («'ﬂfﬂz B {B¥

TN \{w ;{4!;&) % ’vtﬁumv B ?,.ihs;'m

Jakay ur*%} [y ;g‘i Vhepnfy v ti ﬂ’;'ﬁf‘t#”t
14%’3“

t.:‘(‘fﬁi;”(“i ’f‘xf‘i?‘”‘ﬁ\&k W e o !

s b 'y p

AU wn gy
R 3
- T S e
5. f?ﬁ ‘A‘.Ef,

1(1 =n) o -fag- F)

- Demomtm;w. Fie Q spatin}. 1dealelqr maximale ale lui Z. Conform
eorolgrulm211 y 4, sint C*-factori si,” conform teoremei 2,16, 4, satisfac
e (5 (0

x ‘ M ke A1y }!‘: 11% L3 ‘Hi\?i{}{‘i {\ Xiﬁ 1‘[%\,}(“ i A ‘t it ﬁﬂi‘

': ?.‘“ e ":x . @ O A
o z zf | tr" ey {” t ,e,ﬂm‘{ hc%i";)‘}‘*; R Rt U
IR situ..,; o : .

&phcind teorema. 3. 6 pentru onee prmector ee€ Jl existd o parte incinsﬁ
(e) o l" & lui Q, astieI incit |

Y l
R e o
LR e E P

P

6e Iyt téFlceJ;: |




Aplicind lems 2.3,
‘ CC@,  teQ) Fio)

: _ ’ ‘ prolector

- Cum I, € (N Fy(e), deducem
Ty = () Fae)y
'Y -¥ _ ’

prolecter

deci T, este inchiss. T T
Notdm Ty = Q\TI;. Conform teoremei 2.12,

(-’ .).‘, C (11)1, t é“.P,,,. :

Ra.t.ionind ca mai sﬁs, deducem

. (S € (1) t e__faf-:_n\f'r a
| Oum I'; este inchisd, I', este deschis# gi inchisd.

Notind prin p functia caracteristics a lui I, lema 2.3 si teorema 3.6

implied - | . o - |
_le C SaPy -
Ji(1 —'P)j Sl — p). ‘
S ‘ e - q.e.d.

3.8. CoRoLAR. Fie A o O*-algebrd, asifel incit centrul sdu Z este AW*-.
algebrd gi A satisface pe (8), (Z), iar S C A un ideal bilateral inchis cu
proprictatea lipirii centrale. Atuncs existd proiectori cenjrali ortogonali unicd
Py P 0w proprietdjile B
\ Ipy = {0},

N  Im=dpy |
{0} #+ 5, 5 Ap, oricare ar fi proiectorul central nenul p <1 — Py — P

Demonstratie. Fie Q spatiul idealelor maximale ale Iui Z.
Notim | .
= {tlte, S, = {0} },

F’ == {Hteﬂ, J‘———‘A‘}.
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Fie (V,).er o familie maximald de pirti deschise, inchise disjuncte
ale lui Q, astfel incit pentru orice « e‘I existd un proiector ¢, S cu

(6‘)-7‘ :I‘L O? te Vl. ¢
Notdm prin V inchiderea lui | V,.

el

Presupunem ci existé t, € (Q\ I';)\ V. Atunci existi a ¢ s pozitiv cu

ai, #= 0.

Fie ¢, € A un proiector care comutd cu & gi pentru care

a
aeo>.._u.L”_eo,

a1 — ¢5) < —”%I—'- (1 — e).

Cum ae, este invertibil in e,de,, ¢, € 5. Evident,
(60)‘0 :7E 0.

Conform teoremei 3.2 , existd o vecinitate deschis$ §i inchisd V, a lui ¢,
VoN V =0, astfel incit

(6o): 0 teV,,

in contradictie cu maximalitatea lui (Viher.
Astfel Q\ I''C V. Fie p, fungtia caracteristics a lui V¥, i

e =Y 6 p,.

tel

Deoarece # are proprietatea lipirii centrale, ¢ € # , iar conform teoremei 3:2,
é; 5+ 0, teV.

Prin urmare Q\ I'; =V este deschisi gi inchisd, deci la fel este gi I;.
Pe de altd parte, conform teoremei 3.5, mulfimea

Ty={t]teQ |1, | >0} ={t|teQ, |1, | =1}

éste de asemenea deschis# i inchisi. Notind prin p; funcfia caracteristics
a lui I'j, iar prin p, functia caracteristict a lui 'y, se verificd ugor ci afir-
matiile lemei sint adevirate.

q. e. d.

In conditiile corolarului 3.8, proiectorul 1 — P, se numegte suportul

lui # §i se noteazd 2(.#). Proiectorul p, il notdm 2,(.#) §i il numim suportul
tare al lui .. ,

9—¢. 2008
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- Remaredm-cd, dack A satisface pe (Z), atunci orice ideal bilateral
inchis £ A este confinut intr-un cel mai mic ideal bilateral inchis cu
prioritatea lipirii centrale <. >. In #numite cazuri <J > ge descrie ugor :

3.9. TEOREMX. Fie A o C*-algebrd, asifel incit centrul sdu Z esie W*
-algebrd gi A satisface pe (Z), iar S C A un ideal bilateral inchis. Atunci

g poswp NIl < + oo, (p)er 0 familie de proiec-}-

<SF>= { Y % |
B tori ortogonali din Z.

veI:

Demonstrajie. Notim partea dreaptd a egalitéifii de mai sus prin S,
Se vede ugor c# S, este un ideal bilateral. -

Fie (y,) un sir din #,, care converge in normé citre un y € A. Pentru
orice n existd o partifie (p.,)., € I, & unitdtii in Z, in sensul din capitolul II, .
§ 2, astfel incit S
| Yy Pin€Fy el

Conform prineipiului girnlui de partifii al unit#tii existd o partitie (p.).er &
unitdfii in Z, subordonatd fiecdrei partitii (Pis)uers- Pentru orice =»n

Yo DL €S, €],
deci o |
AR yp, €F, el
Astfel y € S, \ | - .
Prin urmare .#, este un ideal bilateral inchis, care contine pe f §i este
confinut in <.# >. Se vede ujor ci f, are proprietatea lipirii centrale, deeci

<I>=Sp o
| : | q. e, d.

Fie A 0 C*-algebri si Z.centrul siu. Presupunem cd Z este 4 W*-
algebri §i A satisface pe (Z). Spunem c# un p-ideal 2 in A are proprie-
tatea lipirii centrale, dac3 pentru orice familie (p,).cr de proiectori ortogo- -
nali in Z gi orice - | | R '
| e,ePp, vel "
avem o S
- Y e

B X O

3.10. TEOREMX. Fie A o €* - algebrd, asifel incit cenirul sdu Z este
AW* - algebrd gi A satisface pe (8), (0), (Z). Fie mai deparie 2 C Aunp-
ideal, iar # C A idealul bilateral inchis, corespunzdior lui & conform teoremei
2.15. Atunci S are proprietatea lipirii cenirale dack gi numai dacd P o are.

. Demonstratie. Evident, daci . are proprietatea lipirii centrale,
atunci §i # o are. B | '

Presupunem acum ci 2 are proprietatea lipirii centrale. Este suficient
3 ardtdm c#, dacd (p,).er este o familie de proiectori ortogonali in Z, si

a c S p, sint elemente pozitive cu sup |l a,|| < + oo, atunci X a, €.
t€l eI
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Toperfr gt yept et pi ; B Trrfo B R T ol
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P ride e e T ey

: R L , oo - ek in e e N ol R 3 Ck b T ¥ ‘

£ 3&;’&} _-‘fxi,;: L3RRI 3 R Ly Al{‘i\&' AT S ISAORLE > ‘. KR AR e .
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: R S ‘ b vel y

) : o i,',‘ .ux ¢ e x Qa

ae& A satisface axiomele (8) (6’) ﬁj:tmci, édﬁfbﬁn corolarurui 2 TL,

4, siot 0% 1aotori. No tatrebim in s e i3ifif O - faotorit 4; au »- repre.
zentdri ireductibile injective, anafog W2- factorilor.

 Fie Ao O* algebrd. Un proieetor ¢ & 4 se numeqte tinit, daci
orice familie de prmecton ortogonah eehxvalentx, nennli, mai miei sau egah
ca ¢, este finit}. : AT 4

P 4 -
SR Ah

- 3.11. LemA, Fie Ao 0“' algcbrd, aatfal imit cmtmhd«Zestc (AW
mz dgi A 8amfaga pe (4}, 4tfmg; azintd un. prmaator ﬁmt ecA, aetfol
A(1'~ #(9)) nu conine projectors fintti nemul
Damonamsa. Fie (6,).0 famﬂim A de proleeten hmt«t cu su-
porttm c&nnal& orwgonale d-lﬂn.-ﬁuxﬁwm Wi Gl o ool o

“hED B ‘,\é, L 4‘? E \a V€L g“f _;":“ef’;ﬁ:’: S0 TSR Lg L T ¥ f'

o= 2 é.. |

o
Se verifics ugor cé. é este hmt iar dm manmahtatea fa.mx]iel (o) rezulta |
cd A(l — %(e) ) nu contine prolecton ﬁmtx nenuli

.--

f

- Fie Ao 0* algebr#, al cirei. eentm este AW* algebrﬁ. §i care
satlaface pe (Z). Un proiector ¢ € 4 se numegte abelian, dack pentru orice
promctor f < e avem f = es( ). Evident,-orice. progector abelian este finit.




-
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Dacé 4 satisface in plus pe (9), (C), atunci ¢ ¢ A este abelian dac# §i numai
dacd eAe este comutativid. Prin analogie, numim un proiectore € A abelian.
modulo echivalent#, dacd pentru orice proiector f < e avem f~ ez(f).
3.12. LEMX. Fie A o C*- algebrd, astfel incit centrul sdwu Z este AW*
- algebrd gi A satisface pe (Z). Atunci exisid un proiector abelian modulo
echivalenjd e € A, astfel incit A(1 — 2(e)) nu conjine proiectori abelieni
modulo echivalenjd nenuli. o o : S '
~ Demonstrafie. Fie (¢,) o familie maximald de proiectori abelieni modulo
echivalentd cu suporturi centrale orotogonale din A. Notim

e= Y.
L

Se arat# ugor ci ¢ este abelian modulo echivalentd, iar din maximalitatea
- familiei (¢) rezultd ci A(1 — z(e)) nu c‘ont,ine proiectori abelieni modulo.

echivalen{3 nenuli.
I , | q. e. d.

Presupunind axioma- (Z) satisficutd, spunem ci A este semifinit,
daci existd un proiector finit ¢ € A cu 2(e¢) = 1. Dac# existd un proiector
abelian ¢ € A cu 2(¢) = 1, spunem c# A este de tip I sau discretd, iar dacd
existd un proiector abelian modulo echivalenté e € A cu #(e) =1, spunem c#
A este discretd modulo echivalenti. B |

3.13. LEMXA. Fie A o C*- algebrd, astfel incit centrul sdu Z este AW*-
- algebrd gi A satisface pe (C), (Z). Dacd A este semifinitd gi discretd modulo
echivalentd, atunci A este discreld. |

Demonstratie. Fie ¢; € A un proiector finit cu 2(¢)) =1 gi¢; e 4 un
proiector abelian modulo echivalen{d cu 2z(e;) = 1.

Conform axiomei (0), existd un proiector p € Z, astfel inéit
6P <ép,
e(l —p)>e(l —p).
Notdm R -
e=é6p + 6(1 —p). !

Deoarece ¢ <'s,, ¢ este finit, Pe de alt} parte, cum ¢ < e, §iz2(e) =1,
e ~ e, 2(e) = e,. Astfel ¢ este abelian modulo echivalenta.

Fie f < e un proiector. Atunci f ~ ez(f). Fie v ¢ A o izometrie par-
fiald cu ; )

v¥p = f

W“ = ez (f).

Definim prin inductie
= 3z(f) —

fisr =v*fn v n > 1.
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Proigctorii fy, fy. . . sint ortogonali, echivalenti §i mai mici sau egali ca e.
Canf e este finit, f, = 0, adicd f = ez (f). | IR
- Astfel e este un proiector abelian cu z{¢) =1, deci A este discrets.

( , q. e. d.

- Pregupunind axioma (Z) satisficuts, spunem ci ‘4 esté de tip II,
dac# A este semifinitd i nu contine proiectori abelieni modulo echivalenti
nenuli. 8punem c# A este de tip IIT, dacd 4 este discretd modulo echiva-
lentd gi nu contine proiectori finiti nenuli. In sfirgit, spunem ci A este
exceplionald, dacd nu confine proiectori finii nenuli §i proiectori abelieni
modulo echivalen{4 nenuli. |

 Din lemele 3.11, 3.12 §i 3.13 se deduce ugor:
3.14. TEOREMX, Fie A o C*- algebrd, astfel tncit centrul sdu Z este
AW*- algebrd gi A satisface pe (0), (Z). Atunci existd proiectori centrali
ortogonali unioi p,, p,, Ps, astfel ineit . -

Ap, este de tip I,
Ap, este de tip 11,
Apg este de tip I1I,
A(1 — p; — Py — py) este exceppionald.
- Dacé A nu are parte excepfionali, spunem c3 A este clasificabils.
Conform [8], Chap. III, § 8, Corp. 5, orice W*- algebrii este clasificabili.
3.15. LEMA. Fie A o O*- algebrd cu (C), e € A un proiector finit gi

J € A un proiector nenul oarecare. Atunci existd un proiector central nenul P
§1 protectori ortogonali fy, fiy ..., f. € A, astfel incit

$
[i<f, 0<ig<n,
ep =Zf"
im0

Demonstragie. Fie (¢,) o familie maximals de proiectori ortogonali
<e echiva.lent,iﬁcu f. ¢ fiind finit, aceast# familie contine doar un numir

finit de proiectori ¢;, ...,¢, Notim ¢, = ¢ — Y ¢. Conform axiomei (0),
- ) ) fm=l . .
exigtd un proiector central p cu C
6P < fP:
¢ (1 —p) > f(1 — p).

Dacd p ar fi nul; am avea ¢; >~ f, in contradictie cu maximalitatea familiei
(e h<icn. Astfel p este nenul. Notind A

Li=¢6p 0 <i<n,
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. »
proiectorii f,, f..., f. sint ortogonali, f; <f, 0 <1 < n, §i ep =,‘2 I
' ‘ =0

q. e. d.

~ 3.16. LeMX. Fie A o C*- algebrd, astfel incit centrul sdu Z este AW*
- algebrd i A satisface pe (0), (Z), ¢ € A un proiector abelian modulo echi-
valentd gi f € A un proiector oarecare. Atunci | '

ez (f) < f.

Demonstragie. Conform axiomei (C), ekisté. un proiector q € Z astfel
incit . '

eq < fq,

e(l —q) > f(— ).
Evident

62(f)q < fe.
Pe de altd parte, e fiind abelian modulo echivalen{a,

| fl =g ~ez(fil—q) =e (1 — a)
Astfe] . \ |

ez (f) = ez(fig + ez (f) (1 — g) < fa+1Q —q) =T
‘ } q. e. d.

Din teoremra 3.14 gi lemele 3.15, 3.16., rezultd ugor :

3.13. COROLAR. Fie A o O*- algebrd, astfel incit centrul sdu Z este
AW*- algebrd gi A satisface pe (8), (0), (Z). Presupunem cd A este clasi-
ficabild. Atunci existd un proiector e € A cu z(e) = 1, astfel incit pentru
orice ideal bilateral inchis nenul #F C A existd un proiector central nenul p cu

‘ | "epe;f.g

3.18. TroREMA. Fié A o C*- algebrd, astfel incit centrul sdu Z este W*
- algebrd gi A satisface pe (8), (0), (Z), iar Q. spagiul. idealelor maximale
ale lui Z. Presupunem c& A este clasificabild. Atunci evistd o familie (9;)ca
de stdri pure pe A, asifel incit .

1) penitru orice x € A aplicajia t = ¢, () este continud

2) pentru orice t € Q nucleul *- reprezentdrii ireductibile asociatd lui
o, este [t]. '
| Demonstratie. Fie ¢ € A un proieetor ca in corolarul 3.17.
Cum z(e) = 1, pentru orice ¢ € Q

lell =1,
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¢ € A un proiector gt & C A un ideal bilateral inchis cu proprietatea lipirii
centrale. Atunct ¢ . S - . o
(i) Centrul lui eAe este * - izomorf cu Zz(e) si eAe satisface pe (Z).
ii) Centrul lui A[S esie * - izomorf cu Z(1 — 2,)(F)) g1 A|F satisface
Reducerea dezvoltatd in acest paragraf ne aduce aminte de rezolvarea
ecuatiilor diferentiale. Intr-adevir, in rezolvarea unor probleme globale
procedim astfel : rezolviim problema in cadrul ,,infinitezimal”, adic# in
C* - factorii A, ; folosind teoreme de ,existentd a solutiilor”, cum ar fi
teoremele 3.3 §i 3.6 , gisim solutii pe portiuni mici din Q ; in sfirgit folosind
compacitatea lui  sau proprietiiti de lipire, ,,Jipim” solutiile locale intr-o
solutie globald. - oo e B - :
 In cazul W* - algebrelor, teorema 3.3 este demonstratd in [48],
echivalenta afirmatiilor (i) §i (iii) din teorema 3.5 in [1], iar teorema 3.9 .
in [34]. Idealele cu proprietatea lipirii centrale sint introduse in [1] sub
" denumirea de ideale continue gi in [22] sub denumirea de ideale centrale.
Teorema 3.18 este demonstratd in cazul W* - algebrelor in [17].
~ Remarcim ci o parte din rezultatele expuse in acest paragrai se
extind pentru Z-module normate generale,fird ca demonstratiile sa se
modifice esential. R

§ 4. APLICATII: RADICALUL TARE

Pentru C* - algebre, satisficind axiome convenabile din cele intro-
duse in acest capitol, se pot extinde rezultatele privind derivirile interioare
din [54], cele privind spectrul central, imaginea centrald §i multimile
A (x) din [48] i [22], caracterizirile funetiilor numerice din [1], rezultatele
privind comutatorii din [5], [18] si [19] ete. In toate aceste extensii C*- re-
ducerea joacd un rol cheie. |

fn acest paragraf ne restringem la expunerea unor rezultate privind
ideale bilaterale maximale. S | |

Teorema urmitoare este o extensie a corolarului 2.13. '

4.1. TEOREMA. Fie A o O*- algebrd cu (8), (C), Z 0 centrul lut A gi Q
spajiul idealelor maximale ale lui Z. Atunci aplicajiile

v M—>MN Z,
t—>{xloed, A ars) Ct}
stabilesc o corespondenid biunivocd intre idealele bilaterale maximale ale
lut A gt Q. . | |

Demonstrajie. Fie M un ideal bilateral maximal al lui 4. Dacd ¢ este
o stare purd pe A care se anuleazi pe M, atunci nucleul * - reprezentirii
ireductibile =,, asociat} lui ¢, este M. Astfel nucleul lui =, |, este M N Z.
Deoarece .|, se identifici cu un caracter allui Z, M N Z Q.

Fie acum { e Q. Rationind ea in demonstratia corolarului 2.13 se
aratd cd ~

(@lzecd, A (a*a) Ct}
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este un ideal bllateral Evident, mtersect,ia acestui ideal cu Z este .
*Fie M un ideal bilateral max1ma.1 care il contine. Pentru orice a I,
.xf‘(w*m) cmn Z_t, decl

{2] we‘A A (g*2) C it} =

Astfel {x|xe A A (w*w) C ¢} este un ideal bﬂateral maximal.
Demonstratla egalititilor .
{wx|wved, X (2*s) CMN Z} =M, M ideal bilateral maximal in A,

{mlmeA,.Jf"(m*m)ct} NZ=tteQ,

nu prezintd dificultdyi. ‘
q. e. d.
| Spunem cd o O’* algebri A este comutativi modulo echivalenti
dacé orice proiector din A este echivalent cu un proiector central. Se vede
ugor c# dacd 4 este o C*-algebrd comutativi modulo echivalen{i,
centrul ciirnia este AW* - algebrd gi care satisface pe (98), (Z), atunci
existd un proiector central unic p, astfel incit Ap este comutativid gi A
(1 — p) este de tip IIL. Conform [8], Chap. III, § 8, Corp. 5, orice W* -
algebri de tip I1I gi de gen numirabil este comutatlvﬁ modulo echivalenti.
43, LeMX, Fie A o C*- algebrd comutativd modulo- echivalenid,
care satisface pe (8), iar ) spajiul idealelor mawximale ale cenirului lui A.
Atunci pentru orice t € Q [t] este un ideal bilateral mawimal al lui A.
Demonstratie. Fie t € Q gi M un ideal bilateral maximal al lui A4, care
confine pe [t]. Dacd M £ [t], conform lemei 2.3., existd un prmector
ecM cu ¢+ 0. Cum 4 este comutativi modulo echlva.lenté, existd un
proiector central p cu ¢ ~ p. Atunci, pe de o parte

v P e M,
iar pe de altd parte “

PF0

| A 1 —pelt]
 Astfel J

IR 1=p+(1—p)eM
ceea ce este absurd. |

q. e. d.

Din lema 4.2 rezultd urmétoarea varlanta’i a teoremei 4.1 pentru
C* - algebre comutative modulo echivalenté ;

4.3. COROLAR. Fie A o O* - algebrd comutatwd modulo echwalenpd,

care satisface pe (8), iar Q spapiul zdealelor maximale ale centrului lui A.
Atunct aplicatiile

im»zmnz,
b [1]
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stabilesc o corespondentd biunivocd intre idealele bilaterale maximale ale lui
A gt Q. : :
Fie A o C*- algebrd cu unitate. Intersectia tuturor idealelor bila-

terale maximale ale Iui A o notim # gi 0 numim radicalul tare al lui A.
Dac# # = {0}, A se numegte tare semisimpla.

Teorema urmitoare, consecin{d imediat¥ a teoremei 4.1, este de
asemenea o extensie a corolarului 2.13.

4.4. TEOREMX. Fie A o O*- algebrd cu (8), (C), Z centrul lui A g2 J
radicalul tare al lui A. Atunci

J ={x|vec A, ¥ (v*z) = {0}}.
In particular, # este cel mai mare element al mulfimii
{S| F C A ideal bilateral, 5 N Z = {0}}.

' Spunem cd o C* - algebrd cu unitate A este finitd, dacd 1 este pro-
iector finit.

4.5. COROLAR. Orice C*- algebrd A, care satisface pe (8), (C) gi este
finitd este tare semisimpld.

Demonstrajie. Presupunem ci A nu este tare semisimpld. Conform
lemei 2.3, radicalul tare # allui A confine un proiector nenul f, iar conform
lemei 3.15, existd un proiector central nenul p §i proiectorii ortogonali
Sos fiy + -y Jo € 4, astfel incit

fo<fro<i<nm,

Atuneci

in contra,ditit,_ie cu teorema 4.4.
q. e. d.
4,6. COROLAR. Orice C*- algebrd A, care satisface pe (8) gi este comu-
tativd modulo echivalenid, este tare semisimpld.

Demonstrajie Presupunem c¢i A nu este tare semisimpli. Conform
lemei 2.3., radicalul tare # al lui 4 contine un proiector nenul f. Cum A4
este comutativi modulo echivalents, f este echivalent cu un proiector
central p. Atunci p este nenul §i

pef.

Se vede ugor ci A satisface pe (), deci incluziunea de mai sus contrazice
teorema 4.4.

q. e, d.
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J’wg'&‘ |
| A.tnnei ex.isté o parte deschisﬁ densdt D a Ini Q, astfel tneit pentru orice
Vé D i CEbelga i * fif\ SN L v ooy TRy 1' '

: «ﬁ, Y :ﬁmxﬁﬂﬁ o ém*’"ﬁ“z _rw?zﬂ coprrelibae g it m € ¥

IR

l"‘.

Oatior;m cslqu,q mai: r&mine sﬁ Mtﬁm e&gnehwupaa, da mal sus
' - T TREDQ < . nraLoe mnmri‘wﬂemn go ?’:‘"S‘smm PGy Ty Jmm R ,
| ﬁgp}ém] rin & muftlmea tuturor stﬂrﬂor pe A, dotati cu Ag-—»- topo-
login. Se 'ﬁ?ﬂmﬁ o :
S et f; B R
| . teﬂ,cpe.?, ‘P[M“"O 7,
EGIL NS STiEY P N q)}e amigsin, o algent A0 SR $ PRGBS TR T e
i:z:xtii- .s‘;f}mii.{z;gmsf tf“ qff@{lb) }~== a pénﬁ‘l"w mg}}w‘h beds (w oy
ST e

esteioiparte compactd ‘atf&ifﬂ‘ﬁ & Toiafines 14 Dpith prmectla canonics
& lui Q X pe (O este compactd s confine:pe D, deci coinecide

ecu £). Aplicind principini* m&m cpnp@ne;xmst&‘o aplicatie continu

t - (8, q:,)alm\ﬂm I
e%’ entra om;e teQ 1dea1u1, llate 2 ﬁgenerat de y. qapq mq}qug nuclenl
form Ay

@y > iz @), deci fm ‘coincide ¢

Aﬂﬁﬁi : ce wiy V*""g';",f”" "
.i) L Y G”‘, tGQ |
t(‘ﬁ G4 }’ w«?’-«') f{‘( j)‘ Jt i + ?{;‘ hE, 5; ’; Tr’““g F}QL&; a_ﬁ '.: ‘k:'%} g q".ieo._df.
 Din. teora}nefa 4.4 i 47 rezultﬁ 7, *

4.8, COROLAR! Fie' A'0 (% _ “”plimﬂaemtrul sdu este AW* -
algebrd pt A satisface pe (8), (0), (Z). Atunci A este tare semmmpld dacd i

numak dacd panirw oriog ideal, bilateral, inois ow, proprietatea lipirss ?ﬁmml«?

S CA avem AT
S 5 (F) = 2y ()
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Teorema 4.1 a fost demonstra.ti in cazul W*- algebrelor finite in
[14], in cazul W* - algebrelor oarecare in [31] si in cazul AW*- a.lge-
brelor in [51]. Lema 4.2. apare in cazul W* - algebrelor de tip I1II si de
gen numirabil in [48]. Pentru corolarul 5.5, in cazul W*- si AW*-

gebrelor trimitem la [14], [28], iar pentru teoremele 4.45i 4. 7 in cazul W*
algebrelor citim pe (61, [18] - | |

IV TEORIA W* REDUCERII

in acest capitol analizim in cazul W* - algebrelor descompunerile
din capitolul I1I, § 4. Ne ocupdm in special cu problema factorialitdfii
W*- algebrelor M7 gi cu studiul imaginii AT a unei C* - subalgebre

w-dense A alui M in M¥.Ca o aplicatie, demonstrim teorema de tip
Stone-Welerstlass pentru 0* algebre de tip I.

§ 1. SPATIUL M;

Fie M o W* - algebry §5i Z o W* - subalgebri a centrului lui M.
- Am notat prin M; multimea tuturor Z - formelor w — continue pe M.
Extindem pentru M; citeva rezultate privind M, .

1.1. LeMA, (inegalitatea lui Schwarz generalizatd). Fie 4 oC*- alge-

‘brd Z o C* - algebrd comutativd gi O A—> Z o aplicatie liniard pozitivd.
Atunc@ pentru orice wx, ye A avem

D (zy) | < O (ww*fd’ (y*y).

Demo'ns'tmtze Fie Q spatiul idealelor maximale ale lui Z, Pentru orice

te, © () (1) este o formd pozitivd pe A, deci aplicind megahtatea. lui
Schwarz,

| D(wy) ()2 < ©(za*)(t) D (y*y)(1),
| | D(ay) %) < (D (x2¥) © (y*y))(t).
t e fiind arbitrar,

|®(zy) I 2 < ‘I’(M*) D(y*y).

q. e. d.
Fie & € M7, ) = 0. Folosmd lema 1 1. se arat3 ci in cazul scalar c3

{# | e M, Oaz*z) =0}
este un ideal sting w - inchis. Astfel existd un proiector ¢ € M cu

{xlee M, Olz*x) = 0} =
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e este’ cel inai. mare element al multimii

el S0 priiong i la e oy T

~ {f | f € M proiector, ®(f) = 0}

Notim supp ® = 1— e il numim suportul lui ®.
Dach ® € M3 §i a € M, notim

(L®) (2) = Dlaw), e M,

. (B (@) =Dwa), zeM.
Evident, L,®, R,® e M. | o

1.2, TEOREMX (de descompunete “polarsj. Fis M o W* — algebrd,
Z o W* — subalgebrd a centrului lui M $i © e M{. Atunci emsid || e M3,

| @] = 0 3t o izometrie Pparfialdv e M unie déterminate de condifiile
1) OB, |0, -

- 2 fb*éf = supp [ @}

Demonstragie. Fird a restringe genéraliiatea, putem pres'upune 3
existd o stare normaly Po P2 ou supp ¢, = 1.,

Conform descompunerii polare a formelor w - continne pe M,
existd |y ®|e M,, | g, | >0 i o izometrie parfials ve M, astfel incit
1 (PO(D = va‘?o@h l: -
" %0 = supp | o).
Notdm " S
| . |0 = R0,
Fie ¢ o stare normald oarecare pe Z. Deoarece

. ‘Pog_% + o,

conform teoremei de tip Ranon—Nikéd?m péntm formele pozitive normale
pe Z, existd 2, € Z, 0 < 2, < 1, pentru care |

Ple) = oule) + pla)y  zeZ

Pol(l —2)2) =ol2g),  z¢Z.
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Suportul lui 2z, in Z este mai mare sau egal ca suportul lui g, deci este 1.

n >
1
zopn > —pn
n
§i |
sup p, = 1.

Pentru orice n existd z, € zp, pozitiv cu

zozu = pn'
Avem
CPO((I - zo)znz) = ‘P(Pnz)r
2ol(1 — 20)2,D(av*)) = o(p,B(av*)),
Po®((1 — 2p)2,20*) = @@(p,av*),

Astfel pentru orice a € M pozitiv

7l 0| (a) = lim ¢l @] (p,8) > 0

deci ¢ |®| = 0. '
in concluzie, |®| > 0.

Fie'(p,) un sir crescitor de proiectori din Z, astfel incit pentru orice intreg

ze”,
zeM,
weM

x e M.

Deoaréce | D|(1 — v*v) = O(v* — v*vv*) = 0, supp | P| < v*v. Pe
de alti parte, dacd e < v*v = supp | ¢,P| este un proiector nenul, atuneci

2l B1(e) = |9@| (6) >0,
| @] () # 0, '
v*p = supp | P]|.

deci v

fn sfirgit, pentru orice # € M i orice stare normald ¢ pe Z, definind

24y Pny %, C2 Mail sus, avem

e®(p, 2) = ¢(p, P(2)) =
Pol(1 — 2p)2,D(2)) =
= goDI(1 — 2y)2,2) =

= | o@| (1 — %) 2,a0) =

= ¢ | D| (p,2v),
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- Conform teoremel de tip Radon-leodym p]al;trﬁ cazul scalar, existd
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g, &if‘.‘} b
TS

‘Po‘b e LcRa (?t%

IR L AT 2y, | T e

L R SRR

.. . SUBPG.suUDD p¥ = Bﬁm‘l’ww s e
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deci - 5’“‘ %““” i} "”l é "ﬁ I’H%“‘: NICUE ﬁ&hun, “f USRS L A

£ b
Dz sine 4 TR T RFL @ e I Rf'lpi S gt '
' ‘ 7" £ o DL
_ Unicitatea rezultﬁ ugor, folosmd nmeitatea din ca.znl scalar.
-f—\ "@“ "4'5 é‘ ; \ 5 “‘< Bt £ r& %ri it e IE "f!i‘l T‘\ *? i : .3,;;' -

y AT R q.e.d.
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§ 2, W* - REDUCEREA

Fie M o W* — algebr#, Z centrul siu i # un subspatiu vectorial

al lni MZ. Spunem c# # este invariant, dacd pentru orice ®e&F si orice
as M | -

L0, R,®<F.

Conform lemei II.4.18, M% contine Z - stiri. Numim un subspatiu
vectorial # al lui M3 de tip stare, dac # confine Z — stiri.

2.1. LEMX. Orice subspatiu veciorial invariant de tip stare al lui M%
este un Z — submodul de tip predual al lui M3, |

Demonstrajie. Deoarece # este invariant, .

Ker # ={x |veM, ®|(z) =0 pentru orice ® e #} este un ideal
bilateral w — inchis al lui M. Astfel exist# un proiector central p cu

Ker & = Mp.

Cum & contine o Z - stare, p = 0, deci # separ# elementele lui .
Pe de alt¥ parte, bula unitate inchisd a lui M fiind w - compact,
ea este & ! (w) - compacti. ‘

q.e.d.

Reformulim pentru cazul de mai sus teorema II.4.12:

2.2. TEOREMX (de W* - reducere), Fie M o W* -algebrd, Z centrul
sdu, Q spatiul idealelor maximale ale lui Z gi F un subspagiu vectorial normic
inchis, invariant, de tip stare al lui M%. Atunci urmdtoarele afirmafii sint
adevdrate :

1) Pentru orice ® €¢ F

| @] = sup [[DF||
ted

i aplicatia t > | OF|| este continud.
2) Pentru orice xc M

v o] = sup || af |l
teQ2

8t aplicalia i+ || a;f || este inferior semicontinud.
3) Pentru orice x € M existd o parte rard E a lui Q, astfel incit

lafll = llmll, teQ\E.

4) Pentru oricet € Q, [t1* este un ideal bilateral normic inchis al lui M,
M7 este o C* - algebrd cit a lui M, M7 este o W* - algebrd cu predual #,,
scufundarea canonicd a lui MfF in MF este un * - homomorfism injectiv

—gi imaginea Iui ME prin_aceastd scufundare este w - densd in M.
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R

‘ 5 “'Pemm ofamche (mf);en, wf € Mf, e:msta 2e M tut
wf mf, 3 eQ,

dacd nUMa dacd su ;,‘Ilw;’ < + co #i pentm orice ® e F aptwajzal

. (DF (w’"‘){est‘e d&nfé maf O aite cumnte, fnotind‘ p"nn n# p'fmeoﬁa canonicd

a iu : M’ Pe Q, elementels lui M se gdmttfwd ¢ secliunile contmmz g
- mdrgzmta ale lui I1*.

~ Studiem la inceput oif de. apro;xpe este M, ;L de M7.

2.3. TrorEMA. Fie M o W*: azﬁatm» -2 ‘centrul 8du, ) spaiul idealelor
maximale ale lui Z gi F un subspa,wg; orial normie inchis, invariant, de tip

stare cgl lui M§. Fie, mai departe, e, fe M prmectom, te Q m 'nf € Mf 0
izometris pamald astfel ineit prmectmz B

ef = “’f)* ”3’:

.ﬁ'fnt de gen numdrabil $#

e LS,
Tt

Atunm amstd o czomeme par;twld ? e M pmtm care

'v*‘v < e,
vot <f» . ) |
v’ ez" f;’ vf. = vf et e uden o

= . A T .;-g,,;,.
Damomtram. Cum ea’ este de’ gen numﬁ.rabll §i .9’, este predualul lm
My ; aphcind cbrolarul 1.3, exxsté. De 9‘, <D = 0, astfel incit v

ety

il
oo

snpp ‘Da’ == oz’

, De _qumenea;’ cum: #; este: pr'e”duaalui;'luizzsﬁﬁ;:éxiéﬁﬁ' P e .9?7'(_311

wariee : B e \I;f R f‘b’ ' -
Notim'

Conform teoremei 1.2, exi

- 0, 2008



v e M, astfel incit- - o
o 9= Rl@l,

4 R v*v_snpp|®|

'Deoareee T T

'deducem . \ o L
| (1 —_ e) supp I("Jl = 0»
(1 — e)v*p = 0
- S o* < e. .
Pe de a.lta pa.rte, cum G e
o 0—(‘3('0’"(1—"f))“'l(‘Bl("J"'(I “"f)’v):
avem '
b#(l"—-f)v_t:o, o
A—fp=0
1 —f) vo* =0,
| o <.
Mm departe, | : |
|O|F = “,..)f @ =5 Lg Rw.)f ‘F, = Rw,)‘f o OF

o#

| OF = Bzpyp ¥F = Rz O = Bpyn 71 OIF.
Astfel |
o o supp [@[{ = supp of = il
Ccum“’ R R
@ R(,f) m.,f tfd (Dg y

deducem T e |
(BF)* (fw*)’ B = supp OF = (F)* o7,
(@~ () T v. =0,
(1— (fv'v*‘) ) B = 0
(1 — (vo*)f) T (F)* = 0,

~F [nF .
T ALEl LAY

=01 —a)v*) - |®u(1 --e)v*v) - |®|(1 - e),
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deci (vf)* {b," este 0 izometrie partiali, Reiﬂtﬁ'eé- (0%)” ¥ este 0 izometrie
parfiall g o 0 PR EET

. ' l®|{=Rut)f7f¢t

este descompunerea polard a lui |O]F. Din unicitatea descompunerii
polare Shic B, 4 A . _

(N =af,
(BT =6
o PO =T (B of =T &f = .
Po de alti parte, cum | G)lf.,—é (Df ‘avem
| Bopzp O =OF =VF =Ry 07,
de unde |
| =T,
q.e.d.

2.4.COROLAR. (de tra,nzitivitatq).. Pie M, Z,Q, # ca in teorema 2.3,
Atunci pentru orice t < Q gi orice pg;oiejctor"de gen numdrabil &7 in §1¥ avem

MreéF = M7 e .

- .. 2.5. COROLAR. (de separare), Fie M,Z, Q, F ca in teorema 2.3. Atunci
pentru orice proiecior g € M, orice ¢ € Q 83 orice proiectors de gen numdrabil
ortogonali &7 gi 17 in JIF, 67 T7,< g7, ewistd proiectori orotognali e, f ¢ M,
o f< g amfeltnote™ " T

o v - &<e,
b M A ~

Fie M o W*.algebrs, Z centrul sfu si ® o Z-stare din M3,
Notam prin &, subspafiul vectorial normic inchis invariant al lni M%,
generat de . e _

2.6. TeoREMA (de unicitate a W*-reducerii). Fie M 0 W*-algebra,
Z centrul sdu, iar O gi V' Z — stdri din Mi. Atunci existd o familie (P er
de proiectori centrali ortogonali cu suprem 1, astfel incit

p.Fo =P Fy, tel
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Demonstm;ie;. Este suﬁéiehtféi. aritim ci pentru orice proiector
central nenul p existd un proiector central nenul g K peu
Fie |
¢ = supp Y.

Exist3 un proiector central nenul 7 < Dy astfel incit ep, este de gen numi-
rabil. Fie (¢,),>; o familie maximald de proiectori ortogonali nenuli <epy,
astfel incit pentru orice , ‘ R

e, < supp o.

Deoarece @ este Z-stare, suportul central al lui supp @ este 1. Aplicind
lema III. 1.9, deducem ‘ S _ \

Pentru orice i existd O, € Fo,P;> 0 cu

supp <I>,.=e,.'

Notam :
- 1

O, =V — ..

=X e

#
Atunci @, € Fo, Dy = 0 si
supp ®, = epy-

Cum @, < @, + p, ¥, conform teoremei 1.4. existia e M,0 < a<l,
supp & = ep,, astfel incit D |

®, = L, R, ® + L, B, ¥,

deci Vv |
: La Ra YeF D

Folosind descompunerea spectralé, a lui a, existd un gir crescitor (fa) de

proiectori in M, care comut# cu a i pentru care

1
, _afn>"‘7;fm ”’2 1,

sup. f, = ey
Pentru orice n |
LiRi, Ve Zo.




- ’_mduoe Un*-i;

Slrul (‘P( f,.)) este crescitor gi sup ‘I’( f,,) = ‘P(apt) pi. Fle Q spataul ,

idealelor maximale ale lm Z gx Vi pa.rteas deschisy §i inchlsﬁ. a lui Q, a cirei
functie caracteristici este p,. Aplicind teorema II.1.3 §1 corola.rui I1.2. 4,
emst% o pa.rte deschlsé densi DL a lui Vl, astfel incitf

, t e D1

Fie W o parte deschxsé. inchlsi nemda a Iui V,, mclusé. in .D,, gi q functla
'caractenstmi & lm w. Conform teoremer lm Dlm S

hm llq —-Q‘I’(f. I-- 0

Foiosmd mégéhtatea lm Schwa.rz, pentru -once w e M gl .oﬁce n _‘ |
| 2% (@) — g, B (@) < e
<II'¥ (eq (1 —FIHI¥ g —-f,.) wf..)n
<I¥a- f..»n*ulw (wm*)u*+ II‘I’(f,.w*wf..) u*J <
< |

i 2nq—q?<m l* uwn

- Astfel

hm 1 q‘v - qun R:,.\Fu =0,

: S A _ ‘nepoo

B q‘Fef’ﬁ; ‘ o

| : : q. e.d |
Teorema 2 6 ne a,ra,ta ca W*-reducerea ,,ume generatér” nu- de-
pmde de ,,generator’”. - ' :

-+ 2.7 COROLAR, Fie M 0. W*- algebrd Z oe'ntml sdu, ﬂ spa}ml zdealelor
 mawimale ale ui Z, iar @ $i v Z—std_ri d’ M3, Atmnoi exisid o porte des-
" chisd densd 1)“ a lug S, astfel ineil pentru te lg,caim zJentwd a lm M

_ ice t & D a
,zs‘m al Tui M’@p .
Corolarul 2.7 face planzibils s&:credem cﬁ» dscd & est& o z —-sta.re |

 din Mﬁ, atunci aproape pentru orice § € I W*- algebra« M este un factor. |

Deocamdatd 1a a.eea.at& intrebar& putem r%slmnde doar in cazul cind M
este semifinitd. ;

2.8. TEOREMA (de factonahtate in cazul semlflmt) Fw M o W*
algebrct Z centrul sdu, L) spajiul idealelor mazimale ale lui Z, ® o Z — stare
din M3, ¢ suportul lui O 3i F = Fo. Presupunem cd, pem:m un i€ Q,
restrictia lui OF la ef MTef este o urmd. Atunci

1) eF este suportul lui ®F ;
2) M¥ este un factor semifinit;
3) orice proiector finit din HF aparpine Wi M".
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Demonstrafie. Evident,
| supp (D’ < e;’ﬁ
Fie f" <e un proxector in Mg" , astfel incit
‘Pf (f’ ) = 0-
Folosmd mega.hta.tea lui Schwarz, pentru orice a. € M F
| 7@ = |
Cum tb, este urmi pe & M, e’ supp oF <ef gi f* < ef, pentni orice
ar, b e MT TN U A L |
B o mﬂa*fﬁf)f =0,
deci pentru orice ;, be M |
R (1:¢,1.'e,<1>)i'(f.")'—;—= 0.
Astfel |
V ‘F’(ff) = 0 q’g Ef; (M]’)*,

adicd f," = 0.
- In concluzie ¢f = supp ®7.
Din ega.hta.tea., de mai sus rezultﬁ, cd <b, este o urmi normali finitd

fidely pe ¢ Mfe”, deci ¢f este un proieetor finit in MY7. ef fiind de gen
numirabil in #, eonform corolarulul 2.4,

e,"M’e, = fM’e,.

Aplicind corolarule I11.2.11 i II1.2. 10 deducem ci e,’ M Fe¥ este un factor

~ finit. Cum suportul central al 1u1 ef in M’ este 1, rezultéi. o M7Z este un
factor semifinit.

“In sﬂrm; fie f. im prmector flmt in M" Oonmderam 0 famme maxi-
malid (( i )‘)lg“,, de proxectom ortogonah < f. ;. echwalent,l cu ¢¥. Notind

(f’)o --—f’r 2 (ﬁ );
isl
ma,xima.litatea familiei _de’ mai sus lmphcé_
(fi’r Jo < of.
Aphcmd teorema 2.3, deducem

ff)iEMfa 0<i<mn,
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7&?" el!.ff;
' s qed -
Fie acum M o W* algebri semmmtﬁ, Z centrul siu gi e M un

" i;i'mectog finit cu z(e) = 1. Atunei aplicatia 722 — z¢ este. un izomortism

al.lui Z pe centrul Ze al lni eMe. Notém prm y urma centrala canomcﬁ a
W*- alge'brel finite ¢ Me gi punem . . ST ‘ |

0,(2) = n“l(em)" v seM.

Atuncl o, este 0 Z-sta.re din M’ Notém .9" 3"0, |
2.9, CoroLAR. Fie Mo W* -algebrd smtfzmtd, Z centrul sdu gi e € M
un prmeetor finit cu 2(6) = 1. Atunci pentru orice ideal mawimal ¢ al Wi Z,
- M¥* este un factor semifinit gi oricé proiector finit din e aparfine lui MTe,
2.10. COROLAR. Fie M o W*—algebr«! Jinitd 3i Z centrul. sdu. Atunci
peniru orice ideal maximal t al lui Z, M{T* = M esté un factor finit. =~
Remareim c3, cazul M de tlp I a fost analizat in capitolul II, § 5.
" In’cazal M de tip IIT problemsa factorialititii W*- -algebrelor Mfe
este deschisi. Demonstriim doar urmitoarea variantd a teoremei I1.4.17:
. 2.11, TEOREMA. Fie M o W*-algebrd de tip I, Z centrul sdu, Q
‘ spa;wl idealelor maximale ale lm Zgi 9g un. .mbspa;m vectorial normic mclm,
mvanamt do tzp stare ol Tui M5, Atmm pmtm orice t € |

[t)* = [i}-

Demonstra;w. Fie @ o Z-sba.re din .3"", e suportul sdu §i te Q.
Atunci

e;’ + O.
Dacé f este un proiector care nu apa.rtme lui [t], atunci
| h" ) | z(f)(t)=1. a
Aphcind 8], Ohap 111, % 8, Oor. B, d.educem
e f) -< f,
ef < f" |
fE+o.

Astfel f nu apartine lui [¢;*. Conform lemei III.2.3,

[t}1* c [t].
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Incluziunea reciproc# fiind triviald,

[t1* = [¢].

q.e.d.

Teoremele 2.2 gi 2.11 sint demonstrate in [48], corolariile 2.5 gi 2.9
in [47], corolarul 2.7 in [21], iar corolarul 2.10 in [39]. Corolarul 2.9 a fost
demonstrat independent gi in [21]. Teorema 2.6, demonstrat} in esen{d
in [21], este prezentatd dupd [48].

§ 3. W*-REDUCEREA C*-ALGEBRELOR

Fie M o W*-algebri, Z centrul siu, Q spatiul idealelor maximale ale
lui Z §i # un subspatiu vectorial normie inchis, invariant, de tip stare a lui
M3, Notim pentru orice C*-subalgebrd 4 a lui M si orice t e Q prin A
imaginea lui A in MF, iar prin A¥ w-inchiderea lui A¥ in M. Ne propunem
s# analizim conditiile in care Af nu diferd mult de M7 aproape pentru
orice t € (. |

In legituri cu aceastd problemd demonstrim trei teoreme. Prima
dintre ele rezultd din teorema II.4.14 §i din teorema de densitate a lui
Kaplansky :

3.1. TEorEMA (de densitate cu forme fixate). Fie M o W*-algebrd,
Z centrul sdu, Q spajiul idealelor maximale ale lui Z, & un subspajiu vectorial
normic inchis, invariant, de tip stare al lui M3, (®,);>, wn gir in & gi
A o C*-subalgebrd w-densd a lui M. Atunci existd o parte_deschisd
densd D a lui Q, astfel tncit pentru orice te D gi orice xf € MT ewistd
af e AT, |af || <||@F|l, cw

(@) (ZT) = (®,)F (aF), i > 1

V

3.2. ComoLAR Fie M o W*-algebrd de tip Iy, Z centrul sdu, Q spativl
idealelor maximale ale Wi Z,1 =Y, e,, unde ¢,c M sint proiectori abelient
il '

ortogonali cu z(e,) = 1, F = Fe, gt A o C*-subalgebrd w-densd a lui M.
Notdm pentyu orice t € ) \

ef = Z (en)f°
n=1
Atunci existd o parte deschisd densd D a lui Q, astfel incit pentru orice t € D
AT = FMTEE.

Demonstratie. Fie ® = @, . Existd izometrii parfiale v, € M cu-

*
’Un ’U“ = 61,

*
’Un'yl(, —-GQ.

\
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Definim pentru orice intregi n,m>1

(Dn- m = Lv}, Rvm(p

§i aplicim teorema 3.1 girului ((Dﬂ'm),,_mél.
| | qed.
3.3. LEMA. Fie M o W*-algebrd, Z centrul sdu, A o C*-subalgebrd
w-densd alui M, De M2, ® > 0,z ¢ M,0 < & <1giec>0. Atunci pentru
orice proiector central nenul p existd un proiecior central nenul q < p i
acd, 0 <a<1, astfel incit '

190z —apt) <e.

Demonstratie. Fie Af mulfimea tuturor elementelor @ e 4,0<a <1,
Conform teoremei I. 1.8,

| @ & (((AF)")p)". |
- Exist# o familie filtratd cresciitor (c,) in ((A7)"),,, astfel inicit

@ = supec,.
]

Atunci (| @ — ¢,|?) tinde citre 0 in w-topologia, deci (O(« — o, [?) tinde
citre 0 in w-topologia. Fie Q spatiul idealelor maximale ale lui Z, iar V
partea deschisd i inchisy a lui Q, a. cdrei functie caracterigticd este p.
Aplicind teorema II.1.3 si corolarul I1.2.4] existd o parte deschisd dens$
D, a Iui V, astfel incit ! |

inf O(|z — ¢/?) (1) =0, ¢t € D,.
Dacd t; € Dy, existd ¢ € (47)™),, cu

' oz o) < £.
| 3

Fie V; o vecihéta.te deschisy gi inchis# a lui ¢,; inclusy in V, astfel inecit
Oz —el)T ()<, te T,

iar pl functia caracteristicd a Iui V,. Atunci P, este un proiector central
nenul, p, < p i -

2 ®(|2 — ¢]2)7 || <~;_-
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Rationind analog, existd un proiector -eentral nmenul p,<p, §i
be(4df)® cu |

. 1
12:(l0 — BT [ <—-
iar apoi un proiector central nenul p; < Py §i a € Af cu

1
1 ps®@(b — a2 || <—§—.

Punind ¢ = p,;, avem

: 1
1q®(|z —a|)EF || <.
| q. e. d.

 3.4. TEOREMX (de densitate cu elemente fixate). Fie M o W*-algebrd,
Z centrul sdu, Q spagiul idealelor mawimale ale lui Z, F un subspafiu vectorial
normic inchis, invariant, de tip stare al lui Mi ®eF, ® >0, 6 suportul
lui OF in Wf, teQ, (@) un gir in M g A o C*-subalgebrd w-densd
alui M .DAtunci exwistd o parte deschisd densd D a lui €, astfel incit pentru
orice t €

()f sFeAfef, i>1

Demonstragie. Conform principiului girul de partitii ale unitdtii,
putem presupune c# girul (2;);51 constd dintr-un singur element ze M,
0< < 1. } ’

Aplicind lema 3.3 §i principiul girului de partifii ale unitdgii, existd
o parte deschis® densd D a lui Q, astfel incit pentru orice te D i orice
e >0 existd ae Af cu .

1
L -5

OF([(x — a)F |*)

Fie te D. Alegem pentru orice intreg » > 1 un a, € Af cu
SR |
OF([(z—a ) [?)? < s

Fie af un punct limitd al sirului ((a,)f) in w-topologia lui M.
Atunei @ ¢ Af. Cum pentru orice »

L
2

|OF(aF — GF)* (aF — (a,)7))| < OF(laF —3F |)F OF(I(2 — a,)¥ %)

1
2,

2
< —[P]

[£]
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deducem . | ‘

|af — GF3EF =0,

af ¢f = Gf ef e AT . |
- q.e.d.
 3.5. CoROLAR. Fig¢ M o W*-algebrd finitd, Z centrul sdu, Q spagiul
idealelor mazimale ale lui Z, F =%, gi Ao C*-subalgebrd w-densd
@ lus M. Atunci pentru orice gir (2,);5, in M existd o parte deschisd densd D
a lui Q, astfel incit peniru orice te D

(a:,)erf, 1> 1.

A treia teorems de densitate rezulté din teorema I1.4.16 si din teorema

de densitate a lui Kaplangky: |

3.6. TEOREMA (de densitate a (*-subalgebrelor cu proprietatea
lipirii centrale). Fie M o W*-algebrd, Z centrul sdu, Q spajiul idealelor
mazimale ale lui Z, F.un subspafiu vectorial normic inchis, invariant, de
tip stare al lui M5 gi A o C*-subalgebrd w-densd a lui M , asifel incit A
estenun Z-submodul cu proprietatea lipirii al lui M. Atunci peniru orice
te :

Ar = My,

Remareim c4 teorema 3.6 a fost fo’osits in capitolul 11, § 5.
Cum nu putem s% ne agteptim ca pentru orice O*-algebrd A

luind M = A** gi un & unic generat, aproape orice AF si fie factor, pentru
W*-reducerea C*-algebrelor propunem un alt procedeun, schifat' deja
in introducere. , ' o | .

. Fie M o W*-algebrsi, Z centrul siu, Q spatiul idealelor maximale
ale lui Z, A o C*-gubalgebrs a lui M §i ® o Z-stare din MZ Notim
prin #3 Z-submodulul normie inchis, invariant la trdnslatii cu elemente din
A al lni M3, generat de ®. Fie pentru orice 1ed A? C*-algebra cit
al lui 4 prin %iealul bilateral inchis - - o

{6 a4, ¥(a) (#) = 0.pentru orice ¥ ¢ #4},

af imaginea lui a € 4 in AP, iar ¥ forma pe AP indusi de ¥ e #4 prin
formula - | S

¥P(aP) = ¥(a) ().

Anulatorul {¥P|¥ e #4}° al lui {¥'P|¥ € #4} in (AP)** este un ideal |
bilateral w-inchis. Fie APW *-algebra cit allui (4#)** prin {¥?| ¥ e #4°.
Deoarece {T'?| ¥ € #3} separ# elementele lni AP, scufundarea canonics a lui
AP in (AQ)** induce un s-homomorfism injectiv al lui A% in A9,
Imaginea lui AP prin aceasty scufundare este w-densd in AP,
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Demonstrim urmitoarea extensie a teoremei 2.6 :

3.7. TEoREMX - (de unicitate a W*-reducerii C*-algebrelor).
Fie Mo W*-algebrd, Z cenirul sdu, A o C*-subalgebrd w-densd a lui
M, iar O gi ¥ Z-stdri din M. Atunci existd o familie (), e; de protectori
centrali orotogonali cu suprem 1, astfel incit |

pFh = F% vel.

Demonstratie. Conform prineipiului girului de partitii ale unitdtii,
este suficient s# ardtim ci, pentru crice proiector central nenul p si orice
¢ > 0, existd un proiector central nenul ¢ < p§iay, ..., ay, by ..., b, €4,
astfel incit ’

| “ ¥ —q Y LD || <

f=1 :

Folosind teorema 2.6, existd un proiectbr central nenul p, < p
§i elemente pozitive ¢;, ..., €, dyy .-y d, € M, pentru care

p,¥—n Y, Lo, By @

i=1

<Zi
2

Aplicind succesiv lema 3.3, existd un proiector central nenul q <p M
elemente pozitive ay, ..., a,, by, ..., b, € 4, astfel incit pentru orice ¢

g

1a®(le; — T <

q.e.d.

dn||d; 1l
g D(1d, — by || < —
q ~ b, <—
‘ C T T dn ey
Atunci o
\- llqlp,_q'iglLa‘R,,‘(D“ <e

' 3.8. COROLAR. Fie M o W*-algebrd, Z centrul sdw, Q spafiul idealelor
mazimale ale lui Z, A o C*-subalgebrd w-densd a lui M, iar © g V¥
Z-stdri din MZ. Atunci ewistd o parte deschisd densd D a lui €, asifel
tncit pentru orice te D aplicatia identicd a lui A induce un *-izomorfism
al lui A? pe AY. |

Corolarul 3.8 face plauzibild si credem c#% dacéi @ este o Z-stare din
M%, atunci aproape pentru orice te W*-algebra A? este un factor.

Deocamdatd la aceastd intrebare putem rispunde doar in cazul cind 4
e @35 0~-0~ O X~ a} gobr i~ d0-Lip-L :
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. 3.9, TroREMX (de W*-reducere & O*-algebrelor de tip I). Fie
M o W*-algebrd, Z centrul sdu, Q spajiul idealelor mawimale ale lui M,
A o CO*-subalgebrd de tip T w-densd a lui M gi O o Z-stare din MBS,
~ Atunci existd o parte deschisd densd D a lui Q, astfel incit pentru orice te D

1) AP esto un factor de tipT;
2) orice proiector minimal din AP aparfine lui AP,

Demonstrajie. Conform: teoremei 1.3.14, existd un proiectdr abelian
¢ cu suport central 1 in M, o familie (p,),¢;. de proiectori ortogonali cu
suprem 1 in Z si o familie (a,),¢;y 0 < a; < 1, in A4, astfel incit |

ep, = a‘g,_ . ‘V'ieI.v N
Notdm prin @, Z-stare din M3, definitﬁ prin formula
L ‘ - (Dg(a;)e=eme. L

Dupé corolarul 3.8 putem presupune cf @ — ®,. Fie V, partea deschis# gi
inchis# a lui Q, a cdrei functie caracteristicd este p, iar D = ‘LEJI V.. Desteo
parte deschis dens# a lui Q. o |
- Fiete D. Existd . € I, astfel incit ¢ e V.. Cam a,p, = ep,, deducem

c% (a,)7 este un proiector. Mai departe, cum adap, = edep, C Zep, =
= Za,p,, rezultd ci (a)P AP (a)P = C(a)P, deci (a)PAP(a,)P. = C(a)?.
Astfel (a,)? este un proiector minimal al Iui AP, Se vede ugor c4 suportul
central al lui (a,)? in AP este 1, deci AP este un factor de tip I.

Cum AP contine proiectorul minimal (a,)?, aplicind corolarul 1.2.3,
se deduce ugor c4 orice proiector minimal al lui AP aparfine lui AP,

. | o | q.e.d.

3.10. COROLAR. Fie A o (*-algebrd de tip I, M = A** Z centrul lui
M, Q spajiul idealelor maximale ale lui Z gt ®o Z-stare din ME. Atunci
existd o parte deschisd densd D a lui Q, astfel incit pentru orice te D forma
pozitivd - ‘ S

| 2

@ 0(a) (1)

- pe A defineg_te‘o *-reprezentare factoriald de tip I. | o

Teoremele 3.1, 3.4 gi corolariile 3.2, 3.5 sint demonstrate in [48],
iar corolariile 3.8, 3.10 in [21]. Teorems 3.7 déemonstrats in esent# in [21],
‘este prezentatd cu demonstratia din [48]. |

§ 4. APLICATII : TEOREMA DE TIP STONE — WEIERSTRASS -
 PENTRU C*-ALGEBRE DE TIP I

W*-reducerea a fost deja folositd in demonstrafia teoremei
I15.16. In acest paragrat utilizim W*-reducerea in demonstratia
teoremei de tip Stone — Weiestrass pentru C*-algebre de tip I.
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o

Fie A 0 C*-algebrd si 8§ C A*. Spunem c3 o C*-subalgebrd B
a lui A separd 8, dacd pentru orice g;, g€ 8 cu

f1ls = Palzs
avem
; P1 = Pa
¢ : |
Notim prin P(A) multimea tuturor formelor pozitive ireductibile ¢ pe
Acu | 9| =1. P(4)U {0} coincide cu mulfimea tuturor punctelor extremale

ale mulfimii - »
{¢] ¢ form¥ pozitivi pe 4, ||| < 1}.

4.1. LeMX. Fie A o C*-algebrd gi B o C*-subalgebrd a lui A,
asifel tncit B separd P(A). Atunci peniru orice x-reprezeniare ireductibild
n alui A, restrictia lui = la B este o x-reprezeniare ireductibild a lui B.

Demonstragie. Presupunem ci comutantul lui =B confine un proiector
E' diferit de proiectorul nul gi de proiectorul identic. Atunci existd vectori

nenuli &,, &, cu
E & = &1y

E, E_,z =0.

Definim formele pozitive ¢,, ¢, pe A prin formulele

@) = zlnz-‘l-n o (@) (B Bl G B
(@) = o o (P () (B = B & )
o1 §i , sint ireductibile §i || ;]| = || gl = 1. Pentru b € B
o1 T i B «jr B)E:] &) + (5(0) Bl &) =
= win F (ROBIB) + (D) (= 8| — &) = % 0

Cum B separi P(4), deducem ¢, = ¢, Astfel pentru orice a € A

|7 (@) (& + &)l = ll=(a) (& — &9}l -

deci asocierea
r(a) (& + &) > w(a) (§ = &)




| daﬁnegteun operator umtarU’ Sevedeuqorei U 'c_Oﬁiutﬁ"' cn A deci
este un multiplu scalar al.operatorului: identic. Prin urmare &, este un

oultiplu scalar al Iuf &, ceea co este imposibil.

. 4.9. COROLAR. Fis

- 4.2, COROLAI Ao C*algebrd 34 B o C*-subalgebrd a lui A,

- asifel inotf B separd. P(A). Atunci A ests de tip I dacd gi numasi dacd B
estede ip L0 0 o e L T S S
" Demonstrafié. Conform corolarului 1.3.15, dac¥ A este de tip I, .

sund gl Besto dotipL. - T TS W 0 B
. Fresupunem acum ci B este de tip I. Fie . un 1deal bilateral inchis

al lui 4; diferit dé 4. B S | ,
. Conform lemei 4.1, # } B este diferit de B. Dup# teorema I.3.14,
~ B/#NB satisface condifia Iui Glimm, deci existd un element pozitiv
b e B, imaginea ciruia in B/#()B. nu este nuld i astfel incit imaginea Jui b
_prin’ orice *-reprezentare ireductibild a lui B, nucleul cireia confine pe
SN B, este de rang < 1. R R e i |
. Evident, imaginea Ini bin 4/ nu este nuli. Fie = o »-reprezentare
ireductibild a Iui 4, nucleul cireia confine pe S. Atunci nucleul restriciei
lui = Ja B contine pe #N B. Aplicind lema 4.1, deducem ci rangul lui =(b)
este <1, . o L e g L e T PO
. Astfel A/F satisface condifia lui Glimm. Conform teoremei 3.14, 4
este de-tip I.. . oo o T T

- Fie 4 o C*-algebrd. O formi pozitivi o pe A se numegte factoriald,
dacd »-reprezentarea m, asociatid lui ¢ este factorials. ¢ Se numegte de
tip I, dacth m, este de tip I. - e o

4.3. LeMX; Fie A o C*-algebrd gi B o C*-subalgebrd a lui A,
astfel incit B separd P(A). Atunci pentru orice formd pozitivd factoriald de
p L g po A, restricfia lui ¢ la B egte factoriald gi de tip T. =
| Demonstrajie. Fie w, s-reprezentarea asociatd Ini ¢. Cum w-in-

chiderea lni 7, A este un factor de tip I, exist# un s-izomorfism = al sju
pe B(H), unde H este un spafin Hilbert. Cum = T, €8t O »-reprezentare
ireductibiléh a lui 4, conform lemei- 4.1., nny B este w-densi in B(H )«

Rezult®h o4 ‘w-Ynchideres il =, B cofncide’ cu cos &' Fii: ng 4. Astfel res:
trictia lui ¢ la AT o

‘este factoriald i de tip I

44 Luuk, Fie A o C*algebrd 5i B o, C*-subalgebrd a Tui A,
astfel incit B separd PLA) U (0. Atunci w-inchideres lui B in A%
confine unitatea. lui- A**, EERN R AR
. Demonstrajie. Fie u unitatea w-inchiderii lui B in A** Dacs £ 1,
atunci mulfimea {0] 8 form% pozitiv pe 4,16 < 1,0, = 0} nu se reduce
la forma identic nuld, deci are un punct extremal nenul. Astfel existd un
element al lui P(4) care se anuleazi pe B, in contradicfie cu faptul ¢ B
separd P(4)U{o0}. ‘ ' ‘
T q. e, d.




' 4B COROLAR Fw Ao o al eb'rd B o C*-subalgebm a lm A care
- separd P(A)U {0} g ¢ 0 formd pozuwd pe B. At'umn i -
1) orice prelungire lintard pozztwd a lui qa pa A are aceeagn nor'md cu ¢ 5
- 2) orice prelungzro liniard ¢ alui ¢ pe A ot | <p|l ]l ¢ll esta pozztwd. o
- Demonstrim- acam: reclproea lemei 4.3: -
| 4.6, LeMX.- Fie A o C*-algebrd gi B o G*-subalgebrd a lm A astfel
moit B separd P(A4)U {0}. Atmm orice formd pozitivd factoriald de tzp I4¢ -

pe B are o singurd prelungzre hmard pozztwd: ps A care este factmalai
gt da tip I. |

Damonstra;w. Fle P1y Pa doui fOrme pozmve pe A astfel incit |

‘Plls == ‘Pa|B = ‘[’

RS

| ‘N@tén&f o
- (o, + ‘Pa)

| Fle T ¢ A —>- B(H) *~reprezentarea asocla,té lm Ps 1ar Ee H un vector
' cwhe eu - |

o(a) —-(ﬂ(a)E I E)' | aeA

'Conform lemel 4, 4, -inchxderea. lui m, B contme de, dec1 este 0 algebrd
von Neumann. Fie E' proiectorul ortogonal pe inchiderea lui w, (B)E.
Evident; B’ en,(B)’ si £ € B’H. Cum ¢ |, este factoriald gi de tip I, -ch (B)”E’ '.
este un factor de tlp I. Daci P este suportul central al lui E’in =, B),
atunei =, (B)"E“ este s-izomorfy cu m,(B)"'P, deci =, lB)"P este un -
factor de tip I. Prin urmare =, (B)'P este un factor de tip I.

Fie " un proiector minimal allui = (B)'P. Pentru 7 € F'H, || 4 = 1,
defmlm forma pozn:w.i o, P A prm formula . |

| | o 7 P (“) (T’ep(a')") l"l
Cum -reprezentarea
| b""F'”v(b)lmHeB(F'H)

a lui B estehreductlbllﬁr, Pn [B € P(B) Deoarece B sepa.rﬁo P(A), multlmea

{PIP formé‘ POZItW% Pe A: nP" 1, PIB = CPTI'B}

nu poa.te avea doud puncte extrema.le dJierlte, deci se reduce Ia un punet,

care a,pa.rpme lni P(4). Cum ¢, aparfine acestei multlml, rezultd c&
¢n € P (A4)..

Notind prm @ proxectorul ortogonal pe inch.lderea Tni Ty (4d)m,
G en, (4) i *-reprezentarea
4> @ m (8)|gx € B(G'H)

T ont hivalonti ot | lofinitd d leci est
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1reduct1b115 Conform lemei 4, 1 G’ rcq, (B) lorm este w- densﬁ in B(G’H),
decx mchlderea lm To( B)v; comclde cu inchiderea Ini Tty (A)n. Astfel

=G € '""@(-A) I .
- Cum ¥ este un prmector Immmal oarecare in factorul de tip’ I
7o\ B)' P, deducem c3

m (B)'P C ﬁ'o’ (A)’-

| Deoarece | |
. £ e E’E c PHE

g1 P comuta cu w,A, rezulty - |

’ : Ty (A)ﬁ CPE

& fiind ciclic pentru r,, o

| H C PH,

Astfel R -
- To(B)’ C m, (4)

' To(B)' = mo(4)’,

%(B)" = me(d)”,

Deoarece Py Py < 2<p, aphcind teorema de tip Radon-N ikodym, exists
&1y e’::, € H, astfel incit pentru orice a € 4 ‘

(@) = (m (a)t, | £,
#2(4) = (my(a) Bl&)

Cum pentru oricqg € 4 m,,(a) a,pa.rtme w - inchiderii 7o(B)’ a lui 7B, iar
@y §i q:z coincid 3 ded ucem ' ' _

1 = 9g

In sﬁx‘glt cum P idg, T,(4) = mo(B)’ = n (B)’ P este un factor
de tip I, deci ¢, = - @a = ¢ este factona,lé, .gu de tlp L.

q.e.d.

Lema 4.3, corolarul 4.5, gi lema 4.6 implics : '

4.7. COROLAR. Fie A o C*- algebrg gt Bo C*- subalgebrd o Tui
4, astfel inctt B separd P(A) U {0}. Daca 1 e8te o formd pozitivd factoriald
de tip I pe A, ¢, este o forma Ped,[logll <l i |

r.r!n —?2137

11-c, 2908
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atunci
¢ = Po-
4.8. LEMX. Fie A o C*- algebrd, M = A**, B o C* - subalgebrd

de tip I a lui A care separd P(A) U {0} i T': A - M o aplicatie liniard,
| T| < 1, astfel ineit

Tb = b, beB.
Atunce

Ta=a, acA.

Demonstratie. Presupunem ci existd a, € 4, astfel incit Ta, 7 a,.
Fie Z centrul lui M gi Q spatiul idealelor maximale ale lui Z. Conform lemei
11.4.18, existd o Z - stare @ in M%, pentru care

®( Tag) + D(ay).
Notim pentru orice ¢ € Q prin @, starea pe M definitd prin formula
D, (v) = () (f)-
Dupi corolarul 4.2, A este de tip I. Aplicind corolarul 3.10, existd o parte

deschisd densd D a lui Q, astfel incit pentru orice ¢ € D restrictia lui ®,la 4
este factorialy si de tip I. Cum ®(Tay) # ®(a,), existd t, € D pentru care

D, ( Tay) = P (ao)

§i, notind prin ¢, restrictia lui @, la 4,-avem | ¢;] = 1.
" Definim pe B - Ca, formd liniar ¢, prin formula

$o(b -+ Aay) = @, (b + ATay).
Avem

| 4a(b + )| < 1|6 + AT =
={Tb + ATa,l = '
= || T(b + 2ag)l| <
<|b + rag lly
deci {, este bine definitd si || yoll < 1. Conform teoremei Hahn-Banach

{, are o prelungire liniard ¢, pe 4, astfel incit | oyl = [l < 1.
Cum o,|z = Palp, conform corolarului 4.7, ¢; = ¢s. in particular

O (ag) = Py(ag) = pa(ag) = DPr{ Tay),

in contradictie cu alegerea lui i,.
o q.e.d.
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4.9. TrorEMX (de tip Stome — Weierstrass pentru C* - algebre
- de tip I). Fie A o O* — algebrd gi B o O* - subalgebrd de tip I a lui A,
astfel incit B separd P(A) U {0}. Atunci

B = A,

Demonstratie. Fie M = A** gi N w - inchiderea Ini B in M. Cum B
este o C* - algebrd de tip I, N este o W* - algebrd de tip I. Aplicind -
teorema I.3.11 gi remarca de dup# lema 1.3.6, aplicatia identic a lni N
se prelungegte pini la o aplicatie liniary ®: M — N cu P = 1. Notim
prin T restricfia lui ® la 4. Cum || 7| < 1i

| Tb = b, beB,

conform lemei 4.8

- Ta=a  acAd.
Astfel

| ACTACN
“deci |

M = N.

Aplicind teorema Hahn — Banach, se deduce ugor ci B — A.

q.e.d.

Teorema 4.9 a fost demonstrats pentru aga zigele ,,GCR algebre” de
Kaplangky in [27]. Conform teoremei de caracterizare a C* - algebrelor
de tip I a lui Glimm si Sakai, GOR algebrele sint tocmai C* - algebrele
de tip I. '

- In [38] Sakai a.dat o nou demonstratie teoremei 4.9 in cazul cind 4
este separabild, folosind teoria reducerii a lui von Neumann. Demonstratia
lui Sakai a fost extinsd la cazul general in [48], utilizind reducerea topologi-
cd. Expunerea noastri se bazeazi pe [48]. ' :

Lema 4.1 se gisegte de exemplu in [9], iar lema 4.6 in [38]. A

Un test important al unei dezvoltidri ulterioare a reducerii topologice
ar fi objinerea lemei 4.8 fir} condifia ca B s3 fie de tip I. In cazul separabil,
acest rezultat este emonstrat in [38]. | .

Este conjecturat ca teorema 4.9 si fie adeviratd firs condifia ca B
s4 fie de tip I. Ne pare mai plauzibil§ urmitoarea conjécturs : o

Fie A o C* - algebrd. Notéim prin F(A4) mulfimea tuturor formelor
pozitive factoriale ¢ pe 4 cu ¢l = 1. Daci B este o C*- subalgebri
a lui 4, astfel incit B separ$ F'(4) U {0}, atunci B = 4. ‘

Este posibil ca conjectura de mai sus si poatd fi abordatd folosind
reducerea topologics §i tehnici de aplicatii complet ‘pozitive, utilizate
in capitolul I, § 3. : '

Primitd la redactie la 12 iunie 1972,

Institutul de matematicd al Academiiei
Republicii Socialiste Romdnia -
Calea Grivifei nr. 21, Bucuresti 12 .
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‘TOPOLOGICAL DECOMPOSITIONS OF W*-ALGEBRAS

(ABSTRACT)

Under reduction theory of W* — algebras it is understood a representation of W* — gl-
gebras, using families of factors. John von Neumann gave a reduction of W* — algebras with
separable predual, using measurable families of factors. For the reduction theory of von Neumann
we Tefer to [8], [39], [40] and [55]. In this paper we develop a reduction theory, which uses
continuous families of factors and which was initiated in the common works with S. Stritila
[47], [48].

~ We explain briefly the topological reduction theory. Let 7 be a +— representation of a
C* — algebra with unit 4, Z the center of A% and 2 the maximal ideal space of Z. There

exist normal positive Z — linear maps @ : }?A“"'ez, such that ©(1) = 1. For every teQQ
a > O (n(a)) ()

is a state on A. Denote by n® the associated * — representation of A. The family (xP), en realizes
the topological reduction of x. If = is injective, the C * — reduction of A means the study of
the family (v A);e of C* — algebras, and the W*—reduction of A means the study of
the family (2 A¥%);cq of W* — algebras.

Conversely, let {2 be a hyperstonean space and (r)i e o a continuous family of « —repre
Sentations of A, that is every m, is associated to a state g, on A, such that for every a€ A

t — P (a)
is continuous. Putting

D(a) () = @a),

we define a positive map ® : A — C(Q). C(Q) can be represented uniquely as a maximal Abelian
selfadjoint algebra in some Hilbert space. Since ® is completely positive, by Stinespring theorein
([43]) it defines a »— representation © of A, 7 realizes the synthesis of the family (tPieq-

The first chapter has an auxiliary character. In the first paragraph we present the mono-
tone closure theorem of G. K. Pedersen, following the sketch of the proof given in [33], in the
second paragraph we give a strong transitivity theorem and in the third paragraph the charac-
terisation theorer‘_‘of type I C* — algebras of J. Glimm and S, Sakai is presented. In the third
paragraph we use completely positive maps, one of the fundamental tools in this paper.

In the first two paragraphs of chapter IT we present briefly the fundamental properties
of stonean and hyperstonean spaces. In the following two. paragraphs we develop topological
decompositions for normed moduls over commutative AW* — and W* — algebras. Finally,
in tHe last paragraph we study extreme points of Z — convex subsets of normed modules over
a commutative C* — algebra Z with unit.

- In the third chapter we study classes of C* — algebras with a geometry of projections
close to the geometry of projections of an AW* — algebra. The considered C * — algebras
contain all quotient G* — algebras of AW* — algebras. In this context we develop a C* — reduc-
tion theory. In the last paragraph some applications are mentioned.

In the fourth chapter we present the W* — reduction theory from [47] and [48], with
slight improvements. As an application, we prove the Stone — Weierstrass theorem of 1. Kaplan-
sky, following the sketch of the proof given in [48],
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