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IT.2 Potozenie i predkos¢ cd. Wektory styczny i
normalny do toru.
IT.3 Przyspieszenie
* Wersory cylindrycznego i sferycznego ukladu
wspolrzednych krzywoliniowych
* Wyrazenia na predkosc¢ w ukladach cylindrycznym
i sferycznym
e Krzywe w przestrzeni. Wersory Freneta.
e Krzywizna i promien krzywizny
*Tor i hodograf
e Wektor przyspieszenia
*Przyspieszenie styczne i normalne
*Przyspieszenie radialne i transwersalne
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Wersory cylindrycznego i sferycznego uktadu
wspotrzednych krzywoliniowych.

Dla wersorow ukladu cylindrycznego wyrazonych w
kartezjanskim UW obowiazuja wzory:

(cosd) (—sing 0
e, =|sin¢g |, € =| cos¢ |, €,=0
.0y N Y
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Wersory cylindrycznego i sferycznego uktadu
wspotrzednych krzywoliniowych cd.

Dla wersorow ukladu sferycznego wyrazonych w
kartezjanskim UW obowiazuja wzory:

(sin@cos ¢ (—sing) (cosOcos)
¢, =|sinOsing |, €,=| cos¢ |, €, =| cosOsin¢
. cosO ) . 0 | —smnb
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Wersory cylindrycznego i sferycznego uktadu
wspotrzednych krzywoliniowych cd.

Pochodna wersora (ogolnie- wektora o stalej dlugosci) jest do
niego prostopadla (albo jest wektorem zerowym) bo:

a’(u)=4a-4 =const

da®  dd

du E

@)

-a =0

W ukladzie cylindrycznym pochodna ér jest wiec rownolegla

dowersorae¢: A [cosd)] [cosd)]
de d : d - d¢
—= —| sin ¢ | = —| sin ¢ | ——
d t d t d o 0 dt
— sin ¢
:(I)[ COS(I) }:d.)éq,
0
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Wyrazenie na predkosé¢ w uktadzie cylindrycznym

Postugujac si¢ powyzszymi wzorami mozemy otrzymac wyrazenie
na sktadowe predkosci w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych:

dr dr de. dzé

dt dt o dt dt
=T¢, +1Q€, + 7€, =

=V,6, +V,C, +V,.C,

W podobny sposob mozna otrzymac sktadowe predkosci w
Uktadzie sferycznym (patrz zadania na ¢wiczeniach).
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Dygresja: catkowanie wektordéw

Catka z wektora zaleznego od parametru u nazywamy wektor,
ktorego skladowe sa calkami skladowych wektora pierwotnego:

—_ A

d(u)=a,(u)e, +a,(u)e, +a,(u)e,
jﬁ(u)du :(J‘aX (u)du)éX +
i

|
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Tory jako krzywe w przestrzeni. Wersory Freneta

Parametryzacja naturalna toru: dlugos¢ tuku jako
parametr.

Zamienmy parametryzacje wzgl. czasu t na
parametryzacje wzgl. dlugosci tuku s:

s(t):jds j\/dx " rdy(t) +dz(t) S(t’to):IdS

ST

“ VL dt dt dt

= [ vt P(r)  \tor
0
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Wersor styczny

Wersor styczny do toru mozemy zdefiniowa¢ jako

_ dr ds
dr 4 dF
s —_/dt _ dsdt _ 9T
" |df/dt] |df ds| ds
ds dt
Bo:
- 2 2 2
ﬂz d_X +(d_yj +(gj =1 lub dr=ds
ds ds ds ds
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Wersor normalny. Ptaszczyzna Scisle styczna
de .
L1l e

dt

Poniewaz t

Mozemy zdefiniowac¢ wersor normalny do
toru jako:

dé/ dé/
& = ds S dt
de,

! dé/
ds

Plaszczyzna utworzona przez wersory styczny
i normalny: plaszczyzna $cisle styczna

i
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Promien krzywizny

Infinitezymalny luk toru
mozemy przyblizy¢ przez
luk okregu o promieniu p.

ds =pdo

dp 1

ds P

de, _ de, ds A d(l) Xé de,| v
dt  ds dt " ds p dt| p
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Baza wersordw Freneta

Z kazdym punktem na torze mozna zwiaza¢
lokalny ruchomy, prostokatny i prawoskretny
uklad wspolrzednych zwany baza Freneta,
oparty o zdefiniowane uprzednio wersory:
styczny i normalny oraz o wersor binormalny,
zdefiniowany za pomoca iloczynu
wektorowego dwoch poprzednich wersorow:

N

Cp =€ XC,
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Tor i hodograf.

HODOGRAF=
Krzywa w przestrzeni
predkosci zakreslana
przez koniec wektora
predkosci.

Wektor przyspieszenia jest styczny do

Predkosc jest styczna do toru @ hodografu
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Przyspieszenie

Wektor przyspieszenia lezy w plaszczyznie Scisle
stycznej:
d°’t dv d

dv . de,
=—¢e, +V—="

a= e

dt? dt_dt(vt) ' dt
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Sktadowe przyspieszenia we wspétrzednych
cylindrycznych: radialne i transwersalne

o dv d (dr do . j
a=—= €, r—e¢ +—eZ =
dt — dt|dt dt * dt *)

d’r, drdé ,drdo. d’¢. dode, d’z,
= _2€r 6¢ +1—:- e¢ +7T + e =
dt dt dt dt dt

dt’ dt dt dt* ’
_ [f_rq) }er +[r<|§+2f<i)]é¢ +7e

Uwaga: nie myli¢ przyspieszenia
transwersalnego i stycznego, oraz
radialnego i normalnego
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Dygresja: obliczanie promienia krzywizny toru

Krzywizna k: odwrotnos¢ promienia krzywizny p.
&F|_ f(x) (&) (dz) _
ds’ ds’ ds’ ds’

(g)z 4’F) (di d°FY
K > O - [Udt ) (at? dt dt’

Zachodza wzory:
K

L
p
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Dtugos¢ wektora przyspieszenia
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