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V.4 Ruch w polach sit zachowawczych

1. Ruch czastki w potencjale jednowymiarowym

2. Ruch w polu sily centralnej. Wzor Bineta

3. Przyklad: calkowanie wzoru Bineta dla sity 1/r*
Dodatek: calkowanie wzoru Bineta przez kwadratury
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1. Ruch w potencjale jednowymiarowym

Zasada zachowania energii w przypadku jednowymiarowym:

. 2
mx
+V(x)=E
2
Mozemy odwikla¢ wyrazenie na predkosc i scalkowac po czasie:
o2 2(BE-V)
m
. \/2 (E-V)
m ° .
x(t) dx Jest to prostsze niz
j = Id’f =(t-t;)  calkowanie r. ruchu
J 2(E-V(x) &
m
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2. Ruch w polu sity centralnej

Bedziemy korzystali z dwdoch praw zachowania: energii i
momentu pedu.

Ruch jest plaski; wprowadzimy wspolrzedne biegunowe r, ¢ w
plaszczyznie ruchu.

Prawa zachowania:

%('2 +r2(])2)+V(r):E

L = mr?¢

Prawo zachowania momentu pedu pozwoli na wyeliminowanie

predkosci katowe;j: - L2
0" = 2 4

m T
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Ruch w polu sity centralnej cd.

Wyrazenie na energie mozemy przeksztalci¢ do postaci:

Pt = 2(E-v()

dr

o

Znalezienie ruchu r=r(t) sprowadza si¢ w tym przypadku do
policzenia calki i odwiklania zaleznosci od czasu.

Zaleznos¢ ¢ = ¢(t)

—t—t,
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Ruch w polu sity centralnej cd.

Zaleznos¢ kata od czasu dostajemy catkujac prawo zachowania
momentu pedu:

do L
L=mr’—=—>¢—¢, =
dt_)(l) Py mr>
dp _ do dr

dt dr dt

Dostajemy rownanie toru

r=r(o)

_V(r)_2mr

2

jd‘l’ fj) \/ 2
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Potencjat efektywny. Bariera od$rodkowa

Prawo zachowania energii moze by¢ zapisane w postaci:

2
lmi‘2+V(r)+ L ~=E
2 2mr

Czlon zalezny od L? nosi nazwe bariery odsrodkowej, bo

F:—i L = L :mr(@jz
°  dr\2mr?*) 2mr’ dt

skierowana jest od centrum sily.

Suma energii potencjalnej i cztonu odsrodkowego to efektywna
energia potencjalna:

E .=V(r)+

p,ef

L2
2mr?
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Potencjat efektywny. Bariera odsrodkowa cd.

Punkty zwrotne:

E o Ep,ef (I') = O

E

Spadanie, zderzenia

Dozwolony obszar ruchu

V()

Uktady zwigzane
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Wzér Bineta: réwnanie toru w polu sit centralnych

Rownania ruchu w plaszczyznie
ruchu- sita ma tylko sktadowa
radialna:

ma, =m(i—r¢*)=F(r) ma, =m(2$+r$)=0
Drugie z tych rOwnan to zasada
zachowania momentu pedu:

1d 1dL r=-— L d H
ma. =——(mrip)==—=0  omAr? do? \r
¢ rdt( (I)) r dt ¢

Rownanie toru otrzymamy
zamieniajac rozniczkowanie po

Stosujac dwukrotnie dostajemy:

Podstawiajac do r. Radialnego
dostajemy wzor Bineta:

czasie na rozniczkowanie po fi: d2 1 1 m r2
d:dq)d:(Ljd ~| = |[+==———F(r)
dt dtde (mr?)do do-\r/ r L
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Kiedy tor wyraza sie przez funkcje
trygonometryczne?

Przyjmijmy, ze F(r)=Fr™.

Wtedy mamy: du

0= = I\/sz mE L,
+ u —Uu
> L(n+1) )
Calka daje nam arcsin gdy pod -ZGC hOdZ| TO d Ia

pierwiastkiem mamy wielomian

drugiego stopnia bo: n= 2 , 3 |

J\/r _arcsm(i(u)j

Sita grawitacji i kulombowska
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Przyktad: catkowanie wzoru Bineta dla sity
grawitacy jne

Mamy:
cipy o & GmM
(r) ~ _r_z - 2
Charakter stozkowej zalezy od
Wz6r Bineta: wartosci mimosrodu &:
d? /1 1 mo 1 1. e€<1-elipsa
S|l T | T =— 2. g¢=1 parabola- krzywa zmierza
do”\r r L P do nieskonczonosci dla
Ma rozwiazanie w postaci krzywej ¢=¢ 0+TE
stozkowej ogniskiem w centrum 3. &>1- hiperbola- krzywa
sity: 1 1 ¢ zmierza do nieskonczonosci
—=—+ —cos((l) — 0, ) dla ¢ = ¢ ,+arccos(1/ €)
r-p p

o
1+ecos(dp—d,)
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Wartosé mimosrodu ¢

Mimosrdd wyznaczamy wstawiajac wyrazenie na u=1/r do catki
energii otrzymanej ze wzoru Bineta (tr. 13):

1 1 ¢ du ¢ . 1 ma

L= roeos(bod); Go==Csin(b-a); =T
du’ , 2mE 2
— | +U° = +—U
dd > p
) 2
e . 1 ¢ 2E 2(1 ¢
—sin“(¢—¢ +£—+—cos O—0¢ j:—+—(—+ cos(d—¢ j
pZ(”)pp(”) pappp(”)
2 2
C L LEL 2 2 g a=\/1+ L e 1025
P p paoa p o Mo’ o
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Mimosrod jako funkcja energii

2
8=\/1+ 2L E:\/1+2LE; p>0, >0

mao.” o

Wida¢, ze mimosrod jest:

Jmniejszy od 1- rozwiazanie eliptyczne- dla
ujemnych energii,

Jwiekszy od 1- rozwiazanie hiperboliczne- dla
dodatnich energii,

Jrowny 1- rozwiazanie paraboliczne- dla energii
zerowych
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Dodatek: Catkowanie wzoru Bineta dla sit centralnych
przez kwadratury

Wida¢, ze w polu sit centralnych
naturalna zmienna jest u=1/r.

W zmiennej u F(r)=F(1/u)=f(u) i ze
wzoru Bineta dochodzimy do r.r. z
rozdzielonymi zmiennymi::

d“u m ) du
> TU=—| 5 f(u)_
dd L°u” d

¢
s Kd“] e O
2 do| | do 2 do

Kg_(l;j:uz}_( " jjf(u)dwc _+( LTjjp(r)dHcl )

Jan KroélikowskKi Fizyka IBC 13




r. akad. 2005/ 2006

Dodatek cd.
Ostatni wzor jest tozsamy z calka Przeksztalcamy dalej (*) z tr. 9,
(prawem zachowania) energii: tak, zeby rozdzieli¢ zmienne:
du 2m
m L* — | == [F(r)dr+C, —1?
(r +12¢? )+V(r) C,— (dd)j |2 J (rydr+C, -u

2 ' 2m

e . : du
Jezeli pamietamy, ze praca sily J +C,=¢
radialnej jest rowna —(energii 2m J‘ F(r)dr+C, —u?
potencjalnej): !

dr
jF(r)drz—V(r) | — ¢y =0
r2\/—2_"F(r)dr+C1 —(1/r)
Stad stala C, jest proporcjonalna

do energii catkowitej E: B
j > (1) o (I)o
2mE \/ k

C. = —
1 L2 E V r) 2mr2
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Dodatek cd.

Ostatnie rOwnanie jest takie same
jak otrzymane juz r. toru na tr. 5.

Jest to sprawdzenie, Ze z rOwnania
Bineta mozemy znalez¢ ruch i tor
dla sil centralnych.
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