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VI.5 Ruch ciata o zmiennej masie
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Uogdlnione rownanie ruchu i prawo zachowania pedu

Czastka P o masie m i predkosci v w ukladzie

. . v
inercjalnym.

Do czastki przylacza sie druga czastka o w

Znikomo malej masie dm i predkosci w. dl m

Zmiana pedu ukladu w czasie dt:
dp =[B(t+dt)-p(t)]dt =(m+dm)(v+dv)-my —dmw =

~mdv + dm(v —W)

Rownanie ruchu:
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cd.

Aby rozwiazac problem takiego ruchu musimy dodatkowo podac¢
zaleznos¢ masy od czasu m(t) oraz predkosci u od czasu u(t).

Na ogol, technika rozwiazywania r.r ciala o zmiennej masie
polega na zastapieniu rozniczkowania po czasie przez
rozniczkowanie po masie:

d dnd _ d

dt dtdm  dm
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Przyktadl: Ruch rakiety w statym polu g

Rakieta porusza sie pionowo do gory. Gazy wylatuja z jej dyszy
ze stala predkoscia u i w stalej ilo$ci: dm/dt=-a.
dm
dt
m(t) =m, —at

R. Ruchu w kierunku pionowym:

dz__ &

dt’ m

dz dz dz , d’z au
——=—-a ; =a — b
dt dm dt° dm® m

2
d°z __9.,u
dm®> a* am
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Rakieta cd.

Catkujemy dwukrotnie wzgledem m:

dz —— I m+dm+ C,

dm a’ a
g u
z(m):—aggmz+g(nﬂnnr4n)+CJn+C2

dlat=0:m(0)=m,;z(0)=0;v,, =V, #0

dz dz dz

_ — VO ——a—— ; o VO
dt m, dm

0 dm m, a

\Y, u
C, = ——0+im0 ——Inm,

a a’ a

u v u
C2:—E%Jnf———(nhlnn%—4n0)+Cﬂn—4n0(——£~+£%n%-——Jnn%j
2a a a a a
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Rakieta cd.
Wstawiajac warunki poczatkowe:
Z m
OI—:vZ =V, +g(m—m0)—uln—
dt a m,
2

z(t)=v,t L E{(m0 —~ at)ln(l —itj + at}

2 a m,
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Przyktad 2: spadajaca kropla

Zmiana masy kropli nastepuje w wyniku kondensacji badz
parowania wody z/ do otoczenia.

Badania doswiadczalne pokazuja, Ze prawo zmiany masy silnie
zalezy od warunkow:

1. W prozni kropla odparowuje mase proporcjonalnie do swojej
powierzchni (~R?).

2.W osrodku dla malych predkosci wzglednych zmiana masy jest
proporcjonalna do promienia kropli R, a przy wiekszych
predkosciach proporcjonalnie do R3?u'/>

Dodatkowo zazwyczaj nalezy uwzgledni¢ sile oporu osrodka.

Przyjmiemy, ze przed kondensacja lub po odparowaniu para
spoczywa w ukladzie inercjalnym tj. u=v. Zaniedbamy sile
oporu. Os OZ kierujemy zgodnie z g.

Warunki poczatkowe w t=0: Z(0)=0; z(0)=0; m(0)= u; u=v
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Kropla cd.

Rownanie ruchu:

. m
V+—V=(
m

Pochodna logarytmiczna oznaczymy przez f(t):

Rozwiazaniem jest:

v(t) :%jt-F(t')dt'

Dinm=" ()

dt m

F(t):=exp]| [f(t)dt |=m(t)
%:F%[:f(t)dt] SR (1) =F o
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Kropla cd.
gF gf
R R
_ o
= FJF
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Kropla cd.

a) Przyjmijmy, ze kropla paruje proporcjonalnie do powierzchni:

1/3
m=—-a4nR*; R= Amm’(t):(ij mm’(t);
4mp
AV
3 2/3 \3 } 3H2
m(t)=|p—-4na| — | t | —
R [“ (4npj J | 2a
Catka z m(b):
2/3 \* // i
[u — 475&[3] tJ
4mp 4 | t
[F(t)dt = [m(t)dt' = — / |
3 : >
l6ma| —
o) 4
. , . g 2 K
Prowadzi do predkosci: v(t)=- u—4maA‘t-
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Kropla cd.

b) Przyjmijmy, ze na kropli nastepuje kondensacja
proporcjonalna do promienia:

m = +aR

Calkujac mase wzgledem czasu dostajemy:

’ 3/2
m(t) = (“z + gaAtj

5/2
fm= 221+ Zant]
5aA 3

Predkos$é wynosi: _ 39 b 29t
v(t)= 372
5aA| " 3 ( 2 ) 5
L+ gaAt
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