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VII.1 Pojecia podstawowe.
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Model matematyczny ciata sztywnego

Zbior punktow materialnych takich, ze
‘r —r.‘—const ,J=1,....N

Cialo sztywne nie ulega 4
odksztalceniom w wyniku dziatania  (J M
sil. _

|
°-g

Swobodne cialo sztywne ma 6 stopni
swobody:

3 translacyjne, opisujace ruch >
wybranego punktu P np. jego srodka
masy,

*3 rotacyjne, np. katy Eulera,
opisujace ustawienie ciala wzgledem
tego punktu
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Ruchy ciata sztywnego

Swobodne cialo sztywne ulega przesunieciu w kierunku
dzialania sily zewnetrznej F gdy ten kierunek przechodzi przez
srodek masy ciala Pg,.

W tej konfiguracji znika moment sily.

Gdy dowolny punkt ciala P jest unieruchomiony
cialo dokonuje obrotu dookota niego.

Obrot nastepuje wskutek
dzialania momentu silty
wzgledem P:

M =T xF
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cd.

Na cialo sztywne moze dzialac¢ wiele sil. Wypadkowa sila i

wypadkowy moment wzgledem pewnego punktu O dane sa
jako:

F=YF
|\7| =Z|\7|Oi ZZFOi ><|Ei

Jezeli wypadkowa sita i wypadkowy moment dwoch zestawow
sil sg takie same mowimy o rdwnowaznych ukladach sil.

Uklady rownowazne maja jednakowe momenty wzgledem
dowolnego punktu.
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cd.

Uklad sil dzialajacych na cialo sztywne mozemy zawsze zastapi¢
przez uklad sil rownowaznych. Ruch ciala sie nie zmieni.

W ogolnym przypadku ruch bryly sztywnej sklada sie z ruchu
postepowego i obrotu.
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Twierdzenie o redukcji uktadu sit

Dowolny uklad sil dzialajacych na bryle sztywna mozna zastapic
sila wypadkowa, r0wna sumie dzialajacych sil i zaczepiona na
linii dzialania tej sily i jedna para sit o momencie rownym
momentom sil dzialajacych wzgledem punktu zaczepienia sily
wypadkowej.

Dowod:
1. Wypadkowa pary sil znika; para sit nie wnosi wiec wkiadu do
ruchu postepowego.

2. Sita wypadkowa ma znikajacy moment wzgledem swego punktu
zaczepienia. Stad moment catkowity jest rowny momentowi pary
sil. Tylko para sit zmienia moment pedu bryty.
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VII.2 Obroty bryty sztywnej dookota ustalonej osi
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Wielkosci charakteryzujace obrét bryty sztywnej
dookota ustalonej osi

Masa m:jﬂdmzj'yp(F)de,r

Moment bezwladnosci wzgledem ustalonej osi:

| = wrzdm = m'p(F)rfd?,r

Energia kinetyczna ruchu obrotowego wzgledem ustalonej osi:

1
E = |’
k,obr 2

Moment pedu bryly sztywnej:

|
|
Sl

Jan Krolikowski Fizyka IBC 8



r. akad. 2005/ 2006

Rownanie ruchu obrotowego dookota ustalonej osi

W tym szczeg6lnym przypadku wektory M, L i o skierowane sa
wzdluz jednej prostej- osi obrotu:

V—FxE- 9[- 9o
dt dt

lo =lg

Rownanie ruchu postepowego:
- d’r
F=ma=m—

dt
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Momenty bezwtadnosci

Momenty bezwladnosci prostych bryl

obrecz obrecz

.-
0s

krazek krazek

f’b

— mr’
Iy="
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Momenty bezwladnosci prostych bryl

plytka

plytka

'
0s

walec pelny walec peiny

cienki pret cienki pret

]
I=7
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Momenty bezwladnosci prostych bryl

kula pusta

(cienka warstwa kulista) kula pelna

prostopadloscian
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Twierdzenie o osiach réwnolegtych

Twierdzenie Steinera pozwala przeliczac
momenty bezwladnosci wzgledem dwoch
rownoleglych osi odleglych o d. Niech O
bedzie $rodkiem masy. y' 1y

" :H dmx 2 :H dm(x+d)2 =

=IO+2d”jdm-x+d2”jdm= =

=l

2
=1° +md P d O
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VII.3 Réwnania ruchu bryly sztywnej. Tensor
bezwtadnosci
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Rownanie ruchu bryty sztywnej

Srodek masy bryly sztywnej:
[JJrdm [[[Fe(F)dur
R—_V __V

m m

Calkowity ped bryly sztywnej:

5:jj fdm =mR = mV
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cd.
Ruch postepowy:

dP
dt

_F

Ruch obrotowy: os obrotu przechodzi przez wybrany punkt w
ukladzie inercjalnym, np. przez O. Predkos¢ liniowa dowolnego
punktu bryly jest dana wzorem: V=0xT QObliczamy calkowity

moment pedu: L(t)= J:UL )dm J:U r>< o)xr )dm_

£: |\7| —_mr odm - _m (F-®)rdm
dt L =g (t) oy (T)
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Tensor bezwitadnosci

W ogolnym przypadku moment pedu bryly sztywnej nie jest
rownolegly do wektora predkosci katowej:

L=lo;, L, =l
Skladowe tensora bezwladnosci obliczone w pewnym ukladzie

odniesienia: -
L, = ”_[dm(rzt“)kj—rkrj) ®;
R
l; = .”dm(rzéskj —rkrj)
\Y

= Jffam(s" 2 = ffam(x )

\Y

l,, = J.:jdm (x*+y?)

Ilzz—}i_[dmxy; I13:—J'£J'dmxz; I23:—J.ydmyz
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cd.
Tensor bezwladnosci jest tensorem symetrycznym:
Ly =1
Ma 6 niezaleznych sktadowych: Momenty dewiacyjne

_” dm(y? +2°) —j”dmxy —::dmxz _

Y Y Y
| = —j”dmxy H dm(x* +2°) —::dmyz
v Y Y
~[[[ dmxz ~([[[dmyz  [[[dm(x* +y?)
_ Vv \/ \/ |

Momenty gtowne
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cd..

Tensor bezwladnosci zawsze mozna zdiagonalizowac tj. tak
obroci¢ uktad wspotrzednych, zeby momenty dewiacyjne znikly
i zostaly tylko momenty gldwne. Mowimy, Ze sprowadzamy
tensor bezwladnosci na osie glowne

Tensor bezwladnosci obliczany w ukladzie inercjalnym jest na
0gol zalezny od czasu m.in. dlatego, ze bryla si¢ obraca w UL.

W ukladzie zwiazanym z bryla np. w jej ukladzie srodka masy
tensor bezwladnosci jest niezalezny od czasu ale uklad zwiazany
z bryla jest na ogol ukladem nieinercjalnym.
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Zdiagonalizowany tensor bezwtadnosci

Tensor w postaci diagonalnej:

I, 0 0)
=0 I, 0
0 0 1,

Wielkosci I, I, I; nazywamy glownymi momentami
bezwladnosci, a odpowiednie osie ukladu wspolrzednych-
osiami glownymi.

Dla cial o symetrii sferycznej wszystkie glowne m.b. sa sobie
rowne.

Dla cial o symetrii obrotowej dwa z gtlownych m.b. sa sobie
rOwne.
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Elipsoida bezwtadnoSci

Obliczmy i zdiagonalizujmy tensor m.b w ukladzie srodka masy
bryly. W tym ukladzie zbudujmy elipsoide o potosiach:

MLV AR

Sposob znajdowania kierunku

wektora L gdy dany jest

Pi. styczna
kierunek wektora o jest % ~ < Y
przedstawiony na rysunku. O

'_93
ok
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