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VIII.1 Pojecia mikrostanu i makrostanu uktadu N
punktéw materialnych. Prawdopodobienstwo
termodynamiczne. Entropia.

VITI.2 Rozktad Boltzmanna
VIII.3 Twierdzenie o wiriale
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Uwagi wstepne

W przyrodzie mamy czesto do czynienia z ukladami
skladajacymi sie z bardzo duzych liczb czastek (ktore
przyblizamy przez punkty materialne). Np. gaz w tej sali ma ok.
10" czastek/cm3 (10?2 cz./litr).

Nawet gdyby mechanika klasyczna wystarczala do opisu takiego
gazu, rozwiazanie zagadnienia poczatkowego 10 sprzezonych
rownan ruchu jest poza naszym zasiegiem — analitycznie i/lub
numerycznie.

Na szczescie, rzadko kiedy interesuje nas los pojedynczych
czasteczek, bardziej interesujace fizycznie sa makroskopowe
parametry stanu ukladu jako calosci takie jak temperatura,
cisSnienie, objetosc¢ i gestos¢; takie parametry mierzymy
eksperymentalnie i takie parametry udaje si¢ wyznacza¢
metodami statystycznymi.
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cd.

Parametry makroskopowe ukladu wielu czastek sa wyznaczane
przez Srednie zachowanie sie czasteczek.

Przyktadowo N identycznych nieoddziatujacych ale zderzajacych
sie ze soba i sciankami czastek o masie m w naczyniu o objetosci
V powoduje wywieranie cisnienia na $cianki naczynia. Cisnienie
p dane jest jest zwiazane ze Srednia wartoscia kwadratu
predkosci czastek <v?> lub z ich Sredniq energia kinetyczna <E, >
wzorem:

1 > 2N
P=——M<V >=——<E_ >
3V 3V

Podczas gdy predkosci czastek nieustannie ulegaja zmianie, ich
srednia energia kinetyczna w warunkach rownowagi jest stala.
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Obliczanie sSrednich warto$ci parametrow mikroskopowych w
ukladach bardzo wielu czastek jest przedmiotem fizyki
statystycznej. Zazwyczaj takie obliczenia wymagaja przyjecia
pewnych zalozen dotyczacych mikroskopowych wlasnosci
oddzialywan miedzy czastkami.

Zwiazek tak obliczonych srednich z mierzalnymi parametrami
makroskopowymi jest takze przedmiotem fizyki statystyczne;j.
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W dalszych rozwazaniach bedziemy zajmowali si¢ ukladami
bardzo wielu punktow materialnych, ktore

* nie oddzialuja ze soba na odleglos¢,

* oddzialuja sprezystymi silami kontaktowymi w wyniku
zderzen.

Taki uklad jest np. modelem gazu jednoatomowego (gaz
doskonaty).

Liczba stopni swobody ukladu N takich czastek wynosi 6N;
Dla kazdej czastki mamy 3 skladowe polozenia i 3 skladowe
pedu (predkosci).
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Rozktad Boltzmanna

Najbardziej prawdopodobny rozklad liczb czastek o danych energiach
dla ukladu N czastek w temperaturze T:

N(E)dE = %e—ﬁ g(E)dE

gdzie normalizacja dana jest przez:
7 = f e(E)e "dE i  N= f N(E)dE

Funkcja g(E) jest gestoscia stanow o danej energii E.
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Mikro- i makrostany

Rozwazmy uklad zlozony z bardzo duzej N —oo liczby
identycznych (ale ponumerowanych) czastek w objetosci V. Na ile
sposobdw mozna te czastki podzielic migdzy K komorek
przestrzeni fazowej (np. dzielac V na mate komorki lub dzielac
dostepny obszar energii E na E, i=1,.. K komorek — pozioméw)?
Kombinatoryka dostarcza odpowiedzi:

( K—1 )
P(N,..N ) NN N
N ) = N N i1 = N1
1 2 \ NK ) IJ.;‘II; 1

Ten wzor okresla prawdopodobienstwo termodynamiczne.
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Mikrostan: stan zawierajacy okreslone czastki w komorkach
przestrzeni fazowe;.

Makrostan: stan zawierajacy okreslona liczbe czastek w komodrkach
przestrzeni fazowe;.

Przyktad: Podzial 4 czastek miedzy 2 komorki przestrzeni fazowe;j.
Mamy 5 makrostanow: {4,0}, {3,1}, {2,2}, {1,3}, {0,4} i 16 mikrostanow:

na {4,0} i {0,4} przypadaja po 1 mikrostanie,

na {3,1} i {1,3} przypada po 4 mikrostany,

na {2,2} przypada 6 mikrostanow.

Boltzmann: prawdopodobienstwa wystapienia
mikrostanow o tych samych energiach sa takie
same.
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Prawdopodobienstwo i entropia

Boltzmann powiazat prawdopodobienstwo termodynamiczne z entropia —
termodynamiczna funkcja stanu uktadu:

S= k- In P(N,,...,Ny)

czyli
S=k (In N!-In N,! -....- In Ni!)
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Wyprowadzenie rozktadu Bolzmanna

Najbardziej prawdopodobny rozkiad energii to taki dla ktorego
entropia osiaga maksimum.

Znalezienie maksimum S sprowadza si¢ do znalezienia maksimum InP.
K
InP=InN!-> N!~NImnN—N—-() N InN)+> N =
=NInN-) 'N. InN,

ekstremum : dlnP=d(NInN) — Z N InN )
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Ponadto mamy dwa rownania wiezow:

U=> NE =const czyli dU=d()_ NE)=) EdN =0

N=> N czyli dN=d() N)=> dN =0

Postuzymy si¢ metoda mnoznikow Lagrange'a , zeby znalez¢

ekstremum zwigzane InP:

dInP=—() dN. InN +) adN +) EBdN )=0
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czyli dla kazdego i musi zachodzi¢ znikanie wspotczynnikow przy niezaleznych dN. :
InN. +a+BE =0 czyli catkujac N. =g exp({3E, )exp(-c)

Znajdujemy mnoznik Lagrange'a z o rownan wiezow:

N=2Ni =e " Zgi exp(—BEi) czyli exp(-c)= : N %
Zgi eXP(_BEi)

Mnoznik Lagrange'a 3 : dla dwoch uktadow w rownowadze 3 =(3(T) =1/kT
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Przyktad rozktadu Boltzmanna: gaz nieodziatujacych
twardych czagstek

Jest to rozklad Maxwella- Boltzmanna.

Obliczymy explicite funkcje podzialu Z w tym przypadku.
Niech U jest calkowita energia kinetyczna czastek gazu:

N p2
U=SE =311
; K,i gzm

Obliczmy catkowita liczbe mikrostanow o E<U - G(U)
postugujac sie rozkladem Boltzmana. Jezeli g(E) jest gestoscia
stanOw a na jeden stan przypada objetos¢ d w 6-wymiarowej
przestrzeni fazowej mozemy napisac:

jj av [[] dp- ( j(z mu)”

U=const
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Gestos¢ stanow g(E)=dG(E)/dE:
g(E) =2n(2m)’"*EY?V /d

Mozemy wiec obliczy¢ funkcje podzialu Z oznaczajac przez
B=1/KkT: "

3/2 o0
Z= jg(E)dE = 2“(22) v jJEe—BEdE =
0

e= BE _2n(2m)*V 1 .
—pde] d 3/2I Vee de -

_2n (2m)3/2V (N ( j(znmjm
"RE r(3/2)= 3

['(3/2)= n12/2 jest funkcja gamma Eulera.
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Uzupemienie: wtasnosci funkcji " Eulera

Funkcja I jest uogolnieniem silni na dowolne liczby rzeczywiste.

Definicja:

Wlasnosci:

r(x)=[tedt; x>0
0

lim n*n!

Lx)=__ X (X +1)...(x +n)

F(x+1)=xI'(x); I'(nt+l)=n!

I'(x)[(x—1)= Si;nx (x#0,£1,42..)

r'(1/2)= 2Te—t2dt =Jr; T(3/2)=+n/2

(2n)!

r(n+1/2)=

Jan Krolikowski
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Gestos¢ prawdopodobienstwa

N(E)dE = Nf(E)dE = (gjg(E)eBEdE —

3/2
f(E)= : 3/2 275(2m)d V\/Ee_BE
V[ 2mm
G
_i 3/21/2 ~—PBE
f(E)_\/%B E' e
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Zastosujmy otrzymany rozklad do obliczenia sredniej energii
energii kinetycznej gazu twardych kulek:

[EF(E)dE r(5/2)([1j/2 .
<E>:<Ek>:c(>)o - NG D)
| f(E)dE r(3/z)(Bj
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Rozktad predkosci czasteczek

Znajac f(E) mozemy obliczy¢ rozklad predkosci czasteczek
zamieniajac zmienne:

dN(v)dv =Nf(v)dv; dN(E)dE=Nf(E)dE
dN dNdE dN

= =—mvV
dvn dedv dE

f(v):(

mv?

3/2 mv?
j (4nv2)e 2T

m
27KT

Rozklady skladowych predkosci sa rozkladami normalnymi, tym
szerszymi im wyzsza jest temperatura.
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Ksztalt rozkladu Maxwella

Fio) A fl 273 K
N | constv?
\
N /
\\ /
\ /’ :
N e (-5)

: mnj)
peexp | - BL
constv> p( o

0 0 1 2 3 4 5 6 7 38
predkos¢ v w km/s
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Predkos¢ najbardziej prawdopodobna-
odpowiada maksimum rozkladu

Maxwella:
2KT
Vpr - m 3/2 _M
3 J—
jvf(v)dv 47{2 kT) _[v e 2Ty =
Predkos¢ srednia (pr. Srednia m V2TV 1 (8kT
kwadratowa): :4n(2nkT) (?) i
I 2 3KT
= zf = — E —_
!v (v)dv m< ) -

:m:@
(v)

(V) >{v)>V
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Predkosci srednie:

v
PT <u>

\/ Ukw

|
|
I
|
|
|
1
!
|
!
:
i
i
i
1

predkos¢ w jednostkach l/%f
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Twierdzenie o wiriale

Jest to zwiazek miedzy srednia energia kinetyczna i Srednia
wartoscia iloczynu skalarnego

Wyprowadzenie:

R. ruchu czastki:

Usredniamy po dlugim okresie czasu
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Dla N jednakowych czastek mozemy doda¢ wzory dostajac:

2|\|<Ek>=—<2|fi F>

Uwzgledniajac to, Ze na i-ta czastke dzialaja sily zewnetrze i sily
wewnetrzne dostajemy:
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Jezeli czastka porusza si¢ w ograniczonym obszarze przestrzeni i

z ograniczong predkoscia co narzuca ograniczenia na lewa strone
tego rOwnania:

d . -
m—(r-v))=m
(Gl 9)
Dostajemy wiec twierdzenie o wiriale (R. Clausius, 1870):

<ﬁ-F>:—2<Ek>

A |m

cd oo me. -
!a(r-v)dt:—[r-v]o—w
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Zastosowania tw. o wiriale

1. Zwiazek miedzy srednia energia kinetyczng i srednia energia
potencjalng dla czastki odd21a1u1ace1 sila centralna -k/™mz
pewnym centrum sily.

Poniewaz w tym przypadku E.F = _rdi dostajemy
natychmiast: o dr
2(E,)=n(E, )
n
E) = E
n-2

2. Cisnienie gazu
Rozwazmy gaz doskonaly w szesciennym naczyniu o krawedzi a.

Na czastki gazu i dzialaja newtonowskie sily zewnetrzne F,,, a
wiec czasteczki dzialaja na Scianki -F,; co jest przyczyna
cisnienia gazu na Scianki naczynia.
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Sile mozemy rozlozy¢ na skladowe prostopadle i rownolegte do
scianek:
< +F,

Sredniujac po czasie sume po wszystkich czastkach
otrzymujemy:

DLUEOLEY

Dla 3 scianek szescianu, ktore stykaja sie¢ w poczatku ukladu
wirial jest rowny zeru, dla trzech pozostalych scianek zachodzi:

<Z F. -F> — —a<2|3u> = —aF = —pa’ =—pV
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Gdzie przez F oznaczylismy calkowita srednia wartosc sily
wywieranej przez $cianki na gaz, a p=F/a? jest ciSnieniem.
Poniewaz mamy N czastek gazu i trzy Scianki dajace wklad do
wirialu sit zewnetrznych dostajemy ostatecznie:

3 1 -
N(E,) = EpV_E<ZFij 'rij>

Dla gazu doskonalego wirial sit wewnetrznych znika i dostajemy
znane rOwnanie gazu doskonalego:

3
N<Ek>=?pv
lub
_1IN 2 _ 3 _N
p—3vmv>, (E, 2kT,p VkT
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3. Ruchy Browna

Bezladny ruch czasteczek pyltku kwiatowego zawieszonych w
cieczy zostal odkryty przez botanika R. Browna w 1827.

Byl to pierwszy doswiadczalny dowdd realnosci kinetycznego,
czasteczkowego obrazu materii.

Teorie ruchow Browna podali niezaleznie A. Einstein i
M.Smoluchowski w 1906. Ponizej podamy przyblizone
wyprowadzenie wzoru Einsteina- Smoluchowskiego metoda
Langevina z 1908.

Bedziemy badali ruch pojedynczej czasteczki zawiesiny.
Przyjmijmy, ze na czasteczke dzialaja dwa rodzaje sil:

1. Bezladne sily zderzeniowe pochodzace od wszystkich czastek
cieczy, majace wypadkowy wektor F =(X, Y,Z),

. ; en e ~ dr _
2. Sila oporu (lepkosci) cieczy F =-6mr, e —Kv
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Bedziemy rozwazali ruch czasteczki zawiesiny wzdluz dowolnie
wybranej osi (np. OX). Skltadowa sily:

F =X —Kx

Skorzystamy z tw. o wiriale, mnozac przez x i usredniajac po
dlugim czasie:

m(v,”) = —<|3-F>X = —(XX) + K {xx) = K(xx)

V)

3

Skoro czastka porusza sie bezladnie to <V2x> = <V2y> = <v22> =
i lewa strona rownosci wynosi:

m<V2x > =KT
Zas$ strone prawa mozemy napisac jako: (KXX> _ g%<xz>
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Dostajemy rownanie Einsteina- Smoluchowskiego:
=29 0e)
2 dt

t th X2 K
kT!dt:th:Ej%dtz—<x2>

<X2> _ KT ‘ RT
3nnr, 3NN,
Wynik nie zalezy od masy czasteczki zawiesiny!
Mierzac <x(t)> mozemy wiec wyznaczy¢ liczbe Avogadro.
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