Rachunek rézniczkowy i catkowy: Seria
VII

1 Granica funkcji wielu zmiennych.

ZADANIE 1.1
Wykazaé, ze cho¢ dla funkcji
22y
w?y? + (z —y)?

[, y) =

granice iterowane sg réwne

lim(ling f(z,y)) = lim(lim f(z, y)) = 0

to mimo tego funkcja nie jest ciagla w zerze.
ZADANIE 1.2
Wykazaé, ze dla funkcji

1 01
F@.y) = (@ +y)sinsin

granice iterowane nie istnieja, ale mimo to funkcja jest ciagla w zerze.

ZADANIE 1.3
Wyznaczy¢ granice iterowane

lim(lim f(z,y)), oraz lim(lim f(z,y))

T—a ysb yob T
jesli
1. oy
f(l’ay):ma =00, b=o00;
2. .
f(x,y):sin2x+y, =00, b=o0;
3. ”
flz,y) = vz 4= +oo, b= +40;
4. -
flz,y) = m—ytgl g a=0, b=oc;
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f(z,

ZADANIE 1.4
Wyznaczy¢ granice podwojna

dowodzac nieréwnosci

ZADANIE 1.5
Wyznaczy¢ granice podwojna

dowodzac nierownosci

ZADANIE 1.6
Wyznaczy¢ granice podwojna

dowodzac nieréwnosci

y) = log,(z +y),

S e~y +y?

$2 1 X
0<(ﬁﬁgﬁ <(3)

a=1,

r+y

T—00 p2 __ 2
y:oox Ty +y

1 1

r+y L
2|y

‘ =

2 Pochodne czastkowe

ZADANIE 2.1

Wyznaczy¢ wszystkie pierwsze i drugie pochodne funkcji:

L f(z,y) = ze¥ +y;

2. f(z,y) =ysinx + z%
3. f(x,y) = arctg?;

4. f(z,y) = eV,
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5. flz,y) = 2%V
6. f(x,y) = e cos(zy);
i sprawdzi¢ réwnos$é pochodnych mieszanych.

ZADANIE 2.2
Sprawdzi¢ réwnosci trzecich pochodnych mieszanych fozy = foyz = fyee dla funkcji:

L fz.y) =2y + zy;
2. f(z,y) =e "V
ZADANIE 2.3
Wykazaé, ze
L jezeli f(z,y) = In(2* +y*) (dla (z,y) # (0,0)), to for + fyy = 0;
2. jezeli f(x,y,2) = In(z? + y* + 2?) (dla (z,9,2) # (0,0,0)), to & fy. = yfow = 2fuy;
3. jezeli f(x,y) = zytg(y/z) (dla z #0), to zf, +yf, = 2f.

ZADANIE 2.4
Wykazaé, ze funkcja

22
c(z,t) = D exp (_4Dt>

spetnia tzw. rownanie dyfuzji

ZADANIE 2.5
Wrykazaé, ze funkcja Y (0, @) = e*¥ sin 6 cos § spelnia réwnanie
0 oY %Y

sin 980(5111 6&9> + 92 + 6sin*(0)Y = 0.

ZADANIE 2.6
Wykazaé, ze dla dostatecznie wiele razy roézniczkowalnych funkeji zachodzi

1.
2 2
223 - gQZ - 2agu =ou, dla u=e*f(z—y)
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aZU 82U " !
a%__(??y__zf, dla u=fly—z)—zf(y—=x)
T T gy TP gy = A =)

3 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

ZADANIE 3.1
Wyznaczy¢ punkty stacjonarne i okredli¢ ich charakter dla funkcji

1.

flz,y) =2y’ (6 —z —y)
2.

fla,y) =2’ +y° = 3ay
5 50 20
f(x’y):xy+_+_a Jf,y>0
T Yy
4.
22 2

f(z,y) =y 1—¥—§

> + by +
ar + by +c
F@y) = ey =T a’> + b2+ #£0
6.
flz,y) =z +y+4sinzsiny
7.
flz,y, 2) = 2% +9° 4+ 2% + 22 + 4y — 62
8.
flz,y,2) = 2° + 9> + 22 + 122y + 22
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4 Ekstrema zwigzane funkcji wielu zmiennych

ZADANIE 4.1

Stosujac metode czynnikéw Lagrange’a znalezé punkt na plaszczyznie x + y + 2z = 1 lezacy
najblizej poczatku ukladu wspoétrzednych. W tym celu okresli¢ punkty stacjonarne funkcji
flz,y,2) = 2% + y* + 2? z wiezem zadanym przez réwnanie plaszczyzny. Jak sformulowac
ten problem (a nastepnie rozwigza¢ go), gdy szukamy punktu na plaszczyznie najblizszego
punktowi (2,1,1)7

ZADANIE 4.2
Wirod trojkatow o obwodzie ¢ znalezé ten o maksymalnym polu. W tym celu skorzysta¢ ze
wzoru Herona na pole trojkata o bokach a, b1 c,

P = \/s(s —a)(s—b)(s—c),

gdzie s = (a+b+c)/2. Tym trojkatem jest oczywiscie trojkat rownoboczny. Zastosowaé metode
czynnikow Lagrange’a.

ZADANIE 4.3
Na sferze 22 +y%+2% = 1 wyznaczy¢ punkty najblizszy i najdalszy punktowi (1, 3, 4). Zastosowac
metode czynnikow Lagrange’a.

ZADANIE 4.4

Powierzchnia zadana jest réwnaniem 23 + yz — 2zyz? = 0. Wykazaé, ze réwnanie plaszczyzny
stycznej do niej w punkcie (1,1,1) ma posta¢ x —y — 3z = —3, a jej odleglos¢ od poczatku
uktadu wspotrzednych wynosi 3/v/11. Wykazaé, ze punkt (—3/11,3/11,9/11) jest punktem
plaszczyzny stycznej najblizszym poczatkowi uktadu wspotrzednych. W tym celu, postugujac
si¢ metoda czynnikow Lagrange’a, wyznaczy¢ minimum funkcji f(z,y, z) = 2?+y*+2% z wigzem
zadanym przez réwnanie plaszczyzny stycznej.

5 Calki wielokrotne

ZADANIE 5.1

Prostopadtoscian, ktorego dolna podstawa jest prostokat D polozony w plaszczyznie OXY i
ograniczony prostymi x = 1, y = 2, x = —1 iy = —2, zostal Sciety od gory powierzchnig
2z =6 — 2? — 3% Obliczy¢ objetosé powstalej bryly.

ZADANIE 5.2
Zmnalez¢ objetosé bryly ograniczonej paraboloidg 2az = x? + y? i sferg 2% + y? + 22 = 3a°.
Bierzemy pod uwage te cze$é¢ bryly, ktora lezy wewnatrz paraboloidy.

ZADANIE 5.3
Obliczy¢ catke

e
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po obszarze zawartym pomiedzy plaszczyznami wspotrzednych i ptaszezyzna v +y + 2 = 1.

ZADANIE 5.4
Obliczy¢ catke potrojna

/// \/mdmdydz

po obszarze ograniczonym powierzchniami 2 + 3% = 221 2z = 1.
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