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Moment pedu

1. Udowodnij nastepujaca relacje:
(a) Wiedzac, ze

[L̂i, L̂j] = iεi j kh̄L̂k, (1)

oraz, ze

L̂± ≡ L̂x ± iL̂y, (2)

udowodnij nastepujac relacje komutacji:

[L̂+, L̂−] = 2h̄L̂z, (3)

[L̂z, L̂±] = ±h̄L̂±. (4)

(b) Wiedzac, ze

[L̂i, L̂j] = iεi j kh̄L̂k, (5)

oraz, ze

L̂2 ≡ L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z, (6)

udowodnij nastepujac relacje komutacji:

[L̂2, L̂i] = 0, (7)

[L̂2, L̂±] = 0. (8)

(c) Na podstawie powyzszych zwiazkow udowodnij ponizsze relacje

L̂2 =
1

2

(
L̂+L̂− + L̂−L̂+

)
+ L̂2

z, (9)

L̂2 = L̂+L̂− + L̂2
z − h̄L̂z, (10)

L̂2 = L̂−L̂+ + L̂2
z + h̄L̂z. (11)

2. Operatory momentu pedu we wspolrzednych kartezjanskich w reprezentacji polozeniowej
wyrazaja sie nastepujacymi wzorami: L̂x → −ih̄(y ∂

∂z
− z ∂

∂y
), L̂y → −ih̄(z ∂

∂x
− x ∂

∂z
) oraz

L̂z → −ih̄(x ∂
∂y
− y ∂

∂x
).

(a) Pokazac, ze we wspolrzednych sferycznych powyzsze operatory wyrazaja sie wzorami:

L̂x → ih̄(sinφ
∂

∂θ
+ ctg θ cosφ

∂

∂φ
), (12)

L̂y → ih̄(− cosφ
∂

∂θ
+ ctg θ sinφ

∂

∂φ
), (13)

L̂z → −ih̄
∂

∂φ
. (14)
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(b) Korzystajac z powyzszego wyniku pokazac, ze

L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z → −h̄2[

∂2

∂θ2
+ ctg θ

∂

∂θ
+ (1 + ctg2 θ)

∂2

∂φ2
]. (15)

(Wskazowka: wiele czlonow w wyrazeniu L̂2
x + L̂2

y bedzie mialo przeciwne znaki; poza
tym nalezy uzyc tzw. jedynki trygonometrycznej).

(c) Pokazac, ze

−h̄2[ ∂
2

∂θ2
+ ctg θ

∂

∂θ
+ (1 + ctg2 θ)

∂2

∂φ2
] = −h̄2[ 1

sinθ

∂

∂θ
(sinθ

∂

∂θ
) +

1

sin2θ

∂2

∂φ2
]. (16)
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