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Rozdział 1
Wprowadzenie

Supersymetria jest maksymalnym (jeśli pominą́c przekształcenia skalowania) rozsz-
erzeniem algebry Poincare w czterech wymiarach czasoprzestrzennych. Reprezen-
tacje supersymetrii zawierają zarówno bozony jak i fermiony, ponieważ generatory
supersymetrii transformują się jak fermiony względem algebry Lorentza. Zjawisko
to nasuwa natychmiast myśl o u̇zyciu supersymetrii jako symetrii unifikującej bo-
zony i fermiony. Współczesna teoria oddziaływań elementarnych rzeczywiście ko-
rzysta z tej mȯzliwości. Jednak̇ze supersymetryczna unifikacja cząstek o różnych
spinach jest tylko czę́sciowa. Supersymetria nie może býc bowiem dokładną, nien-
aruszoną, symetrią przyrody, gdyż przewiduje dla kȧzdej cząstki istnienie part-
nera o innym spinie, ale dokładnie takiej samej masie. Na przykład, powinniśmy
widzieć w dóswiadczeniach akceleratorowych skalarne elektrony o takiej samej
masie jak zwykłe elektrony – jest to przewidywanie niezgodne z doświadcze-
niem. Supersymetria traktuje równorzędnie bozony i fermiony, nie sugerując, który
rodzaj cząstek mȯze býc bardziej podstawowym składnikiem materii. W szczegól-
nósci, włásnie supersymetria w równie fundamentalny sposób traktuje chiralne
fermiony jak i cząstki o spinie zero - skalary. Jest to ciekawe o tyle,że z jednej
strony nie odkryto jak dotąd ani w laboratoriach ani w kosmosieżadnych elemen-
tarnych skalarów, a z drugiej strony współczesna fizyka potrzebuje skalarów do
wyjaśnienia struktury fizycznej próżni (efekt Higgsa i cząstki Higgsa). W teoriach
rozszerzających Model Standardowy, zwłaszcza w teoriach używających wiekszej
niż cztery liczby wymiarów czasoprzestrzennych, oprócz pól Higgsa występują
licznie dodatkowe fundamentalne skalary, które determinują strukturę fizycznej
próżni - tak zwane pola modułów. Wyjaśnienie sposobu w jaki jest ustalana wartość
oczekiwana pól modułów (dylatonu, radionu i temu podobnych pól) jest obecnie
kluczowym, a ciągle nierozwiązanym, problemem supersymetrycznych teorii pola
unifikujących oddziaływania fundamentalne.

Potęga supersymetrii widoczna jest w całej pełni na poziomie supersymetry-
cznych kwantowych teorii pola. Supersymetria dostarcza naturalnego technicznie
i obfitującego w fizyczne implikacje sposobu kontrolowania hierarchii skal ma-
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Wprowadzenie

sowych w czterowymiarowych teoriach pola, skutecznego we wszystkich rzędach
rachunku zaburzén. Jednak̇ze, supersymetria musi zostać naruszona przy niskich
energiach, aby odtworzyć obserwowalną fenomenologię. Najbardziej ekonomicznym
sposobem naruszenia supersymetrii jest sprzęgnięcie, w sposób lokalnie super-
symetryczny, Lagrangianu zawierającego pola cechowania i materię do grawitacji i
naruszenie lokalnej supersymetrii spontanicznie. Po pierwsze, w ten sposób unika
się wprowadzenia do spektrum dodatkowego bezmasowego fermionu – Goldstino
staje się skladową o skrętności 1/2 masywnego grawitina – cząstki o spinie3/2.
Po drugie, słabe sprzężenia grawitacyjne zapewniają naturalne stłumienie efektów
komunikowania naruszenia supersymetrii do sektora obserwowalnego. W granicy
płaskiej czasoprzestrzeni ta procedura prowadzi do globalnie supersymetrycznego
Lagraṅzjanu z jawnie ale miękko naruszoną supersymetrią.

Z drugiej strony, w teoriach zdefiniowanych w czasoprzestrzeniach o wyższym
niż cztery wymiarze, np w teoriach superstrun lub w teoriach supergrawitacji, ist-
nieje wiele pól, zarówno bozonowych jak i fermionowych, które nie są naładowane
względem grupy symetrii cechowania i tworzą płaskie bądź ‘uciekające’ kierunki
w przestrzeni pól. Te pola zwane polami modułów są naogół związane z wyżej-
wymiarowymi składowymi metryki, polami tensorów antysymetrycznych i wyżej-
wymirowymi składowymi grawitin. Po kompaktyfikacji takie pola mogą dawać
wkład (i naogól dają) do efektywnej stałej kosmologicznej w czterech wymiarach,
poprzez swoje potencjały i gradienty wzdłuż skompaktyfikowanych wymiarów.
Zatem naprawdę przekonujący i pomyślny mȯze býc tylko taki scenariusz narusze-
nia supersymetrii, który nie tylko przewiduje rozszczepienie mas rzędu1TeVw ob-
serwowalnych multipletach supersymetrycznych, ale także przewiduje równoczesną
stabilizację modułów i bliską zeru stałą kosmologiczną.

Pȯzód licznych propozycji zmierzających do realizacji takiego scemariusza
szczególną prostotą odznacza się pomysł użycia dwu lub więcej kondensatów fer-
mionowych partnerów nieabelowych bozonów cechowania (kondensatów gaugin),
tzn. modeli typu race-track. Z technicznego punktu widzenia dynamiczne formowanie
się takich kondensatów prowadzi do powstania superpotencjału, który zależy ek-
sponencjalnie od modułów występujących w funkcjach kinetycznych kondensu-
jących grup cechowania. Jak pokazano w ciągu ostatnich lat, takie eksponenc-
jalne wkłdy do superpotencjału powstawać mogą nie tylko z powodu silnie odd-
ziałujących sektorów grup cechowania, ale także z powodu nietrywialnych czyn-
ników skrzywienia (czynników warpowania) wzdłuż dodatkowych wymiarów lub
z powodu tła w postaci rozwiązań branowych w wẏzej-wymiarowych supergraw-
itacjach i teoriach strun.

1.0.1 Dlaczego supersymetria?

Podsumujmy najwȧzniejsze argumenty przemawiające za supersymetrią.

• Rozwȧzmy energię pró̇zni dla zespołu pól swobodnych o masachmj i spinach
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E j ∝ (−1)2 j(2 j +1)
R

d3p
√

p2 +m2
j =

= (−1)2 j(2 j +1)
R

d3p|p|(1+
m2

j

2p2 +O(p−4)). (1.1)

Znikanie kwartycznych i kwadratowych rozbieżnósci w tym wyrȧzeniu mȯzna
zapewníc jesłi w zespole będzie tyle samo stopni swobody o spinie całkow-
itym co stopni swobody o spinie połówkowym i masy tych pól będą (parami
bozon – fermion) jednakowe.

• Supersymetria wyjásnia (w sensie technicznym) dlaczego masy skalarów
(np cząstki Higgsa) mogą pozostawać o wiele rzędów wielkósci mniejsze
niż skala Plancka w obecności poprawek kwantowych. Co prawda masy
skalarów nie są chronione przez jakąkolwiek symetrię wewnętrzną (wyjątkiem
są bozony Goldstona), ale masy fermionów i bozonów wektoroch tak: te
pierwsze przez symetrie chiralne zaś te drugie przez symetrie cechowania.
Poniewȧz supersymetria supersymetria kojarzy w jednym multiplecie skalary
i fermiony (a takze skalary i bozony wektorowe w rozszerzonych teoriach
supersymetrycznych), to tym samym ‘rozszerza’na sektor skalarny efekty
symetrii chiralnych i symetrii cechowania.

• Inna wȧzna motywacja, która w praktyce doprowadziła do skonstruowa-
nia i rozwoju teorii supersymetrycznych jest natury teoretycznej. Chodzi o
próby zunifikowania symetrii wewnętrznych układów fizycznych z symetrią
Poincare. W latach 60-tych XXgo wieku wiele wysiłku włożono na przykład
w próby zbudowania jednolitycgo opisu oddziaływań silnych, w których
uczestniczą zarówno cząski fermionowe – hadrony, jak i bozonowe – mezony,
oparte o umieszczanie w tej samej reprezentacji pewnej grupy zawierającej
SU(3) zapachu – na przykładSU(6), zarówno hadronów jak i mezonów.
Oczywíscie, przekształcenia grupySU(6) mieszały ze sobą fermionowe i
bozonowe stopnie swobody. Próby te podsumowane zostały pod koniec lat
60tych kilkoma twierdzeniami ‘no-go’, w szczególności twierdzeniem Cole-
mana-Manduli, które orzekało,że kȧzda nietrywialna ciągła symetria macierzy
rozpraszania musi byc co najwyżej iloczynem prostym symetrii wewnętrznej
i symetrii Poincare. Dowód twierdzenia CW oparty był na założeniu,że gen-
eratory rozpatrywanej symetrii macierzy rozpraszania spełniają pewną alge-
brę komutatorów.

• Ostatnio supersymetria stała się ważnym narzędziem teoretycznym anali-
zowania silnie sprzę̇zonych nieabelowych teorii Yanga-Millsa. W szczegól-
nósci, dzieki supersymetrii udało się zrealizować przykład dualnósci elek-
tromagnetycznej.

• Sypersymetria czasoprzestrzenna zdaje się być przewidywaniem konsystent-
nych teorii strun, które unifikują na poziomie kwantowym wszystkie znane
oddziaływania, łącznie z grawitacją.
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Wprowadzenie

• Niskoenergetyczna supersymetria, nawet złamana, poprawia znacząco zbie-
ganie się stałych sprzężenia w ekstrapolacjach Modelu Standardowego powyżej
energii1 TeV.

• Niskoenergetyczna supersymetria dostarcza kandydatów do roli zimnej ciem-
nej materii we Wszech́swiecie, która umȯzliwia tworzenie się struktur wielko-
skalowych.

Supersymetria, globalna i lokalna, była przedmiotem intensywnych badań teo-
retycznych przez ostatnie 30 lat i jest w tej chwili unikalną teorią pozwalającą
uporządkowác próby rozszerzania Modelu Standardowego do wyższych energii i
unifikowania go z grawitacją. Co więcej, nowe eksperymenty w dziedzinie fizyki
wielkich energii przygotowywane są w taki sposób,żeby pósrednio lub bezpósred-
nio zaobserwowác lekkich partnerów supersymetrycznych znanych cząstek. Testo-
wanie hipotezy o istnieniu niskoenergetycznej supersymetrii będzie z pewnością
jednym z głównych motywów fizyki oddziaływań fundamentalncyh w najbliższym
dziesięcioleciu.

Zebrane tutaj notatki są próbą zwięzłego podsumowania technicznych podstaw
teorii supersymetrycznych. Nie pretendują do oryginalności i kompletnósci, będą
w miarę regularnie poprawiane i uzupełniane. Pierwsza wersja tych notatek pow-
stała przy współpracy doktora Rafała Ciesielskiego.
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Rozdział 2
Supersymetria

Szczegółowy opis konstrukcji algebry superymetrii zawiera podręcznik Wessa i
Baggera [1], przedstawimy tylko zarys tej konstrukcji. Zacznijmy od wprowadzenia
algebry supersymetrii:

{Qα,Q̄β̇} = 2σαβ̇
mPm (2.1)

{Qα,Qβ} = {Q̄α̇,Q̄β̇} = 0

[Pm,Qα] = [Pm,Q̄α̇] = 0

[Pm,Pn] = 0

[Qα,Mµ,ν] =
1
2

i(σµν)
β
αQβ

gdzie{ , } oznacza antykomutator,Qα oraz Q̄β̇ są ładunkami supersymetrycznymi,
Pm jest operatorem czteropędu, zaśMµ,ν są generatorami bustów i obrotów (bliższe
informacje na temat formalizmu spinorów Weyla zawiera3.1). Ostatni komutator
generatorów supersymetrii z generatorami obrotów pokazuję,że generatoryQα
transformują się jak lewe spinory dwuskładnikowe, a operatory do nich sprzężone
jak spinory prawe.

Aby sformułowác supersymetryczną teorię pola, musimy znaleźć reprezentację
algebry SUSY, wzór (2.1), w przestrzeni pól nieograniczonychżadnymi warunk-
ami, (poza powłoką masy). Aby tego dokonać definiujemy antykomutujące spinorowe
parametryξα , ξ̄α̇ , spełniające warunki:

{ξα,ξβ}= {ξα,Qβ}= . . . = [Pm,ξα] = 0 (2.2)

Używając tych zmiennych możemy zapisác algebrę supersymetrii w następujący
sposób:

[ξQ, ξ̄Q̄] = 2ξσmξ̄Pm (2.3)

[ξQ,ξQ] = [ξ̄Q̄, ξ̄Q̄] = 0

[Pm,ξQ] = [Pm, ξ̄Q̄] = 0
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Supersymetria

gdzie stosuję konwencję sumacyjną:

ξQ = ξαQα ξ̄Q̄ = ξ̄α̇Q̄α̇ (2.4)

Zauwȧzmy, że:

dim[ξ] = −1
2

oraz,że:

dim[Q] =
1
2 Qα posiada spin12

Poniewȧz Q transformuje się jak spinor zatem mamy

Q|bozon〉= | f ermion〉 (2.5)

Supersymetria transformuje więc bozony (spin całkowity)7−→ fermiony (spin połówkowy)
i odwrotnie. Ogólnie mówiąc pola o spiniel 7−→ l ± 1

2 .
Skonstruujemy teraz najprostszy supersymetryczny multiplet złożony z pól bo-

zonowch i fermionowych. Zaczniemy konstrukcję od skalarnego pola bozonowego
A:
Definiujemy spinorψ poprzez transformację pola bozonowegoA

δξA :=
√

2ξψ (2.6)

Pole fermionoweψ transformuje się w pole bozonoweF o wyższym wymiarze
oraz w pochodną polaA .

δξψ =: i
√

2σmξ̄∂mA+
√

2ξF (2.7)

Wzór (2.7) jest jednoczésnie definicją polaF . Używając wyrȧzén (2.6) i (2.7)
otrzymujemy

δηδξA = 2iξσmη̄∂mA+2ξηF (2.8)

co pokazuje,̇ze antykomutator dwu kolejnych transformacji daje pochodną polaA .
To samo powinno miéc miejsce dla pozostałych pól multipletu. W szczególności
dla pola fermionowegoψ mamy:

[δηδξ]ψ = (δηδξ−δξδη)ψ (2.9)

= −2i(ησnξ̄−ξσnη̄)∂nψ
= −iσnσ̄mψ[ησnξ̄−ξσnη̄]−

√
2(ξδηF−ηδξF)
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2.1 Superprzestrzén

Widać, że ten komutator redukuje się do pełnej pochodnej, gdy:

δξF = i
√

2ξ̄σ̄m∂mψ (2.10)

Tak więc polaA , ψ , F wraz z (2.6), (2.7), (2.10) stanowią reprezentację algebry
supersymetrii (2.1).

2.1 Superprzestrzén

Wygodnym narzędziem do opisu supersymetrycznych teorii pola jest superprzestrzeń.
Powstaje one przez dodanie do zwykłuch czterech bozonowych współrzędnych
czasoprzestrzennychxm dodatkowych antykomutujących współrzędnychθα θ̄α̇ trans-
formujących się jak generatory supersymetrii. W superprzestrzeni transformacje
supersymetrii reprezentowane są przez ruchy ‘geometryczne’, które z kolei in-
dukują transformacje funkcji tego rozszerzonego układu zmiennych – superpól.

Ruch w superprzestrzeni jest generowany przez operatory różniczkoweQ , Q̄ :

ξQ+ ξ̄Q̄ = ξα
(

∂
∂θα − iσαα̇

mθ̄α̇∂m

)
+ ξ̄α̇

(
∂

∂θ̄α̇
− iθασαβ̇

mεβ̇α̇∂m

)
(2.11)

zastosowano tutaj zapisQ orazQ̄ dla operatorów ró̇zniczkowych, utȯzsamiający je
z genaratorami grupy, ponieważ operatory te rzeczywiście reprezentują infintyzy-
malne działanie grupowe w przestrzeni parametrów:

{Qα,Q̄α̇} = 2iσαα̇
m∂m (2.12)

{Qα,Qβ} = {Q̄α̇,Q̄β̇} = 0

Powẏzsza obserwacja nasuwa pomysł rozszerzenia zwykłej przestrzenii konfigu-
racyjnej do superprzestrzeni gdzie supersymetria jest translacją wspołrzędnych:

xm 7−→ z= (xm,θ, θ̄) (2.13)

W szczegółach wygląda to następująco: Pomnóżmy dwa elementy grupowe

G(0,ξ, ξ̄) G(x,θ, θ̄) = ei[Pm(xm+iθσmξ̄−iξσmθ̄)]

ei[(θ+ξ)Q+(θ̄+ξ̄)Q̄]

⇑ ⇑ ⇑
SUSY SUSY + SUSY z inną

translacja z translacją
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Supersymetria

gdzie bazą (elementami paramertyzującymi) są: zwykła przestrzeń konfiguracyjna
+ 2 elementy antykomutujące. i stąd mamy naturalną drogę do superprzestrzeni:
(xm,θα, θ̄α̇)

SUSY⇒




xm→ xm+ i(θσmξ̄−ξσmθ̄)
θ→ θ+ξ
θ̄→ θ̄+ ξ̄

(2.14)

Szukamy generatorow translacji – jawnej reprezentacji operatorówQ , Q̄ orazPm :

eξQ+ξ̄Q̄xm = xm+ i(θσmξ̄−ξσmθ̄) (2.15)

eξQ+ξ̄Q̄θα = Qα +ξα

eξQ+ξ̄Q̄θ̄α̇ = Q̄α̇ + ξ̄α̇

Lewe mnȯzenie





Qα = ∂
∂θα − iσαα̇

mθ̄α̇∂m

Q̄α̇ = ∂
∂θ̄α̇

+ iθασαβ̇
mεβ̇α̇∂m

Pm = i∂m

(2.16)

Nalėzy zwrócíc uwagę,̇zePm = i∂m. Przy czym:

{Qα,Q̄α̇} = 2σαα̇
m(i∂m) (2.17)

Prawe mnȯzenie

Działając z prawej strony :

xme
←−

ξQ+ξ̄Q̄ = . . . (2.18)

jest realizowane poprzez generatory:




Dα = ∂
∂θα + iσαα̇

mθ̄α̇∂m

D̄α̇ =− ∂
∂θ̄α̇
− iθασαα̇

m∂m

Pm =−i∂m

(2.19)

Przy takiej definicjiD andD̄ spełniają antykomutacyjne relacje:

{Dα, D̄α̇} = −2iσαα̇
m∂m (2.20)

{Dα,Dβ} = {D̄α̇, D̄β̇} = 0

gdzieD orazQ antykomutują

{Dα,Qβ}= {Dα,Q̄β̇}= {D̄α̇,Qβ}= {D̄α̇,Q̄β̇}= 0 (2.21)

Obiekty Dα , D̄α̇ nazywamy supersymetrycznymi pochodnymi kowariantnymi.
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2.2 Własnósci superpól

2.2 Własnósci superpól

Superpole skalarne (chiralne)

Skalarne superpole zdefiniowane jest warunkiem:

D̄α̇Φ = 0 (2.22)

To równanie mȯzna w miarę prosto rozwiązać stosując zmienneym = xm +
iθσmθ̄ orazθ

D̄α̇
(
xm+ iθσmθ̄

)
= 0 , D̄α̇θ = 0 (2.23)

Ogólna funkcja tych zmiennych spełnia warunek (2.22) i przyjmuje postác

Φ = A(y)+
√

2θψ(y)+θθF(y) (2.24)

= A(x)+ iθσmθ̄∂mA(x)+
1
4

θθθ̄θ̄2A(x)

+
√

2θψ(x)− i√
2

θθ∂mψ(x)σmθ̄+θθF(x)

Pola(A,ψ,F) tworzą superpole chiralne. łatwo sprawdzić, że pola te transformują
się w siebie nawzajem w następujący sposób:

δξA =:
√

2ξφ (2.25)

δξφ =: i
√

2σmξ̄∂mA+
√

2ξF (2.26)

δξF =: i
√

2ξ̄σ̄m∂mφ (2.27)

Superpole wektorowe (rzeczywiste)

Ogólne superpole transformuje się jak redukowalna reprezentacja supersymetrii.
Aby otrzymác nieredukowalne reprezentacje nakłada się więzy na ogólny super-
multiplet. Więzy muszą býc zgodne z supersymetrią tzn. kowariantne. Przykładami
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Supersymetria

więzów sąDΦ = 0, D̄Φ = 0, ale tak̇ze V = V† , przyczym drugi warunek defini-
uje superpole wektorowe zwane także superpolem rzeczywistym. Można je przed-
stawíc w postaci szeregu potęgowego wθ i θ̄:

V(x,θ, θ̄) = C(x)+ iθχ(x)− iθ̄χ̄(x) (2.28)

+
i
2

θθ [M(x)+ iN(x)]− i
2

θ̄θ̄ [M(x)− iN(x)]

−θσmθ̄vm(x)+ iθθθ̄
[

λ̄(x)+
i
2

σ̄m∂mχ(x)
]

−iθ̄θ̄θ
[

λ(x)+
i
2

σm∂mχ̄(x)
]
+

1
2

θθθ̄θ̄
[
D(x)+

1
2
2C(x)

]

gdzie składowe polaC,D,M,N oraz vm muszą býc rzeczywiste aby spełniony był
warunekV =V† . Zauwȧzmy,że suma superpola chiralnego i pola doń sprzę̇zonego
jest superpolem rzeczywistym postaci:

Φ+Φ† = A+A∗+
√

2(θφ+ θ̄φ̄)+θθF + θ̄θ̄F∗ (2.29)

+iθσmθ̄∂m(A−A∗)+
i√
2

θθθ̄σ̄m∂mφ

+
i√
2

θ̄θ̄σm∂mφ̄+
1
4

θθθ̄θ̄2(A+A∗)

W szczególnósci, współczynnik przyθσmθ̄ ma postác abelowej transformacji ce-
chowania.
Nasuwa to pomysł, aby abelowe transformacje cechowania rozszerzyć na pełne
superpole wektorowe w następujący sposób:

V −→ V +Φ+Φ† (2.30)

Transformacje składowych mają wtedy postać:

C −→ C+A+A∗ (2.31)

χ −→ χ− i
√

2φ
M + iN −→ M + iN−2iF

vm −→ vm− i∂m(A−A∗)
λ −→ λ
D −→ D

Widzimy, że mȯzna dokonác takiej transformacji cechowania, która wyzeruje skład-
owe C , χ , M , N . Ten wybór cechowania nazywamy cechowaniem Wessa – Zu-
mino. Stosując powẏzsze cechowanie pozbyliśmy się swobodnych pól, pozostała
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2.2 Własnósci superpól

jeszcze swoboda wyboru części urojonejA , która odpowiada wykonaniu standard-
owej abelowej transformacji cechowania na polu wektorowymV (inaczej mówiąc
jest to symetria cechowania),vm−→ vm− i∂m(A−A∗) . W cechowaniu tym skład-
oweλ orazD są niezmiennicze. Cechowanie Wessa–Zumino łamie niestety jawną
supersymetrię, ale za to superpole wektoroweV dane wzorem (2.28) przybiera
bardzo prostą postać :

V = −θσmθ̄vm(x)+ iθθθ̄λ̄(x)− iθ̄θ̄θλ(x)+
1
2

θθθ̄θ̄D(x) (2.32)

Warto jeszcze przedstawić jak wyglądają wẏzsze potęgi superpola wektorowego w
cechowaniu Wessa–Zumino :

V2 = −1
2

θθθ̄θ̄vmvm (2.33)

V3 = 0

2.2.1 Niezmienniczósć względem cechowania

Omówmy teraz pewne własności superpola skalarnego (chiralnego) i wektorowego
(rzeczywistego). Zobaczmy jak zachowują się superpola skalarne i wektorowe pod
działaniem wewnętrznej symetriiG = U(1).

Superpole skalarne – globalna symetriaG = U(1)

Superpole skalarne pod działaniem grupyG = U(1) zachowuje się następująco:

Φ −→ Φ′ = e−iΛΦ (2.34)

gdzie Λ jest parametrem przekształcenia.
Łatwo pokazác, że Φ′ jest tak̇ze superpolem chiralnym jeśli Λ jest superpolem
chiralnym:

D̄α̇Φ′ = D̄α̇ (Φ− iΛΦ+ . . .) (2.35)

= D̄α̇Φ− i [(D̄α̇Λ)Φ+Λ(D̄α̇Φ)]+ . . . = 0 <=> D̄α̇Λ = 0

2

Jésli Λ jest rzeczywiste i stałe(D̄α̇Λ = DαΛ = 0) to korzystając z reguły Haus-
dorffa otrzymujemy:

Φ′†Φ′ = Φ†eiΛ†
e−iΛΦ (2.36)

= Φ†ei(Λ†−Λ)Φ
= Φ†Φ

Ta obserwacja pozwala skonstruować lagraṅzjan chiralny, niezmienniczy wzglę-
dem globalnej grupy symetriiG = U(1) transformującej pole skalarne zgodnie ze
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wzorem (2.34):

L = LK.E +W (2.37)

LK.E = Φ†
kΦk|θθθ̄θ̄

W =
[

1
2

mi j ΦiΦ j +
1
3

gi jl ΦiΦ jΦl

]
|θθ +h.c.

gdzie przezLK.E oznaczamy wyrazy kinetyczne, natomiastW jest superpotenc-
jałem.

Superpole skalarne – lokalna symetriaG = U(1)

Niezmiennicze działanie z niejednorodnym, zależnym odx , parametremΛ można
skonstruowác uogólniając działanie grupyG = U(1)

Φ−→ e−iΛΦ , D̄α̇Λ = 0 (2.38)

Φ† −→ eiΛ†
Φ† , DαΛ† = 0

Otóż przy takich warunkach cały lagranżjanL , dany wzorem (2.37), przestaje býc
niezmienniczy, poniewȧz:

Φ′† Φ′ = Φ† ei(Λ†−Λ) Φ 6= Φ† Φ (2.39)

Wprowadzając wektorowe superpoleV , transformujące się zgodnie z warunkiem:

V ′ = V + i
(
Λ−Λ†) (2.40)

Możemy napisác pełny lagraṅzjan niezmienniczy względem lokalnej grupy symetrii
G = U(1) w postaci :

L =
1
4

(
W αWα|θθ +W̄α̇W̄ α̇|θ̄θ̄

)
+Φ†

ke
VΦk|θθθ̄θ̄ (2.41)

+
[(

1
2

mi j ΦiΦ j +
1
3

gi jl ΦiΦ jΦl

)
|θθ +h.c.

]

gdzie superpoleWα , które jest uogólnieniem natężenia pola cechowania definiu-
jemy następująco:

Wα :=−1
4

D̄D̄DαV W̄α̇ :=−1
4

DDD̄α̇V (2.42)

Superpole,Wα ( W̄α̇ ) jest niezmienniecze ze względu na transformację cechowa-
nia, oraz spełnia warunek chiralności (antychiralńsci):

D̄β̇Wα = 0 DβW̄α̇ = 0 (2.43)
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2.2 Własnósci superpól

Niezmienniczósć tego superpola względem cechowania pokazujemy następująco:

Wα
′ = −1

4
D̄D̄Dα

(
V + i

(
Λ−Λ†)) (2.44)

= Wα− i
4

D̄D̄DαΛ

= Wα− i
4

D̄α̇{D̄α̇,Dα}Λ

= Wα

Wzór (2.41) daje ogólną postác renormalizowalnego lagranżjanu niezmienniczego
wględem lokalnej transformacji cechowania grupyG =U(1). W cechowaniu Wessa–
Zumino omówionym szerzej w rozdziale2.2, gdzie jak pamiętamyV3 = 0, zmody-
fikowany wyraz kinetyczny dla pól skalarnych przyjmuje postać:

Φ†
ke

VΦk|θθθ̄θ̄ = FF∗+A2A∗+ i∂nφ̄σ̄nφ (2.45)

vn
(

1
2

φ̄σ̄nφ+
i
2

A∗∂nA− i
2

∂nA∗A
)

− i√
2

(
Aλ̄φ̄−A∗λφ

)
+

i
2

(
D− i

2
vnvn

)
A∗A

Lagraṅzjan wyrȧzony w tym cechowaniu nie będzie zawierał członów o wymiarze
wyższym ni̇z cztery.

Na koniec zajmiemy się jeszcze konstrukcją lagranżjanu dla elektrodynamiki.
Otóż najprostsze supersymetryczne rozszerzenia elektrodynamiki uzyskujemy za-
kładając,że mamy dwa superpola skalarne o przeciwnych ładunkach względem
grupy U(1) , to znaczy transformujące się następująco:

Φ′
+ −→ e−ieΛΦ+ , Φ′

− −→ e+ieΛΦ− (2.46)

Lagraṅzjan dla elektrodynamiki z masywnymi elektronami i ich partnerami przyj-
muje zatem postác:

LED =
1
4

(
W αWα|θθ +W̄α̇W̄ α̇|θ̄θ̄

)
+Φ†

+eVΦ+|θθθ̄θ̄ +Φ†−eVΦ−|θθθ̄θ̄(2.47)

+m
(
Φ+Φ−|θθ +Φ†

+Φ†−|θ̄θ̄
)

Rozszerzenie tej konstrukcji do lagranżjanu niezmienniczego względem nieabe-
lowej grupy cechowania jest stosunkowo proste, zaś szczegóły mȯzna znaleź́c w
[1].

2.2.2 Energia kinetyczna superpola wektorowego

Chcąc znaleź́c energię kinetyczną dla superpola wektorowego, należy znaleź́c su-
perpoleW α ( W̄α̇ ) niezmiennicze względem transformacjiV ′ = V + i

(
Λ−Λ†

)
.

Czę́sć kinetyczna lagraṅzjanu dla pól wektorowych:

LV
K.E := −1

4
WαW α|θθ +h.c (2.48)
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Korzystając z tȯzsamósci WαW α = −1
4D̄D̄W αDαV możemy bowiem napisác

w cechowaniu Wessa–Zumino:

LV
K.E := −1

4
vmnv

mn+ iλσm∂mλ̄+
1
2

D2 (2.49)

gdzie interpretacja poszczególnych członów jest następująca:−1
4vmnvmn jest en-

ergią kinetyczną superpola wektorowego,−iλσm∂mλ̄ jest energią kinetyczną gau-
gin, zás 1

2D2 jest wkładem do potencjału, oraz gdzievmn = ∂mvn−∂nvm.
My chcemy dodác jeszcze człon masowy, postacim2V2, do lagraṅzjanu (2.48).

Ten nowy człon nie jest ju̇z niezmienniczy ze wzgledu na cechowanie. Musimy go
zatem dopisác do uogólnionego superpotencjału wektorowego:

V2|θθθ̄θ̄ = −1
2

vmvm−χλ− χ̄λ̄+
1
2

(
M2 +N2) (2.50)

− i
2

χσm∂mχ̄− i
2

χ̄σ̄m∂mχ

+
1
2

C2C+CD

Co jest interesujące, ten wyraz nie tylko nadaje masę owemu wektorowemu polu
vm, ale równiėz pozostałym wyrazom supermultipletu, których teraz nie możemy
już “wycechowác”.
Lagraṅzjan (2.48) wraz z członem (2.50) opisuje :

• jedno pole wektorowevm

• dwa pola o spinie12: χ , λ

• jedno pole skalarneC

2.2.3 Naruszenie supersymetrii

Z oczywistych względów w realistycznych modelach supersymetria musi być zła-
mana. Przekonują nas do tego przesłanki eksperymentalne na przykład nie ob-
serwujemy supersymetrycznego partnera elektronue (powinien on przy niezła-
manej SUSY miéc masę równą masie elektronu), brak również obserwacyjnych
przesłanek potwierdzających istnienie cząstek które miały by dokładnie takie same
liczby kwantowe i masę jak cząstki Modelu Standardowego i różniły się od nich
tylko spinem. Tak więc supersymetraia nie moźe być dokładną symetrią efekty-
wnego niskoenergetycznego lagranżjanu opisującego lekkie stany fizyczne.

Kryterium występowania spontanicznego łamania sypersymetrii, jest niezmi-
enniczósć stanu fizycznej pró̇zni, |0〉 , względem ogólnej transformacji super-
symetrii, co przekłada się na twierdzenie,że spontaniczne łamanie supersymetrii
nastepuje wówczas gdy wartość oczekiwana operatora HamiltonaH jest większa
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2.2 Własnósci superpól

od zera:〈ψ|H|ψ〉 > 0 . Przyjrzyjmy się bli̇zej temu stwierdzeniu. Skorzystajmy z
algebry SUSY i rozpatrzmy antykomutator generatorów supersymetrii:

{Qα,Q̄β̇} = 2σαβ̇
mPm. (2.51)

Jésli weźmiemýslad obu stron i zauważymy,że tylko macierzσ0 maślad ró̇zny od
zera, to otrzymamy:

P0 = H =
1
4
{Q1,Q̄1̇}+

1
4
{Q2,Q̄2̇} (2.52)

=
1
4

(
Q1Q̄1̇ + Q̄1̇Q1 +Q2Q̄2̇ + Q̄2̇Q2

)

Operator HamiltonaH jest dodatnio okréslony, tzn. dla dowolnego fizycznego
stanu |ψ〉

〈ψ|H|ψ〉= 1
2 ∑n

( |〈ψn|Q1|ψ〉|2 + |〈ψn|Q2|ψ〉 |2
) ≥ 0 (2.53)

Oznacza to,̇ze wartósć oczekiwana operatoraH nie mȯze býc ujemna. Stąd
wnioskujemy, i̇z stan o najni̇zszej mȯzliwej energii to stan o energią zerowej, przy
czym E = 〈ψ|H|ψ〉 . Wtedy

|Qiψ〉 =
i=1,2 0 ⇒ 〈ψ|H|ψ〉= 0 (2.54)

co oznacza,̇ze stan o energii zerowej, o ile może býc zrealizowany przez układ
fizyczny, nie łamie spontanicznie supersymetrii. Ze wzoru (2.54) widzimy, że aby
SUSY została złamana spontanicznie musi istanieć taki stan|ψ >, że 〈ψ|H|ψ〉 >
0 Tzn:

〈ψ|H|ψ〉> 0 ⇐⇒ ∼
(W

ψ Qi |ψ〉 6= 0
)

(2.55)

Przyjmijmy, że stan|ψ > jest kreowany z pró̇zni przez poleΨ, |ψ >= Ψ|ψ >.
To oznacza,̇ze musi istniéc takie poleΨ, że< 0|(ξQ+ ξ̄Q̄)Ψ|0 >6= 0, a poniewȧz
każde poleΨ jest składową pewnego superpolaX, więc warunek złamanej super-
symetrii to po prostu

< 0|(ξQ+ ξ̄Q̄)X|0 >=< 0|δξX|0 >6= 0 (2.56)

dla pewnego superpolaX. Aby złamác supersymetrię bez naruszenia symetrii Lorentza
kondensowác mogą tylko wariacje fermionów, ponieważ tylko te wariacje zawier-
ają składowe, których współczynniki są skalarami (nie zawierają pochodnyuch i
składowych pól fermionowych):δξψ =

√
2ξF + ..., δξλ = iξD+ ....

Na rysunku2.1 zilustrowano sytuacje w modelu, w których stan podstawowy
nie łamie supersymetrii (a), oraz kiedy stan podstawawy łamie supersymetrie (b).
Przejdzmy do omówienia konkretnych modeli, w których łamanie supersymetrii
dokonuje się w sektorze pól chiralnych (model O’Raifeartaigh’a), bądź w sektorze
gauge (scenariusz Fayeta–Iliopoulosa).
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A

V

a

A

V

b

Rysunek 2.1:Stan podstawawy nie łamie supersymetri (a), oraz stan podstawowy
łamie supersymetrie (b).

Model O’Raifeartaigh’a

Jako pierwszy omówimy model, który zbudowany jest wyłącznie z pól chiral-
nych. Kiedy zajmowalísmy się supersymetrycznym lagranżjanem (Rozdział??),
wprowadzilísmy energię potencjalną,

V (Ak,A
∗

k) = F∗kFk (2.57)

Z równán ruchu, ∂L
∂F∗k

= 0 oraz ∂L
∂Fk

= 0 , otrzymalísmy:

Fk = −(
λ∗k +m∗

ikA∗i +g∗i jkA∗iA
∗

j
)

(2.58)

F∗k = −(
λk +mikAi +gi jkAiA j

)
(2.59)

Wystąpienie takiego rozwiązania równań Eulera-Lagrange’a, które odpowiada
F∗k = 0 , sygnalizuje występowanie supersymetrycznego minimum dla potencjału
V (Ak,A∗k).

Chcąc zatem złamać SUSY musimy tak dobrác parametry :λk , mik , gi jk aby
równaniaF∗k = 0 dlak = 1, . . .,n nie mogły býc dla wszystkich k spełnione. Tzn.:

F∗k 6= 0 =⇒ λk +mikAi +gi jkAiA j 6= 0 (2.60)

Konstrukcja takich modeli nie jest łatwa .

1. Dla k=1 , mamy tylko jedno superpole skalarneφ . Wtedy F∗ =−λ 6= 0 ,
∂L
∂Fk

= F∗k + λk + mikAi + gi jkAiA j = 0 Ale w takim wypadku, co łatwo
widać, złamanie SUSY nie oznacza nadania masyżadnej z cząstek, jest za-
tem nieskuteczne.

2. Dla dwóch superpól (k=1,2) zawsze można spełníc warunekF∗k = 0 czyli na
mocy wczésniej przedstawionych założén, nie występuje tutaj spontaniczne
łamanie SUSY.
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2.2 Własnósci superpól

3. Zachodzi więc potrzeba wprowadzenia co najmniej 3 superpól k=1,2,3. To
właśnie zaproponował O’Raifeartaigh [4].

Model O’Raifeartaigh [4] jest jednoczésnie najprostszym z wprowadzonych mod-
eli spontanicznego łamania SUSY. Czysto chiralna cześć lagraṅzjanu, L zwana
superpotencjałemLP.E. , w tym wypadku ma postać:

W = λ0Φ0 +
1
2

m12Φ1Φ2 +
1
3

g012Φ0Φ1Φ2 +h.c. (2.61)

Model O’Raifeartaigh opisany został w wielu miejscach np. w monografii [1].
W tej pracy interesuje nas jednak przede wszystkim drugi sposób łamania super-
symetrii, tzw. metoda Fayeta – Iliopoulosa Przyjrzyjmy się jej nieco dokładniej.

Model Fayeta–Iliopoulosa

Drugim mechanizmen spontanicznego łamania SUSY, który jest głównym przed-
miotem zainteresowania w tej pracy jest mechanizm Fayeta – Iliopoulosa [5]. Fayet
i Iliopoulos zauwȧzyli, że członθθθ̄θ̄ w superpolu wektorowym jest supersymetryczny
i niezmiennniczy ze względu na cechowanie tylko dla grup abelowych.
Ów wyraz ma postác:

LFI = κV|θθθ̄θ̄ = κD (2.62)

gdzie κ jest parametrem Fayeta–Iliopoulosa.
Dodajmy do lagraṅzjanu dlaQEDdanego wzorem (2.63) człon LFI podany wẏzej,
i znajdźmy spontaniczne łamanie supersymetrii.
Otrzymujemy:

L =
1
4

(
WαWα|θθ +W̄α̇W̄α̇|θ̄θ̄

)
+Φ†

+eVΦ+|θθθ̄θ̄ +Φ†−eVΦ−|θθθ̄θ̄ (2.63)

m
(
Φ+Φ−|θθ +Φ†

+Φ†−|θ̄θ̄
)
+2κV|θθθ̄θ̄

W obecnósci pól cechowania potencjał pól skalarnych (2.57) modyfikuje się o tak
zwany D –term, przybierając postać

V (Ak,A
∗

k) = F∗kFk +
1
2

D2 (2.64)

PolaD = V |θθθ̄θ̄ , F1 , F2 znajdujemy z równán Eulera–Lagrangéa:

D+κ+
e
2

(A∗1A1−A∗2A2) = 0 (2.65)

F1 +mA∗2 = 0

F2 +mA∗1 = 0

Rozwiązanie równán ruchu dla tego lagranżjanu pokazuje,̇ze brak jest rozwiązán,
dla których D = 0 i Fi = 0 , (równania są sprzeczne), wystąpi więc spontaniczne
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łamanie SUSY. Ponieważ jest to dósć istotna czę́sć teorii, mająca du̇ze znacze-
nie dla zrozumienia dalszej części pracy, dlatego postaramy się ją nieco rozwinąć.
Szukamy rozwiązán rownán (2.65), takich które dawały byV = 0. PotencjałV
przybiera postác:

V =
1
2

κ2 +
(

m2 +
1
2

eκ
)

A∗1A1 +
(

m2− 1
2

eκ
)

A∗2A2 (2.66)

+
e2

8
(A∗1A1−A∗2A2)

2

powinnísmy przedyskutowác dwa przypadki :m2 > 1
2eκ orazm2 < 1

2eκ.
Omówmy je po kolei:

1. m2 > 1
2eκ w tym pierwszym przypadku oba polaA1 orazA2 maja rzeczy-

wiste masy. Minimum jest dlaA1 = 0= A2. Model ten opisuje dwa zespolone
pola skalarne, odpowiednio z masami:m1

2 = m2+ 1
2eκ orazm2

2 = m2− 1
2eκ,

przy czym pomiędzy tymi masami zachodzi związekm1
2+m2

2 = 2m2. Pole
wektorowevm pozostaje bezmasowe.

Bezmasowy spinorλ odgrywa rolę fermionowej cząstki Goldstonéa, tak
zwanego Goldstina, związanej ze spontanicznie złamaną supersymetrią. Widać
to z prawa transformacji dlaλ

δξλ = iξD+σmnξvmn (2.67)

Dostrzegamy,̇ze λ transformuje się niejednorodnie, jeśli tylko D osiąga
niezerową wartósć oczekiwaną pró̇zni. Patrząc na równania Eulera–Lagrangéa
(2.65), D =−κ− e

2 (A∗1A1−A∗2A2). Tak wi c ec:

δξλ = −iξκ− iξ
e
2

(A∗1A1−A∗2A2)+σmnξvmn (2.68)

Sytuacje tę przedstawia rysunek (2.2), (a).

2. Jėzeli m2 < 1
2eκ to A1 = 0= A2 nie jest ju̇z minimum potencjału (2.66). Aby

znaleź́c nowe minimum rozwiązujemy równania:

∂V
∂A∗1

=
(

m2 +
1
2

eκ
)

A1 +
e2

4
(A∗1A1−A∗2A2)A1 = 0 (2.69)

∂V
∂A∗2

=
(

m2− 1
2

eκ
)

A2− e2

4
(A∗1A1−A∗2A2)A2 = 0

Otrzymujemy minimum w punkcieA1 = 0 , A2 = ν ,
gdzie1

4e2ν2+
(
m2− 1

2eκ
)
= 0. Możemy tak dobrác transformację cechowa-

nia ȧzebyν było rzeczywiste.
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2.2 Własnósci superpól

Rozwijając potencjał wokół miminum, spontanicznie łamiemy symetrię wzglę-
dem grupyG = U(1). Otrzymujemy :

{
A = A1

Ã = A2−ν (2.70)

Potencjał(2.66) przybiera postác:

V =
2m2

e2

(
eκ−m2)+2A∗A (2.71)

+
1
2

(
1
2

e2ν2
)(

1√
2

[
Ã+ Ã∗

])2

+
1
2

(
1
2

e2ν2
)

vmvm

gdzie stała2m2

e2

(
eκ−m2

)
jest dodatnia. Zarówno supersymetria jak i syme-

tria cechowania są złamane. Wektorowe superpolevm nabiera masy “zjada-
jac” bozon Goldstona1√

2

(
Ã+ Ã∗

)
, lecz całkowita liczba stopni swobody

pozostaje niezmieniona.

Podczas łamania symetrii, modyfikacji ulegają również wkłady do mas spinorów:

Lφ = . . . −m
(
φ1φ2 + φ̄1φ̄2

)
+

ieν√
2

(
φ̄2

¯λ−φ2λ
)

(2.72)

Zdefiniujmy teraz liniowe kombinacje:

ψ = ψ2 (2.73)

ψ̃ =
1√

m2 + 1
2e2ν2

(
mψ1 +

ieν√
2

λ
)

λ̃ =
1√

m2 + 1
2e2ν2

(
mλ+

ieν√
2

ψ1

)

Zastosujemy powẏzsze podstawienia do lagranżjanu dla fermionówLφ, i
jeszcze raz przyjrzymy się masom fermionów, ale teraz wyrażonych w nowych
zmiennych :

Lφ = . . . −
(√

m2 +
1
2

e2ν2

)
(
ψψ̃+ ψ̄ ¯̃ψ

)
(2.74)

Pole λ̃ pozostaje bezmasowe, i transformuje się niejednorodnie czego oczeku-
jemy od pól Goldstonowskich:

δξλ̃ = −2i
m
e

ξ
√

eκ−m2 + . . . (2.75)

Jest to zatem pole Goldstina. Policzmy stopnie swobody cząstek:
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A2

V

a

A2

V

b

Rysunek 2.2:W przypadku kiedym2 > 1
2eκ, złamana jest tylko supersymetria (a),

natomiast gdym2 < 1
2eκ złamana jest supersymetria i symetrai cechowania (b).

• 2 pola spinorowe z masami:mψ = mψ̃ =
√

m2 + 1
2e2ν2

• 1 pole wektorowevm i jedno pole pole skalarne– rzeczywiste1√
2

[
Ã+ Ã∗

]
z masą

mvm = m 1√
2[Ã+Ã∗] =

√
1
2e2ν2

• jeden zespolony skalarA z masą:mA =
√

2m2

• 1 bezmasowy spinor Goldstone’ãλ mλ̃ = 0

Widać więc,że liczba stopni swobody dla fermionów (ψ, ψ̃), pozostaje równa
liczbie stopnii swobody dla bozonów, tutaj reprezentowanych przez pola:
vm, 1√

2

[
Ã+ Ã∗

]
,A. Mamy tak̇ze związek:

4

(
m2 +

1
2

e2ν2
)

= (3+1)
(

1
2

e2ν2
)

+2
(
2m2) (2.76)

Relacja ta jest przykładem ogólnej relacji:

∑
f ermiony

(#st.swobody)m2
f ermiony= ∑

bozony
(#st.swobody)m2

bozony (2.77)

zachodzącej w przypadku globalnie supersymetrycznych modeli z SUSY
złamaną spontanicznie. Ten przypadek islustruje rysunek (2.2) (b).

Przedstawimy teraz model, w którym jest złamana tylko symetria cechowa-
nia. Przy omawianiu modelu O’Raifeartaigh uzyskaliśmy warunki nienaruszonej
supersymetrii:

F∗k = 0 =⇒ λk +mikAi +gi jkAiA j = 0 (2.78)

Wartósc oczekiwana prȯzni dla An oznaczymy poprzezan . Poszukujemy rozwiązań
powyższego równania, czyli chcemy znaleźć an, które nie są niezmienicze wzglę-
dem wewnętrznej grupy symetrii.

Dla potrzeb tego przykładu skonstruujemy prosty model, z grupąG̃ = Ũ(1)
oraz trzema superpolami skalarnymi:
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2.2 Własnósci superpól

• jedno neutralneφ

• φ+ pole o dodatnim ładunku względem grupyG̃ = Ũ(1)

• φ− pole o ujemnym ładunku względem grupyG̃ = Ũ(1)

Lagraṅzjan, niezmienniczy względem grupỹG = Ũ(1), będzie miał postác:

W =
1
2

mΦ2 +µΦ+Φ−+λΦ+gΦΦ+Φ−+h.c. (2.79)

a równanie (2.78) przybierze postác:

λ+mai +ga+a− = 0 (2.80)

a− (µ+ga) = 0

a+ (µ+ga) = 0

Mamy wtedy dwa rozwiązania:

1. a+ = a− = 0 , a =− λ
m

2. a+a− =−1
g

(
λ− mµ

g

)
, a =−µ

g

Pierwsze rozwiązanie nie łamie symetriiG̃ = Ũ(1), w drugim łamanie symetrii
występuje. Skupimy wiec swoją uwagę na drugim rozwiązaniu. Wyznaczany jest
teraz tylko człona+a− , a nie wartósć pró̇zniowa kȧzdego z pól osobno. Superpo-
tencjał W jest niezmienniczy nie tylko względem grupyG̃ = Ũ(1), lecz równiėz
względem jej rozszerzenia zespolonegoG̃ = Ũ(1)C|. To oznacza,̇ze dla kȧzdego
rozwiązaniaa+ , a− równania (2.80), istnieje cała klasa rozwiązań przy dowolnym
λ zespolonym. Wobec tego istnieje nieskończona rodzina supersymetrycznych próżni:

a+ −→ eΛa+ ,a− −→ e−Λa− ,Λ ∈C| (2.81)

Tak więc stan podstawowy ma większą degenerację niż ta, która wynika z wewnętrznej
grupy symetrii.Jest to wynikiem faktu,żeW jest holomorficzną funkcją superpól.

Jėzeli symetriaU(1) ma býc lokalna to powinnísmy wprowadzíc wektorowe
superpoleV , które będzie sprzężone do superpól skalarnychφ− , φ+ tak jak
to było w przypadku grup abelowych (rozdział2.2.3, wzór (2.63)), gdzie dodal-
iśmy człon postaci2κV do lagraṅzjanu. W rezultacie otrzymujemy trójliniowe
sprzę̇zenie pomiędzy superpolami skalarnymiA± oraz wektorowym multipletem
V :

eV
(
A∗+A+−A∗−A−

)
(2.82)

To znaczy :

L −→ LP.E. +φ†
+eVφ+|θθθ̄θ̄ +φ†−eVφ−|θθθ̄θ̄ · · ·+W+ . . . (2.83)

= . . .+eV
(
A∗+A+−A∗−A−

)
. . .
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Ten wyraz wygląda jak wyraz F-I. Dodaje się do niego również zwykły drzewowy
wyraz Fayeta-Iliopoulosa (F-I) (podobnie jak poprzednioa+ jest wartóscią oczeki-
waną pró̇zni dlaA+ , a− dlaA− , itd.):

L ⊃ eVD

[
a∗+a+−a∗−a−+2

κ
e

]
(2.84)

Ten człon mȯze zwyczajnie łamác SUSY. Ale poniewȧz występuje degenaracja
a± −→ e±Λa± , możliwa jest transformacja, która zerujea∗+a+−a∗−a−+2κ

e dla
dowolnegoκ .

[
a∗+a+−a∗−a−+2

κ
e

]
−→

[
eΛ∗+Λ|a+0|2−e−(Λ∗+Λ)|a−0|2 +2

κ
e

]
= 0(2.85)

Poniewȧz zawsze istnieje rozwiązanie równania:e2Re(Λ)|x|2−e−2Re(Λ)|y|2 +2κ
e =

0. Zatem tutajD -term nie indukuje łamania SUSY. RozwijająceeV otrzymujemy
natomiast supersymetryczny wyraz1 masowy dla superpola wektorowego. Jest on
związany z równaniem (2.2.3) i ma postác:

LP.E. ⊃ e2
(

a∗+a+ +a∗−a−+2
κ
e

)
V2 (2.86)

Członu
(
a∗+a+ +a∗−a−+2κ

e

)
V2 nie mȯzna “odtransformowác”.Nalėzy zauwȧzyć,

że człon ten nadaje masę dla całago superpola wektorowegovm.
Jėzeli zestawimy powẏzszy wzór (2.86), z równaniem (2.50), to zobaczymy,

że spontaniczne łamanie symetrii cechowania w tej teorii powoduje,że pojawi się
pełny masowy wektorowy supermultiplet. Powyższy model mȯzna łatwo rozsz-
erzýc na przypadek grup nieabelowych. Opierając się na materiale z (rozdziału2.2.3)
żądamy supersymetrycznego rozwiązania:

F∗k = 0 =⇒ λk +mikai +gi jkaia j = 0 (2.87)

equat Parametryλ, m , g są ograniczone przez wewnętrzną grupę symetrii. Ogól-
nie w teorii z cechowaniem, supersymetryczne minima muszą spełniać rowniėz
warunek:

Dl = a†
i T l

ikak = 0 i F = 0 (2.88)

NieabelowyD-term nie jest niezmienniczy ze względu na transformacje ce-
chowania. Okazuje się,że równanie (??) tzn.:F∗k = λk +mikai +gi jkaia j = 0całkowicie
determinuje łamanie SUSY, w przypadku nieabelowej teorii. Jeżeli równanie (??)
posiada rozwiązanieai , to zawsze mȯzna znaleź́c takie rozwiązanie, nazwijmy je
umownieâi , które spełnia jednocześnie (2.88). Dowód tego faktu dla prostej grupy
G̀ znajduje się w ksią̇zce J.Wessa i J.Baggera [1].

Powtórzmy raz jeszcze,że spontaniczne łamanie supersymetrii nieabelowych
modeli jest kontrolowane poprzezF –termy. Supersymetria jest spontanicznie zła-
mana wtedy i tylko wtedy, gdy równanieF∗k = 0 nie ma rozwiązán . Innymi słowy
dla grup nieabelowych tylko część chiralna decyduje o łamaniu SUSY, tj.: jeśli
F∗k = 0 to mȯzna znaleź́c takie rozwiązanieF∗k = 0, że Dl = a†

i T l
ikak = 0 dla

wartósci tego rozwiązania.

1Korzystamy z rozwinięciaeeV = 1+eV+ e2V2

2 + . . .
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2.2 Własnósci superpól

2.2.4 Macierz masy fermionów – goldstino

Ogólna macierz masy fermionów w teorii z niezmienniczością względem cechowa-
nia ma postác:

(ψaλα)
(

F̄ab Daβ
Dα,b 0

)(
ψb

λβ

)
. (2.89)

W tym wyrȧzeniuF̄ab = −∂2W/∂φa∂φb = ∂F̄b/∂φa, orazDαb = ∂Dα/∂φb. Można
pokazác, że stan opisany kombinacją liniową

g =< Fa > ψa+ < Dα > λα (2.90)

jest wektorem własnym macierzy masy fermionów z wartością własną0. Stan
ten nazywany jest goldstinem. Aby pokazać, że masa goldstina znika, należy za-
uwȧzyć, że zró̇zniczkowanie postencjału skalarnego,V = |Fa|2 + 1

2(Dα)2, po polu
chiralnymφa prowadzi do równósci Fab < Fb > +Daα < Dα >= 0, zás niezmoi-
enniczósć superpotencjału względem przekształceń cechowania prowadzi do0 =
δW = ∂W/∂φaδφa = iθa∂W/∂φaTα

abφb = 0, co po uwzględnieniu,̇zeDα = φ̄aTα
abφb

daje∂W/∂φaD̄α
a = 0.

Korzystając z podanej postaci macierzy masy fermionów i potencjału skalarnego,
zauwȧzywszy,że kwadrat macierzy masy bozonów cechowania ma postać (mj=1)2

αβ =
(DαaDaβ + DαaDβa), łatwo pokazác, że w zupełnie ogólnym przypadku zachodzi
następująca reguła sum, jeśli tylko generatory wszystkich symetrii cechowania są
beźsladowe:

∑
j=0,1/2,1

(2 j +1)(−1)2 jTr(mj)2 = 0. (2.91)

2.2.5 Ogólne własnósci naruszenia supersymetrii w sektorze chiral-
nym

Jėzeli pominą́c wyrazy Fayeta-Iliopoulosa, to konieczne warunki naruszenia glob-
alnej supersymetrii wyrȧzają się przez pochodne uperpotencjału:

∂W
∂φi

= 0. (2.92)

Jėzeli na superpotencjał nie narzucimyżadnych symetrii, to oczekujemy,że su-
persymetria pozostanie niezłamana: ponie"waż superpotencjał jest holomorficzną
funkcją superpól, to mamy N równań na N wartósci oczekiwanych pól, które mają
jakiés rozwiązanie. Podobnie jest w przypadku, gdy na oddziaływania narzucimy
pewną symetrię, która nie jest R-symetrią. Jeżeli taka symetria ma L generatorów,
to za pomocą L równán (więzów) mȯzemy wyeliminowác L zmiennych, i po-
zostanie układ (N-L) równán na (N-L) niewiadomych, który również ma rozwiązanie.

Jakósciowo nowa sytuacja powstaje, gdy narzucimy na superpotencjał spon-
tanicznie złamaną R-symetrię, powiedzmyU(1). Powiedzmy,̇ze superpoleΦn ma
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r-ładunekqn: Φn → eiqnαΦn. Przypúsćmy, że< Φn >6= 0. Wtedy mȯzemy zapisác
superpotencjał w postaci

W = (Φn)2/qn f (Xi), i < n, (2.93)

gdzie nowe superpolaXi = Φi/Φqi/qn
n mają ładunek zero względem R-symetrii.

Warunki na niezłamaną supersymetrię wyglądają teraz następująco:

∂ f
∂Xi

= 0, f (Xi) = 0, (2.94)

co daje N równán na (N-1) zmiennychXi – układ, który mȯze nie miéc rozwiązania.
Przykłady:

1. W = λSX2, R-symetria:R(S) = 0, R(X) = 1, Q-symetria:Q(S) = 2, Q(X) =
1. W minimum potencjału skalarnego Q złamana, R niezłamana, supersyme-
tria niezłamana.

2. W = SX2 +SXY+X2Ȳ +mYȲ, R(S) = R(Ȳ) = 2. W tym przypadku istniją
próżnie ze złamaną spontanicznie R-symetrią i niezłamaną supersymetrią.
Powód jet taki,̇ze podany wẏzej superpotencjał nie jest generyczny (natu-
ralny), to znaczy nie jest maksymalnym superpotencjałem zgodnym z narzu-
conymi symetriami. Na przykład można dodac nowy wyrazW→W+S, co
spowoduje odtworzenie R-symetrii w supersymetrycznym minimum.

3. Model O’Raifeartaigh – generyczny, niezłamana R-symetria i złamana su-
persymetria. WeźmyW = µ2S+SQ2+mPQ, R(S)= R(P)= 2, P,Q→−P,−Q.
Wszystkie pró̇znie łamią supersymetrię.

4. Na koniec przykład, w którym nie ma R-symetrii, superpotencjał jest niegen-
eryczny i supersymetria jest złamana (choć mȯzna dodác wyrazy, które przy-
wrócą supersymetrię):W = λ1XQ2 +λ2Y(Q2−µ2)+λQ3 +m1Q2 +m2

2Q.

Twierdzenie Ovruta–Wessa

Jésli superpotencjał jest niezmienniczy względem pewnej symetrii globalnej lub
lokalnej U , to chiralny lagraṅzjan jest niezmienniczy względem większej grupy
symetrii, która jest kompleksyfikacją grupyU , przykład tego zjawiska widzieliśmy
w jednym z wczésniejszych przykładów. Powodem tego jest holomorficzność su-
perpotencjału. Wynika stąd,że jésli w modelu z symetrią występuje supersymetryczna
próżnia, to jest ona zdegenerowana - należy ona do płaskiego kierunku potencjału
skalarnego (udowodnij to twierdzenie).

2.2.6 Naruszenie supersymetrii w sektorze ukrytym

Wyobraźmy sobie,̇ze w teorii supersymetrycznej pola można podzielíc na dwa
sektory: widzialny, zawierający lekkie obserwowalne cząstki (q,e,H,...) i ukryty,
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2.2 Własnósci superpól

składający się z cząstek cieżkich lub słabo odziałujących z ektorem widzialnym,
X. W tym przypadku operatorem sprzęgającym oba sektory może býc operator

1
M2(Φ†ΦX†X)D =

|FX|2
M2 φ?φ+ ... , (2.95)

który daje jawne masy dla lekkich skalarów, jeśli supersymetria łamie się przy
odpowiedniej skali w sektorze ciężkim. Taki operator mȯze býc nierenormalizowal-
nym operatorem drzewowym, lub pojawić sie w poprawkach radiacyjnych (to jest
D-term, nie jest on chroniony twierdzeniem o nierenormalizacji). Jeśli charak-
terystyczną skalą sektora ciężkiego jestM = 1019GeV, zás masy lekkich skalarów
nie przekraczają skali103GeV, to skala naruszenia supersymetriiµ, zdefiniowana
relacjąµ2 = |FX|, musi býc niewiększą ni̇z 1011GeV. Skalę tego rzędu określamy
jako skalę pósrednią. Zadaniem porządnego modelu supersymetrycznego jest natu-
ralne wytłumaczenie pojawiania się skali pośredniej. Nie jest to łatwe. Dotychczas
naturalne wyjásnienia dla takich skal oparte są o efekty nieperturbacyjne w nieabe-
lowych teoriach z cechowaniem, co ma tę słabość, że teoria efektów nieperturba-
cyjnych w teorii pola wcią̇z jeszcze nie jest zadowalająca.

Ważnym problemem teoretycznym jest pojawianie się goldstina przy spontan-
icznym naruszeniu supersymetrii. Musiałoby się ono sprzęgać do pól widzialnych
nawet wtedy, gdyby naruszenie supersymetrii odbywało się w sektorze ukrytym
(ciężkim). Jedynym znanym w tej chwili sposobem pozbycia się z lekkiego spek-
trum bezmasowego fermionu – goldstina – jest sprzęgnięcie teorii globalnie su-
persymetrycznej do grawitacji. Wówczas skala Plancka pojawia się jako naturalna
skala tłumiąca przenoszenie naruszenia supersymetrii między sektorem ukrytym
a sektorem widzialnym. Supergrawitacji poświęcona jest kóncowa czę́sć tych no-
tatek.

Miękkie łamanie supersymetrii

Oprócz spontanicznego łamania supersymetrii opisywanego w poprzednich rozdzi-
ałach, pȯzyteczne okazuje się rozważenie jawnego łamania supersymetrii na poziomie
lagraṅzjanu. Okazuje się,̇ze istnieje zbiór operatorów wymiaru≤ 3 , które łamią
wprawdzie SUSY jawnie, ale nie powodują pojawiania się kwadratowych roz-
bieżnósci przy obliczaniu poprawek kwantowych. Innymi słowy, dodanie do su-
persymetrycznego lagranżjanu tych wyrazów zachowuje techniczne rozwiązanie
problemu hierarchii dostarczane przez supersymetrię.

Operatory nalėzące do tego zbioru nazywa się operatorami miękko łamiącymi
supersymetrię. W tym rozdziale wypiszemy te wyrazy:

m2φ̄φ , m2(φφ+h.c.) (2.96)

mλλ , α
(
φ3 +h.c.

)

gdzie m jest parametrem o wymiarze masy, zaś α jest nowym parametrem
bezwymiarowym,φ reprezentuje dowolne pole chiralne, zaś λ oznacza fermiony
w reprezentacji dołączonej grupy cechowania (gaugina).
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Wyrazy miękko łamiące globalną supersymetrię pojawiają się w niskoener-
getycznej granicy lagranżjanu supergrawitacji.

Inne wyrazy łamiące supersymetrię wprowadzają kwadratowo rozbieżne poprawki
kwantowe. Do takich “twardych” wyrazów należą masy fermionów chiralnych,
mψψ , oraz np. wyrazy typum

(
φ+ φ̄

)3
.

2.3 Supergrawitacja

Supergrawitacja

W lokalnej supersymetrii parametry transformacji nie są stałymi lecz zależą od
współrzędnych czasoprzestrzennych. Z postaci algebry lokalnej supersymetrii

[
ε(x)Q,Q̄ε̄(x)

]
= 2ε(x)σµε̄(x)Pµ (2.97)

gdzie z prawej strony mamy czasoprzestrzenną translację, która zmienia się od
punktu do punktu, wnioskujemy,że lokalna supersymetria zawiera teorię lokalnych
translacji, czyli zwykłą grawitację. Tak więc lokalną supersymetrię nazywamy
spergrawitacją (SUGRA). Supersymetrycznym partnerem grawitonu (cząstki o spinie
2) jest tu grawitino, fermion o spinie 3/2.

Lagranżjan supergrawitacji

Zajmijmy się przedstawieniem lagranżjanu supergrawitacjiLSUGRA, który zaw-
ierác będzie: chiralną materię, pola cechowania oraz parę pól o spinach

(
2, 3

2

)
w supergrawitacyjnym multiplecie. Ograniczymy się tylko do analizy potencjału
skalarnego, którego będziemy potrzebować w późniejszej dyskusji2.

Ogólny Lagraṅzjan supergrawitacji sparametryzowany jest przez trzy nieza-
leżne funkcje:
Pierwsza z tych funkcji, to funkcja kinetyczna dla pól cechowania, może býc dowolną
holomorficzną funkcją superpól chiralnych:

LK = fαβ(φ)WαWβ (2.98)

gdzie α oraz β są indeksami reprezentacji dołączonej grupy cechowania.
Druga to rzeczywista funkcja Kählera:K = K

(
φ̄egV,φ

)
, nazywana rzeczywistym

potencjałem Kählera, przez którą wyrażają się wyrazy kinetyczne dla pól chiral-
nych.

K i
jDµziD

muzj∗ ≡ ∂2K
∂zi∂zj∗DµziD

muzj∗ (2.99)

gdziezi jest najni̇zszą składową chiralnego superpolaφ.
Wreszcie trzecia funkcja, to używany wczésniej superpotencjałW(φ), który wraz

2Ogólny lagraṅzjan supergrawitacji został podany w pracy [6]
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2.3 Supergrawitacja

z potencjałem Kählera tworzy funkcjęG:

G = K +MP
2 log

|W|2
MP

6 (2.100)

zwaną często również funkcją Kählera.
Potencjał skalarnyV w supergrawitacji zapisujemy w postaci:

V = MP
4exp

(
G

MP
2

)(
1

MP
2Gk

(
G−1) k

l G
l −3

)
+

1
2

f−1
αβDαDβ(2.101)

Rozpatrzmy minimalne wyrazy kinetyczne:

Gi
j = δi

j (2.102)

Potencjał Kählera przybierze wtedy postać:

G = ziz
i∗+MP

2 log
|W|2
MP

6 (2.103)

Gdzie MP jest masą Plancka.
Pierwsza pochodna potencjału Kählera jest dana wzorem :

Gi = zi∗+MP
2Wi(zi)

W(z)
(2.104)

Zás potencjał skalarny przyjmuje postać:

V = exp

(
zizi∗

M2
P

)[∣∣∣∣Wi +
zi∗

M2
P

W

∣∣∣∣
2

− 3

M2
P

|W |2
]

(2.105)

W przeciwiénstwie do globalnej SUSY, potencjał ten nie jest dodatnio określony.

2.3.1 Łamanie supersymetrii w supergrawitacji

Teraz postaramy się przedstawić warunki konieczne i wystarczające dla spontan-
icznego naruszenia lokalnej supersymetrii. W porównaniu z globalną supersymetrią,
w polu pomocniczymF̃ , którego niezerowa wartość pró̇zniowa mierzy łamanie
supersymetrii, pojawia się dodatkowy wyraz:

F̃ i = e
G

MP
2 F i (2.106)

F i =
(

Wi +
zi∗

MP
2W

)

Przy czym w granicyMP−→∞ odtwarzamy wynik globalny. Skalę przy której
następuje łamanie supergrawitacji znajdujemy z:

M2
S = 〈F 〉exp

(
zizi∗

MP
2

)
(2.107)

Możemy rozwȧzyć trzy przypadki:
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Supersymetria

• Evac < 0 — Anty de Sitter

• Evac = 0 — Super–Poincaré

• Evac > 0 — de Sitter zawsze implikuje złamanąN = 1 SUGRA.

gdzieEvac = 〈V 〉 Aby łamác SUGRA ze znikającą energią próżni (stałą kosmo-
logiczną) potrzebujemy by:

∑
i

F iF∗i =
3

MP
2 |W|2 (2.108)

Jėzeli ∑
i

F iF∗i = 3
MP

2 |W|2 orazMS 6= 0, to grawitino staje się masywne w wyniku

efektu super-Higgsa:

m3/2 ≡MP

〈
exp

(
− G

2MP
2

) 〉
=

〈
g

MP
2 exp

(
zizi∗

MP
2

) 〉
(2.109)

wynika stąd wȧzna relacja:

m3/2 =
M2

S√
3MP

(2.110)

w wypadku znikającej stałej kosmologicznejκc.c. = 0. Obserwujemy,̇ze energia
próżni nie jest ju̇z parametrem porządku.

Przedyskutujmy prosty przykład pokazujący,że mȯze býc złamana SUSY oraz
Evac= 0 “Odgrzejemy” przykład, zawierający jedno polezoraz stały superpotenc-
jał W = m3. Potencjał jest dany przez:

V = m6exp

(
z∗z

MP
2

)[ |z|2
MP

4 −
3

MP
2

]
(2.111)

z punktami stacjonarnymi:

• w z= 0 SUGRA jest złamana, lecz jest to tylko lokalne minimum potencjalu,
V =−m6 3

MP
2

• oraz w |z| = √
2MP, przy czym jest to prawdziwe mimimum złamanej su-

persymetrii,
V =−m6exp(

√
2) 1

MP
2 ≈−m64.11. . . 1

MP
2 , zásEvac < 0 dlaz=±√2MP

Rozwȧzmy teraz bardziej skomplikowany przykład. Będzie to prosty model ze
spontanicznie złamaną supersymetrią orazEvac = 0. Skupmy się na superpotenc-
jale:

W(z) = m2(z+β) . (2.112)

Nieznikająca wartósć pró̇zniowa dla

F =
∂W
∂z

+
z∗

MP
2 = m2

(
1+

z∗ (z+β)
MP

2

)
(2.113)
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2.3 Supergrawitacja

będzie sygnalizowác łamanie supersymetrii.
Równanie:

MP
2 +zz∗+z∗β = 0 (2.114)

ma rozwiązanie:

z = −β
2
± 1

2

√
β2−4MP

2 (2.115)

Poniewȧz równanieMP
2 +zz∗+z∗β = 0 dopuszcza tylko rzeczywiste rozwiązania

przyjmujemy,że β jest rzeczywiste. To równanie (2.115) implikuje, że SUSY jest
złamana dopóki zachodzi związekβ < 2MP .

Skupmy się najpierw na przypadkuβ = 0 , kiedy potencjał jest proporcjonalny
do:

V ∼ (
MP

2 + |z|2)2−3MP
2|z|2 (2.116)

i jest dodatni dla minimum wz= 0. Zwiększanieβ implikuje zmniejszenie energii
próżni. Jėzeli chcemy zwiększác β dopóki potencjał nie “dotknie” zera. Zobaczmy
co się dzieje dlaβ = (2−√3)MP , dla którejz osiąga wartósć MP(

√
3− 1) .

Okazuje się,̇ze potencjał jest dodatnio określony przezEvac = 0, i poniewȧz |β|<
2MP , SUSY jest złamana. Występuje tutaj efekt super-Higgsa. W skutek efektu su-
perhiggsa grawitino staje się masywne (grawitino pochłania fermion z chiralnego
superpola), zás jego masa dana jest przez:

m3/2 =
m2

MP
exp

((√
3−1

)2

2

)
(2.117)

Pole z rozpada się na dwa pola skalarne o masach odpowiednio:

m2
1 = 2

√
3(m3/2)2 (2.118)

m2
2 = 2

(
2−

√
3
)

(m3/2)2

Supersymetria jest złamana iEvac= 0 Obserwowana tutaj sytuacja nie jest możliwa
w przypadku globalnej SUSY. Ten ostatni przykład to tzw. model Polony’ego.

Zanim zamkniemy ten rozdział przedyskutujmy jeszcze jeden interesujący model.
Dotychczas zajmowaliśmy się tylko modelami z minimalnym wyrazem kinety-
cznym dla pól skalarnych. Modele z nieminimalnym wyrazem kinetycznym są
równiėz bardzo interesujące. Rozpatrzmy funkcję Kälera w postaci:

G = 3MP
2 log

(
φ+φ∗

MP

)
−MP

2 log
|W|2
MP

6 (2.119)

przy stałej wartósci superpotencjałuW = m3 . Potencjał dany przez:

V = MP
4exp

(
− G

MP
2

)(
1

MP
2Gk

(
G−1) k

l G
l −3

)
(2.120)
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znika on tȯzsamósciowo. Jednak masa grawitina

m3/2 = MP
2e

G
MP

2 =
|g|2

(φ+φ∗)3 (2.121)

nie znika, co oznacza ,że SUSY jest złamana. Taki model nazywany jest modelem
bezskalowym,no-scale. Modele tego typu pojawiają się zazwyczaj w niskoener-
getycznej granicy w teorii strun.
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Rozdział 3
Uzupełnienie techniczne

3.1 Formalizm spinorów Weyla

Przedstawimy dwukomponentową notację spinorową. Dwukomponentowe spinory
są niezwykle przydatne w teoriach z chiralnymi fermionami. Używamy metryki
ηµν = diag(1,−1,−1,−1).

Zacznimy od zdefiniowania dwuwymiarowej macierzyM ∈SL(2,C) . Macierz
M , jej sprzę̇zenie zespoloneM∗, odwrotnósć wraz z transpozycja(MT)−1, oraz
sprzę̇zenie hermitowskie i odwrotność (M†)−1, też nalėzą do grupySL(2,C) .

Dwukomponentowe spinory z górnymi i dolnymi “kropkowanymi” wskaźnikami
są definiowane przez transformację względem grupySL(2,C)

ψ′α = Mα
β ψβ ψ̄′α̇ = M∗

α̇
β̇ ψ̄β̇

ψ′α = M−1
β

α ψβ ψ̄′α̇ = (M∗)−1
β̇

α̇ ψ̄β̇. (3.1)

Greckie wskaźniki odnoszą się do spinorów. Spinory z kropkowanymi wskażnikami
transformują się jak(0, 1

2)reprezentacja grupy Lotentza, podczas gdy niekropkowane
– zwykłe wskaźniki transformują się jak(1

2,0) – sprzę̇zona reprezentacja.
Macierze–σ, to dwuwymiarowe zespolone macierze:

σ0 =
(

1 0
0 1

)
σ1 =

(
0 1
1 0

)

σ2 =
(

0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

(3.2)

Każda macierz hermitowska może býc przedstawiona w postaci:

P ≡ (pmσm) =
(

p0 + p3 p1− ip2

p1 + ip2 p0− p3

)
. (3.3)
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Uzupełnienie techniczne

gdziepm jest rzeczywiste. Z dowolnej macierzy hermitowskiej możemy otrzymác
inną macierz hermitowską dzięki transformacji

P′ = MPM† . (3.4)

obie macierzeP i P′ można przedstawić poprzez macierzeσ,

(σmp′m) = M (σmpm)M† , (3.5)

przy czympm i p′m są rzeczywiste.

Dopóki macierzM jest unimodularna (detM = 1), dopótypm p′m są powiązane
transformacją Lorentza:

det(σmp′m) = det(σmpm) = p′20 − ~p ′2 = p2
0 − ~p2 . (3.6)

Z wzorów (3.1) oraz (3.4), łatwo dostrzec,̇zeσm ma następująca strukturę wskaźników

σm
αα̇ . (3.7)

W tej konwencji,ψαψα, ψ̄α̇ψ̄α̇ orazψασm
αα̇∂mψ̄α̇ są skalarami Lorentzowskimi.

Poniewȧz M jest macierzą unimodularną, to całkowicie antysymetryczne ten-
soryεαβ orazεαβ (ε21 = ε12 =−1,ε12 = ε21 = 1,ε11 = ε22 = 0) są niezmiennicze
względem transformacji Lorentza:

εαβ = Mα
γMβ

δεγδ

εαβ = εγδMγ
αMδ

β . (3.8)

Dzięki temu spinory z górnymi i dolnymi indeksami możemy połączýc przez
tensorε,

ψα = εαβ ψβ, ψα = εαβ ψβ . (3.9)

gdzieεαβ orazεαβ spełniają związek:εαβεβγ = δα
γ. Analogicznie postępujemy dla

kropkowanych wskȧzników.
Tensoraε używamy równiėz do podnoszenia wskaźników macierzyσ

σ̄mα̇α = εα̇β̇εαβ σm
ββ̇ . (3.10)

Łatwo otrzymác relacje między dwukomponentowymi a czterokomponentowymi
spinorami. Rolę macierzy Pauliego przejmują macierze Diracaγ:

γm =
(

0 σm

σ̄m 0

)
. (3.11)

W tej notacjiσ̄0 = σ0, σ̄i = σi . Nazywamy tę reprezentację macierzy Diraca reprezen-
tacją Weyla. Jėzeli zapiszemy w tej reprezentacji spinory Diraca, składać się one
będą z dwu spinorów Weyla:

ΨD =
(

χα
ψ̄α̇

)
, (3.12)
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Spinory Majorany zawierają tylko jeden spinor Weyla:

ΨM =
(

χα
χ̄α̇

)
. (3.13)

W notatkach stosowaliśmy konwencję sumacyjną:

ψχ = ψαχα = −ψαχα = χαψα = χψ
ψ̄χ̄ = ψ̄α̇χ̄α̇ = −ψ̄α̇χ̄α̇ = χ̄α̇ψ̄α̇ = χ̄ψ̄ . (3.14)

gdzie nalėzy pamiętác, że spinory antykomutują. Definicjāψχ̄ jest dana przez:

(χψ)† = (χαψα)† = ψ̄α̇χ̄α̇ = χ̄ψ̄ . (3.15)

3.2 Algebra Poincare

Algebra grupy Poincare składa się z 10-ciu generatorów: 3 generatorów pchnięć
K i , 3 generatorów obrotówJi oraz 4 generatorów translacjiP0 = H i Pi , gdzie
i = 1,2,3. Generatory translacji reprezentować mȯzna przez pochodne,

P0 = i∂/∂t, Pi =−i∂/∂xi . (3.16)

Dowolną włásciwą1 transformację Poincare można zapisác w postaci

eiθiJi−iηiK i−iHt+ixiPi
, (3.17)

gdzie generatory spełniają następujące relacje komutacyjne

[Ji ,J j ] = iεi jkJk , [Ji ,K j ] = iεi jkKk , [K i ,K j ] =−iεi jkJk , (3.18)

[H,Ji ] = 0, [H,K i ] =−iPi , [Ji ,P j ] = iεi jkPk ,

[Pi ,K j ] =−iHδi j .

Algebrę tę mȯzna zapisác w sposób kowariantny

[Pµ,Pν] = 0 (3.19)

[Pµ,Mρσ] = (−i)(ηµρPσ−ηµσPρ)
[Mµν,Mρσ] = (−i)(ηνρMµσ−ηνσMµρ−ηµρMνσ +ηµσMνρ) .

Składowe antysymetrycznego tensoraMµν związane są zJi i K i następująco:K i =
M0i , Jk = 1

2εklmMlm. Operatorami Casimira dla algebry Poincaré są:

1. PµPµ =: P2

1Tzn transformację deformowalną w sposób ciągły do transformacji tożsamósciowej
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2. WµWµ =: W2 , gdzieWµ jest wektorem Pauli–Lubanskiego (jest to relaty-
wistyczne uogólnienie wektora spinu):Wµ := 1

2εµνρσPνMρσ.

Gdym2 = P2 6= 0
to w układzie spoczynkowym masywnej cząstki

Pµ = (m,~0) (3.20)

W2 =−m2~J2 , ~J = (M23,M31,M12)
~J2 = s(s+1).

Dodatkowymi liczbami kwantowymi numerującymi stany wewnątrz reprezentacji
o ustalonychm i j są składowe pędupi oraz wartósci własneλ operatora skrętności
λ̂ = ~J~p/|~p|. Operator skrętnósci komutuje ze składowymi pędu.

Konstruowanie reprezentacji algebry Poincare’ w przypadku masywnym staje
się proste, jėzeli wėzmie się pod uwagę izomorficzność algebrySO(1,3) i alge-
bry SU(2)⊕SU(2). Izomorficznósć tę widác, gdy zdefiniuje się niehermitowskie
kombinacje generatorówK i i Ji

Ji
± =

1
2

(
Ji± iK i) . (3.21)

Operatory te spełniają związki

[Ji±,J j
±] = iεi jkJk± , (3.22)

[Ji−,J j
+] = 0.

Reprezentacje o określonychj± oznaczamy przez( j+, j−). Nietrywialnymi reprezen-
tacjami o najni̇zszym, równym 2, wymiarze są(1/2,0) i (0,1/2). Pozostałe reprezen-
tacje mȯzna znaleź́c, tak jak dla algebrySU(2), przez tensorowanie tych reprezen-
tacji spinorowych. Na przykład,(1/2,0)⊗ (0,1/2) = (1/2,1/2), gdzie ta ostatnia
reprezentacja jest reprezentacją zawierającą wektor i skalar względem obrotów, to
znaczy wektor względem transformacji Lorentza.

Spinory(1/2,0) nazywamy spinorami lewymi, a spinory(0,1/2) – prawymi.
Spinor Dirakowski jest sumą prostą reprezentacji(1/2,0) i (0,1/2),
ψ = (1/2,0)⊕ (0,1/2), poniewȧz ta suma jest najmniejszą reprezentacją, która
jest niezmiennicza względem parzystości przestrzennej,P. two sprawdzíc, że P
zamieniaJi

+ naJi− i odwrotnie. W reprezentacji Weyla dla spinorów Diraka, górna,
wyrzutowywana przezPL =(1−γ5)/2, połowa spinora transformuje się jak(1/2,0),
zás dolna połowa, wyrzutowywana przezPR = (1+ γ5)/2, transformuje się jak
(0,1/2).

W reprezentacji Weyla dla macierzy Diraka generatory obrotów i pchnięć wyglą-
dają następująco

Ji =
(

σi/2 0
0 σi/2

)
, (3.23)
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K i =−i

(
σi/2 0

0 −σi/2

)
, (3.24)

gdzieσi , i = 1,2,3 , są macierzami Pauliego.

W tej reprezentacjiγ5 =
( −1 0

0 1

)
, γ0 =

(
0 1
1 0

)
.

W reprezentacji Dirakaγ5 =
(

0 1
1 0

)
, γ0 =

(
1 0
0 −1

)
.

Często przydatny okazuje się następujący związek:ei~r~σ = cos(r)+ i~r~σr sin(r), gdzie
r = |~r|, zás σi to macierze Pauliego.

W przypadku reprezentacji bezmasowych,m= 0, sytuacja jest nieco bardziej
złożona.

Dla cząstki bezmasowej możemy przej́sć do układu odniesienia, w którym
czteropęd cząstki przyjmuje postać pµ = (p,0,0, p), p≥ 0. W tym układzie skład-
owe czterowektora spinu (czterowektora Pauliego-Lunbanskiego) przyjmują postać

W1 = (J02−J23)p =−(K2 +J1)p (3.25)

W2 = (J13−J01)p = (K1−J2)p

W0 = W3 =−pJ12 =−pJ3 .

two sprawdzíc, że zachodzą następujące relacje komutacyjne

[W0,W1] =−ipW2 (3.26)

[W0,W2] = ipW1

[W1,W2] = 0.

Aby upodobníc tę algebrę do algebrySU(2) (algebry obrotów), której reprezen-
tacje dobrze znamy, zdefinujemy operatory podnoszące i obniżająceλ± oraz oper-
ator wagowyλ

λ± = W1± iW2, λ =−1
p

W0 = +J3 =
~p~J
|~p| , (3.27)

które spełniają relacje komutacyjne

[λ±,λ] =−(±λ±) (3.28)

[λ+,λ−] = 0.

Jak widác, operatorem wagowym, którego wartości własne są podwyższane i ob-
niżane przez operatoryλ±, jest operator skrętności.
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Algebra (3.28) jest algebrą ruchów w 2-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej,
oznaczaną zazwyczaj przezE2 (dwie translacjeλ± i obrótλ). Operatorem Casimira
dla algebry (3.28) jest operatorA = λ+λ−. Poniewȧz składowe czterowektoraWµ

są rzeczywiste, to operatorA jest hermitowski i ma rzeczywiste wartości własne.
Można wybrác jako bazę w przestrzeni Hilberta stany, które są stanami włsnymiA
i λ (podalgebra Cartana algebryE2 jest 1-wymiarowa). Niechλu(A,µ) = µu(A,µ).
Wtedy[λ+,λ]u(A,µ) =−λ+u(A,µ), co oznacza,̇ze

λ(λ+u(A,µ)) = (µ+1)λ+u(A,µ), (3.29)

co z kolei oznacza,̇ze

λ+u(A,µ) = a+(µ)u(A,µ+1). (3.30)

Podobnie
λ−u(A,µ) = a−(µ)u(A,µ−1). (3.31)

Poniewȧz
〈A,µ′|λ+|A,µ〉∗ = 〈A,µ|λ−|A,µ′〉, (3.32)

i powyższe elementy macierzowe nie znikają tylko dlaµ′ = µ+ 1, to zachodzi
równósć a∗+(µ) = a(µ+1). Z kolei

λ+λ−u(A,µ) = λ−λ+u(A,µ), (3.33)

skąd wynika równósć a−(µ)a+(µ−1) = a+(µ)a−(µ+1). Dlatego, dla kȧzdegoµ
otrzymujemy

|a+(µ−1)|2 = |a+(µ)|2 (3.34)

|a−(µ)|2 = |a−(µ+1)|2.
Poniewȧz wszystkie stany w danej reprezentacji otrzymujemy przez wielokrotne
działanie operatoramiλ± na pewien stan początkowy, to dla wszystkich stanów w
reprezentacji nieprzywiedlnej|a+|= ν+ i |a−|= ν− dla pewnyh ustalonych rzeczy-
wistychν− i ν+. Ponadto,a∗+(µ) = a−(µ+1), zatemν− = ν+ = ν.
Możliwe są dwa przypadki:

• ν 6= 0 – w tym przypadku nie mȧzadnych ograniczén na dozwolone wartósci
ν i µ i otrzymujemy niskónczenie wymiarowe reprezentacje. Nie znamy real-
izowanych w przyrodzie stanów fizycznych, którym te reprezentacje mogłyby
odpowiadác.

• ν = 0 – reprezentacje nieprzywiedlne są jednowymiarowe. Odpowiadają one
na przykład stanom fotonów i grawitonów. W teoriach niezmienniczych wzglę-
dem CP T najmniejszą reprezentacją, która jest niezmiennicza względem
CP T , jest reprezentacja dwuwymiarowa, która jest sumą prostą reprezen-
tacji o skrętnósciachµ i −µ (pod działaniemCP T λ→−λ). Fizyczne fotony,
bezmasowe nautrina i grawitony utożsamiamy z takimi włásnie dwuwymia-
rowymi reprezentacjami.
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3.2 Algebra Poincare

Okazuje się,̇ze skrętnósć µ jednowymiarowych reprezentacji bezmasowych jest
skwantowana. Skrętność jest generatorem obrotów wokół kierunku~p. Zatem pod
działaniem obrotu o kąt2π stan skrętnósciowy zmienia się o fazę

|µ〉 → ei2πµ|µ〉. (3.35)

Analiza struktury grupy obrotów prowadzi do wniosku,że2πµ= kπ , k∈Z, zatem
µ= k

2, k∈ Z.
Argumentacja przebiega następująco. Obroty w trzech wymiarch można scharak-

teryzowác przez podanie kierunku~n i kątaφ≤ π. Ale obroty o kątπ wokół kierunku
~n i −~n prowadzą do tej samej konfiguracji przestrzennej, trzeba je zatem utożsamíc.
Zatem punkty A i B na rysunku3.1oznaczają to samo przkształcenie, ale cykle (a)
i (b) nie dadzą się na siebie przekształcić w sposób ciągły. Wykonanie po kolei
wszystkich przekształceń wzdłu̇z drogi (a) musi dác w wyniku przekształcenie
tożsamósciowe,I . Natomiast wykonanie po kolei przekształceń wzdłu̇z drogi typu
(b) daje w wyniku przekształcenieP, które przekształceniem tożsamósciowym býc
nie musi. Natomiast trzeba zauważyć, że złȯzenie dwu dróg typu (b), na przykład
(b) i (b’) z rysunku3.2, daje się zdeformować do drogi typu (a). ZatemP2 = I .
Poniewȧz w przestrzeni 1-wymiarowejP musi býc liczbą zespoloną o module1,
to P = eiπ lub P = ei2π. Oba wybory są dopuszczalne. W szczególności, wybór
pierwszej z tych mȯzliwości oznacza,̇ze dopuszczalnymi wartościami wielkósci
2πµ są oprócz całkowitych wielokrotności2π równiėz całkowite wielokrotnósciπ.
Stąd stanom fizycznym mogą odpowiadać połówkowe wartósci skrętnósci. Stany
o połówkowych skrętnósciach opisują fermiony.

Rysunek 3.1:Obroty A i B są tymi samymi przekształceniami w przestrzeni konfig-
uracyjnej, lecz zamkniętych dróg (a) i (b) nie można w sposób ciągły przekształcić
na siebie.
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Uzupełnienie techniczne

Rysunek 3.2:Złożenie dwu dróg typu (b) jest drogą typu (a) (cyklemściągalnym
do punktu).
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