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Rozdziat

Wprowadzenie

Supersymetria jest maksymalnymgligoomina przeksztatcenia skalowania) rozsz-
erzeniem algebry Poincare w czterech wymiarach czasoprzestrzennych. Reprezen-
tacje supersymetrii zawieraja zaréwno bozony jak i fermiony, porieyeaeratory
supersymetrii transformuja sig jak fermiony wzgledem algebry Lorentza. Zjawisko
to nasuwa natychmiast ralyo wzyciu supersymetrii jako symetrii unifikujacej bo-
zony i fermiony. Wspotczesna teoria oddziatywelementarnych rzeczyggie ko-
rzysta z tej maliwosci. Jednake supersymetryczna unifikacja czastek ong@h
spinach jest tylko cAxiowa. Supersymetria nie m® by bowiem doktadna, nien-
aruszona, symetria przyrody, gdyprzewiduje dla kadej czastki istnienie part-
nera o innym spinie, ale doktadnie takiej samej masie. Na przyktad, pdwmamyni
widziet w ddswiadczeniach akceleratorowych skalarne elektrony o takiej samej
masie jak zwykle elektrony — jest to przewidywanie niezgodne &witdcze-
niem. Supersymetria traktuje réwnorzednie bozony i fermiony, nie sugerujac, ktory
rodzaj czastek mze by¢ bardziej podstawowym sktadnikiem materii. W szczeg6l-
nosci, wignie supersymetria w réwnie fundamentalny sposob traktuje chiralne
fermiony jak i czastki o spinie zero - skalary. Jest to ciekawe o fadez jedne;j
strony nie odkryto jak dotad ani w laboratoriach ani w kosmasignych elemen-
tarnych skalaréw, a z drugiej strony wspdtczesna fizyka potrzebuje skalaréw do
wyjasnienia struktury fizycznej pebi (efekt Higgsa i czastki Higgsa). W teoriach
rozszerzajacych Model Standardowy, zwtaszcza w teoriagtvajacych wiekszej

niz cztery liczby wymiaréw czasoprzestrzennych, oprécz pél Higgsa wystepuja
licznie dodatkowe fundamentalne skalary, ktére determinuja strukture fizycznej
prézni - tak zwane pola modutéw. WAgaienie sposobu w jaki jest ustalana watto
oczekiwana pd6l modutéw (dylatonu, radionu i temu podobnych pd6l) jest obecnie
kluczowym, a ciagle nierozwiazanym, problemem supersymetrycznych teorii pola
unifikujacych oddziatywania fundamentalne.

Potega supersymetrii widoczna jest w catej petni na poziomie supersymetry-
cznych kwantowych teorii pola. Supersymetria dostarcza naturalnego technicznie
i obfitujacego w fizyczne implikacje sposobu kontrolowania hierarchii skal ma-
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Wprowadzenie

sowych w czterowymiarowych teoriach pola, skutecznego we wszystkich rzedach
rachunku zaburfe Jednake, supersymetria musi zostaaruszona przy niskich
energiach, aby odtworzybserwowalna fenomenologie. Najbardziej ekonomicznym
sposobem naruszenia supersymetrii jest sprzegniecie, w sposob lokalnie super-
symetryczny, Lagrangianu zawierajacego pola cechowania i materie do grawitacijii
naruszenie lokalnej supersymetrii spontanicznie. Po pierwsze, w ten sposéb unika
sie wprowadzenia do spektrum dodatkowego bezmasowego fermionu — Goldstino
staje sie skladowa o skretsim 1/2 masywnego grawitina — czastki o spir8g2.

Po drugie, stabe sprzenia grawitacyjne zapewniaja naturalne sttumienie efektéw
komunikowania naruszenia supersymetrii do sektora obserwowalnego. W granicy
ptaskiej czasoprzestrzeni ta procedura prowadzi do globalnie supersymetrycznego
Lagrarzjanu z jawnie ale migkko naruszona supersymetria.

Z drugiej strony, w teoriach zdefiniowanych w czasoprzestrzeniachzezyyn
niz cztery wymiarze, np w teoriach superstrun lub w teoriach supergrawitacji, ist-
nieje wiele pdl, zaréwno bozonowych jak i fermionowych, ktére nie sa natadowane
wzgledem grupy symetrii cechowania i tworza ptaskie badz ‘uciekajace’ kierunki
w przestrzeni pél. Te pola zwane polami modutéw sa naog6t zwiazanezejwy
wymiarowymi sktadowymi metryki, polami tensoréw antysymetrycznych zeyy
wymirowymi sktadowymi grawitin. Po kompaktyfikacji takie pola moga dawa
wktad (i naogdl daja) do efektywnej statej kosmologicznej w czterech wymiarach,
poprzez swoje potencjaty i gradienty wzatskompaktyfikowanych wymiaréw.
Zatem naprawde przekonujacy i posiyy maze by¢ tylko taki scenariusz narusze-
nia supersymetrii, ktory nie tylko przewiduje rozszczepienie mas r¥gdu w ob-
serwowalnych multipletach supersymetrycznych, ale¢gkzewiduje rownoczesna
stabilizacje modutéw i bliska zeru stata kosmologiczna.

Pazéd licznych propozycji zmierzajacych do realizacji takiego scemariusza
szczegoblna prostota odznacza sie pomygtia dwu lub wiecej kondensatéw fer-
mionowych partneréw nieabelowych bozonéw cechowatadensatéw gaugjn
tzn. modeli typu race-track. Z technicznego punktu widzenia dynamiczne formowanie
sie takich kondensatéw prowadzi do powstania superpotencjatu, ktézyzzite
sponencjalnie od modutéw wystepujacych w funkcjach kinetycznych kondensu-
jacych grup cechowania. Jak pokazano w ciagu ostatnich lat, takie eksponenc-
jalne wkidy do superpotencjatu powstatvanoga nie tylko z powodu silnie odd-
ziatujacych sektoréw grup cechowania, alezelk powodu nietrywialnych czyn-
nikéw skrzywienia ¢zynnikéw warpowanjavzdiuz dodatkowych wymiaréw lub
z powodu tta w postaci rozwiaagbranowych w wyej-wymiarowych supergraw-
itacjach i teoriach strun.

1.0.1 Dlaczego supersymetria?

Podsumujmy najwaniejsze argumenty przemawiajace za supersymetria.
e Rozwamy energie proni dla zespotu pdl swobodnych o masagh spinach
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Ej 0 (~1)5(2j+1)" d*py /p? +1mP =
— (~122j+1)" Cplpl(1+ s +O(p*)). (L.1)

Znikanie kwartycznych i kwadratowych rozisssci w tym wyraeniu mana
zapewng jesti w zespole bedzie tyle samo stopni swobody o spinie catkow-
itym co stopni swobody o spinie potéwkowym i masy tych pol beda (parami
bozon — fermion) jednakowe.

Supersymetria wyfnia (w sensie technicznym) dlaczego masy skalaréw
(np czastki Higgsa) moga pozostama wiele rzedéw wielkeci mniejsze

niz skala Plancka w obecgoi poprawek kwantowych. Co prawda masy
skalarow nie sa chronione przez jakakolwiek symetrie wewnetrzna (wyjatkiem
sa bozony Goldstona), ale masy fermionéw i bozonéw wektoroch tak: te
pierwsze przez symetrie chiralneszee drugie przez symetrie cechowania.
Poniewa supersymetria supersymetria kojarzy w jednym multiplecie skalary

i fermiony (a takze skalary i bozony wektorowe w rozszerzonych teoriach
supersymetrycznych), to tym samym ‘rozszerza’na sektor skalarny efekty
symetrii chiralnych i symetrii cechowania.

Inna wana motywacja, ktéra w praktyce doprowadzita do skonstruowa-
nia i rozwoju teorii supersymetrycznych jest natury teoretycznej. Chodzi o
préby zunifikowania symetrii wewnetrznych uktadéw fizycznych z symetria
Poincare. W latach 60-tych XXgo wieku wiele wysitku wlmo na przyktad

w proby zbudowania jednolitycgo opisu oddziatywailnych, w ktérych
uczestnicza zaréwno czaski fermionowe — hadrony, jak i bozonowe — mezony,
oparte 0 umieszczanie w tej samej reprezentacji pewnej grupy zawierajacej
SU(3) zapachu — na przyktaB8U(6), zarébwno hadronow jak i mezonow.
Oczywiscie, przeksztatcenia grudU(6) mieszaty ze soba fermionowe i
bozonowe stopnie swobody. Proby te podsumowane zostaty pod koniec lat
60tych kilkoma twierdzeniami ‘no-go’, w szczegobw twierdzeniem Cole-
mana-Manduli, ktére orzekatae kada nietrywialna ciagta symetria macierzy
rozpraszania musi byc co najagj iloczynem prostym symetrii wewngtrznej

i symetrii Poincare. Dowdd twierdzenia CW oparty byt na zeluiu,ze gen-
eratory rozpatrywanej symetrii macierzy rozpraszania spetniaja pewna alge-
bre komutatoréw.

Ostatnio supersymetria stata sie angm narzedziem teoretycznym anali-
zowania silnie sprzmnych nieabelowych teorii Yanga-Millsa. W szczegél-
nosci, dzieki supersymetrii udato sie zrealizamarzyktad dualnéci elek-
tromagnetyczne;.

Sypersymetria czasoprzestrzenna zdaje sigewidywaniem konsystent-
nych teorii strun, ktore unifikuja na poziomie kwantowym wszystkie znane
oddziatlywania, tacznie z grawitacja.
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Wprowadzenie

¢ Niskoenergetyczna supersymetria, nawet ztamana, poprawia znaczaco zbie-
ganie sie statych sprzenia w ekstrapolacjach Modelu Standardowego majvy
energiil TeV.

¢ Niskoenergetyczna supersymetria dostarcza kandydatéw do roli zimnej ciem-
nej materii we Wszedwiecie, ktéra umeliwia tworzenie sig struktur wielko-
skalowych.

Supersymetria, globalna i lokalna, byta przedmiotem intensywnychhbiada
retycznych przez ostatnie 30 lat i jest w tej chwili unikalna teoria pozwalajaca
uporzadkowa préby rozszerzania Modelu Standardowego daszych energii i
unifikowania go z grawitacja. Co wiecej, nowe eksperymenty w dziedzinie fizyki
wielkich energii przygotowywane sa w taki sposabby p&rednio lub bezpgred-
nio zaobserwow@lekkich partneréw supersymetrycznych znanych czastek. Testo-
wanie hipotezy o istnieniu niskoenergetycznej supersymetrii bedzie z geigno
jednym z gtéwnych motywoéw fizyki oddziatyvifundamentalncyh w najtaszym
dziesiecioleciu.

Zebrane tutaj notatki sa proba zwieztego podsumowania technicznych podstaw
teorii supersymetrycznych. Nie pretenduja do oryginatmd kompletnéci, beda
w miare regularnie poprawiane i uzupetniane. Pierwsza wersja tych notatek pow-
stata przy wspétpracy doktora Rafata Ciesielskiego.



Rozdziat

Supersymetria

Szczegotowy opis konstrukcji algebry superymetrii zawiera podrecznik Wessa i
Baggera]], przedstawimy tylko zarys tej konstrukcji. Zacznijmy od wprowadzenia
algebry supersymetrii:

{Qu,Qg} = 2044"Pn (2.1)
[Pmchx} = [Pman] =0
[Pm,Pn] = O
1
[Qu:Mu] = 5i(0w)aQp

gdzie{, } oznacza antykomutato®, oraz QB safadunkami supersymetrycznymi,
Pn jest operatorem czteropedusd,,, sa generatorami bustéw i obrotow (slize
informacje na temat formalizmu spinorow Weyla zawigrd). Ostatni komutator
generatorOw supersymetrii z generatorami obrotéw pokazejeggeneratoryQq
transformuja sie jak lewe spinory dwusktadnikowe, a operatory do nichzpree
jak spinory prawe.

Aby sformutowa& supersymetryczna teorie pola, musimy znaleprezentacije
algebry SUSY, wz6rZ.1), w przestrzeni pél nieograniczonyaadnymi warunk-
ami, (poza powtoka masy). Aby tego dok@raefiniujemy antykomutujace spinorowe
parametry&® | &y , spetniajace warunki:

{88 = {8 Qp} = ...=[Pn.&"] =0 (2.2)

Uzywajac tych zmiennych nzemy zapisa algebre supersymetrii w nastepujacy
sposob:

€QEQ] = 260™eRy (2.3)
€QEQ) = [EQEQ =0

[P".EQ = [P™&Q =0



Supersymetria

gdzie stosuje konwencje sumacyjna:

EQ=8"Qy £Q=¢&Q" (2.4)
Zauwamy, ze:
dimle] = 3
oraz,ze:
. 1
dim[Q] = > Qq posiada spirg

Poniewa Q transformuje sie jak spinor zatem mamy

Q|bozon = |fermion) (2.5)
Supersymetria transformuje wiec bozony (spin catkowity)} fermiony (spin potéwkowy)
i odwrotnie. Og6inie méwiac pola o spinie— | £ 3 .

Skonstruujemy teraz najprostszy supersymetryczny multipleoripz pdl bo-
zonowch i fermionowych. Zaczniemy konstrukcje od skalarnego pola bozonowego
A
Definiujemy spinory poprzez transformacije pola bozonoweyo

SA = V2EU (2.6)

Pole fermionowa) transformuje sie w pole bozonowé o wyzszym wymiarze
oraz w pochodna pol& .

Sl = ivV20mE0mA+ V2EF 2.7)

Wz6r (2.7) jest jednoczsnie definicja poléF . Uzywajac wyraen (2.6) i (2.7)
otrzymujemy

510A = 2iE0mNOmA+ 2ENF (2.8)

co pokazujeze antykomutator dwu kolejnych transformacji daje pochodna pola
To samo powinno mie miejsce dla pozostatych pol multipletu. W szczegétiio
dla pola fermionowegap mamy:

[Bndelb = (Bnde —Oedn)W (2.9)

= —2i(Nong — E%n)anw
= —ionomW[non —&onn] — \@(E%F - ﬂ5zF)



2.1 Superprzestrze

Widac, ze ten komutator redukuje sie do petnej pochodnej, gdy:

&F = iV2EGmomU (2.10)

Tak wigc polaA, @, F wraz z .6), (2.7), (2.10 stanowia reprezentacje algebry
supersymetriiZ.1).

2.1 Superprzestrzé

Wygodnym narzedziem do opisu supersymetrycznych teorii pola jest superpraestrze

Powstaje one przez dodanie do zwyktuch czterech bozonowych wspotrzednych

czasoprzestrzennyef dodatkowych antykomutujacych wspoétrzedng@etd, trans-

formujacych sie jak generatory supersymetrii. W superprzestrzeni transformacije

supersymetrii reprezentowane sa przez ruchy ‘geometryczne’, ktére z kolei in-

dukuja transformacje funkcji tego rozszerzonego uktadu zmiennych — superpol.
Ruch w superprzestrzeni jest generowany przez operatanjazkoweQ , (5:

A _  zO d i . mpa z. 0 ‘A0~ MaPa
EQ+EQ = ¢ (an‘_IGO‘“ 0 am)+aa <E—|G Ogp € am>(2.11)

zastosowano tutaj zap@orazd dla operatoréw rédniczkowych, utasamiajacy je
z genaratorami grupy, poniewaperatory te rzeczywcie reprezentuja infintyzy-
malne dziatanie grupowe w przestrzeni parametrow:

{Qméd} = 2i046"Om (2.12)
{Qu,Qp} = {Qa,Q} = 0O

Powyzsza obserwacja nasuwa pomyst rozszerzenia zwykiej przestrzenii konfigu-
racyjnej do superprzestrzeni gdzie supersymetria jest translacja wspotrzednych:

X" — z=(x"9,0) (2.13)

W szczegétach wyglada to nastepujaco: Pornmp dwa elementy grupowe

G(0,5,) G(x,0,8) = glPn(x"+i6oMe-igo™8)]

gl(6+8)Q+(6+6)Q

T ) )
SUSY SUSY + SUSY zinna
translacja z translacja
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Supersymetria

gdzie baza (elementami paramertyzujacymi) sa: zwykifa przéskaefiguracyjna
+ 2 elementy antykomutujace. i stad mamy naturalna droge do superprzestrzeni:
(Xm> 90(7 ea)
XM — xM+i(60™M¢ — Ea™MO)
SUSY= { 0—-06+¢& (2.14)
0—0+¢

Szukamy generatorow translacji — jawnej reprezentacji operat@ré(@ orazPn:

GQHQM | (GGmE_ —&0™0) (2.15)
eEQ+E_(39a = Qu+&qa
€908, = Qu+&a

Lewe mnazenie

_Qa = % - io’adméd_a_m
Q¥ = 53- +i6%0,"eP 0 (2.16)
Pm - |am

Nalezy zwréct uwage ze Py = i0m. Przy czym:
{Qu,Qa} = 204a™(i0m) (2.17)
Prawe mnazenie
Dziatajac z prawej strony :
XM (2.18)
jest realizowane poprzez generatory:

_D(x = % + ioadmédam

Dy = —5& — 109045 M0m (2.19)

Przy takiej definicjiD and D spetniaja antykomutacyjne relacje:

{Dq,Dg} =  —2i0qaM0m (2.20)
{Da,Dg} = {Da,Dg} = 0O

gdzieD orazQ antykomutuja
{Da,Qp} = {Da, Qp} = {Dat, Qp} = {Da, Qp} = 0 (2.21)

Obiekty Dy , Dy nazywamy supersymetrycznymi pochodnymi kowariantnymi.
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2.2 Wtasndsci superpol

2.2 Wiasndasci superpdl

Superpole skalarne (chiralne)

Skalarne superpole zdefiniowane jest warunkiem:
D¢® = 0 (2.22)

To réwnanie mana w miarg prosto rozwiazastosujac zmienng™ = x™ +
i6o™0 orazO

Ds (X" +i80™8) = 0 , Dgb = 0 (2.23)
Ogolna funkcja tych zmiennych spetnia warun2k2@) i przyjmuje posta

O = Aly)+V20u(y)+B6F(y) (2.24)
= A(X)+i80™80mA(X) + %ee%m(x)

ﬂeeamq;(x)o 0+ 66F (x)

+v/28(x)

Pola(A, @, F) tworza superpole chiralne. tatwo sprawtze pola te transformuja
sie w siebie nawzajem w nastepujacy sposob:

A = V2&g (2.25)
50 = iV20mEdmA+ V2EF (2.26)
&F = iV280M0m0 (2.27)

Superpole wektorowe (rzeczywiste)

Ogodlne superpole transformuje sig jak redukowalna reprezentacja supersymetrii.
Aby otrzyma nieredukowalne reprezentacje naktada sie wiezy na ogolny super-
multiplet. Wiezy musza byzgodne z supersymetria tzn. kowariantne. Przyktadami
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Supersymetria

wiezéw saD® = 0,D® = 0, ale talze V =V, przyczym drugi warunek defini-
uje superpole wektorowe zwane f@ksuperpolem rzeczywistym. Moa je przed-
stawic w postaci szeregu potegowegdw 6:
V(x,8,8) = C(X)+iBx(x)—i6X(X) (2.28)
+l266[M(x) +iN(x)] — %G—G[M(X) —iN(x)]

—60™OVin(X) + 660 [)\( )+ 0" OmX (X )}

_ie_ee[A( += omamx ]+ eeee[ )+%DC(X)

gdzie sktadowe pol&,D,M,N oraz vy, musza bg rzeczywiste aby spetniony byt
warunekV =VT. Zauwamy,ze suma superpola chiralnego i poladprzgonego
jest superpolem rzeczywistym postaci:

O+ 0T = A+A+/2(89+6¢) -+ 6OF +60F" (2.29)

mE i =

+i60™00, (A— A") + ﬁeeeaﬂamw
| 566™30. Le6BB0 (AL A

+ ﬁeeo Om-+,80060(A-+ A")

W szczegdlnéci, wspoétczynnik przy9c™0 ma postéa abelowej transformaciji ce-
chowania.

Nasuwa to pomyst, aby abelowe transformacje cechowania rozézeszpetne
superpole wektorowe w nastepujacy sposob:

V — V4+o+of (2.30)

Transformacje sktadowych maja wtedy pa@sta

C — CHA+A (2.31)
X — X—iV2g

M+iN — M+iN—2F
Vm — Vm—Ii0m(A—A")

Widzimy, ze mana dokonatakiej transformacji cechowania, ktéra wyzeruje sktad-
owe C, x, M, N. Ten wybdr cechowania nazywamy cechowaniem Wessa — Zu-
mino. Stosujac powasze cechowanie pozb§iny sie swobodnych pél, pozostata
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2.2 Wtasndsci superpol

jeszcze swoboda wyboru &g urojonejA, ktéra odpowiada wykonaniu standard-
owej abelowej transformacji cechowania na polu wektorowynlinaczej méwiac

jest to symetria cechowaniayy, — Vm— i0m(A— A*) . W cechowaniu tym skiad-
oweA orazD sa niezmiennicze. Cechowanie Wessa—Zumino tamie niestety jawna
supersymetrig, ale za to superpole wektordveane wzoremZ.28 przybiera
bardzo prosta posta

vV o= —eomévm(x)JrieeéX(x)—i@eA(x)+%ee%D(x) (2.32)

Warto jeszcze przedstabviak wygladaja wysze potegi superpola wektorowego w
cechowaniu Wessa—Zumino :

V2 = —%eee_evm\/“ (2.33)
vi =0

2.2.1 Niezmiennicz&C wzgledem cechowania

Omowmy teraz pewne wiasgo superpola skalarnego (chiralnego) i wektorowego
(rzeczywistego). Zobaczmy jak zachowuja sie superpola skalarne i wektorowe pod
dziataniem wewnetrznej symetii = U (1).

Superpole skalarne — globalna symetriag = U (1)
Superpole skalarne pod dziataniem grugy=U (1) zachowuje sie nastepujaco:
® — d=e"o (2.34)

gdzie A jest parametrem przeksztalcenia.
tatwo pokaza, ze @' jest take superpolem chiralnym§é A jest superpolem
chiralnym:

De® =  Dg(®P—iAD+...) (2.35)
= Dg®—i[(DgA)P+A(Dg®)]+...=0 <=> DgA=0
O

Jesli A jest rzeczywiste i staie([i-,/\ = Dg/\ =0) to korzystajac z reguty Haus-
dorffa otrzymujemy:
oty = otdNe o (2.36)
= o'o
Ta obserwacja pozwala skonstru@nagrarzjan chiralny, niezmienniczy wzgle-

dem globalnej grupy symetrf = U (1) transformujacej pole skalarne zgodnie ze
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Supersymetria

wzorem @.34):

L = Ik+W (2.37)
ke = cDchDk’ee@
1 1
W = EquJideJrégm ;DD | |go+h.C.

gdzie przezLx g oznaczamy wyrazy kinetyczne, natomid#t jest superpotenc-
jatem.

Superpole skalarne — lokalna symetriag = U (1)

Niezmiennicze dziatanie z niejednorodnym, zalgm od x, parametrend\ mozna
skonstruowé uogolniajac dziatanie grupy = U (1)

®—ed | DgA=0 (2.38)
of ——dNot | DgAT=0

Otéz przy takich warunkach caty lagrzjan £, dany wzoremZ.37), przestaje b§
niezmienniczy, poniewa

o= ofdN N Lot (2.39)
Wprowadzajac wektorowe superpole, transformujace sie zgodnie z warunkiem:
V' = V+i(A=AT) (2.40)

Mozemy napisapetny lagragjan niezmienniczy wzgledem lokalnej grupy symetrii
G =U(1) w postaci :

1 —
L = Z(W“wa!ee+de"\e—e)+cb*kchbkyeee—9 (2.41)

1 1
+ [<2mj¢i¢j + 3l qu‘Dj‘Dl) |60 + h-C}

gdzie superpoleMy , ktére jest uogélnieniem natenia pola cechowania definiu-
jemy nastepujaco:

Wy = —%55DGV Wy = —%DDIS@(V (2.42)

Superpole, Wy ( ?T/d ) jest niezmienniecze ze wzgledu na transformacje cechowa-
nia, oraz spetnia warunek chirakw (antychiral8ci):

DyWa=0 DgWh=0 (2.43)
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2.2 Wtasndsci superpol

Niezmiennicz&t tego superpola wzgledem cechowania pokazujemy nastepujaco:
1

Wy = —ZﬁﬁDu(VJri(/\—AT)) (2.44)
| ——
= ‘Wa—gDDDG/\
— wa—éllﬁd{ﬁd,oa}/\
= WU

Wz6r (2.41) daje ogodlna postarenormalizowalnego lagrajanu niezmienniczego
wgledem lokalnej transformacji cechowania grupy- U (1). W cechowaniu Wessa—
Zumino omowionym szerzej w rozdziale2, gdzie jak pamigtamy 3 = 0, zmody-
fikowany wyraz kinetyczny dla p6l skalarnych przyjmuje pésta

ONe' Dylgggs = FF*+ADA" +id,@a"@ (2.45)
1—py i, i

\é (AAg—AAG) + 5 (D - Izvnv”> AA
Lagrarzjan wyraony w tym cechowaniu nie bedzie zawierat cztonéw o wymiarze
Wyzszym nk cztery.

Na koniec zajmiemy sie jeszcze konstrukcja lagianu dla elektrodynamiki.
Otéz najprostsze supersymetryczne rozszerzenia elektrodynamiki uzyskujemy za-
ktadajac,ze mamy dwa superpola skalarne o przeciwnych tadunkach wzgledem
grupy U (1), to znaczy transformujace sie nastepujaco:

o, —eo, o et (2.46)

Lagrarzjan dla elektrodynamiki z masywnymi elektronami i ich partnerami przyj-
muje zatem posta

1 - —.
Leo = 5 (W Waloo + Wa W) + 0T/ oo + 7€' D_|ofi47)
+m(P D _|gg+ T DT |55)

Rozszerzenie tej konstrukcji do lag@@anu niezmienniczego wzgledem nieabe-
lowej grupy cechowania jest stosunkowo proste, gaczegoty mmna znalez w

[1].

2.2.2 Energia kinetyczna superpola wektorowego

Chcac znalez energie kinetyczna dla superpola wektorowego,z2ya#malet su-
perpole W ( Wy ) niezmiennicze wzgledem transforma®jl =V +i (A — /\T) .
Czgt kinetyczna lagrazjanu dla pél wektorowych:

1
LVK_E = —ZWan‘ee—Fh-C (2.48)
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Korzystajac z tasaméci WyW® = —1DDWDV mazemy bowiem napiga
w cechowaniu Wessa—Zumino:
\Y; 1 n, ix~mMy » 1 2

gdzie interpretacja poszczegolnych cztonow jest nast@pu}ac%armnvm” jest en-
ergia kinetyczna superpola wektorowegaAa™d,A jest energia kinetyczna gau-
gin, z& %Dz jest wkltadem do potencjatu, oraz gdaign = Omvh — OnVim.

My chcemy doda jeszcze czton masowy, postadV?, do lagrazjanu @.48).
Ten nowy czton nie jest piniezmienniczy ze wzgledu na cechowanie. Musimy go
zatem dopis@do uogdlnionego superpotencjatu wektorowego:

1 — 1
Vigor = — V" XA XA+ 5 (MP+N?) (2.50)

i _

_Excmamx - 5)(_0m0mx

+%CDC+CD

Co jest interesujace, ten wyraz nie tylko nadaje mase owemu wektorowemu polu
Vm, ale rownig pozostatym wyrazom supermultipletu, ktérych teraz nieemoy

juz “wycechowa”.

Lagrarzjan (2.48 wraz z cztonem @.50) opisuje :

e jedno pole wektorowen,
e dwa pola o spinie: x , A

e jedno pole skalarn€

2.2.3 Naruszenie supersymetrii

Z oczywistych wzgledéw w realistycznych modelach supersymetria masttay
mana. Przekonuja nas do tego przestanki eksperymentalne na przyktad nie ob-
serwujemy supersymetrycznego partnera elektren(powinien on przy niezia-
manej SUSY mié mase rowna masie elektronu), brak réwmabserwacyjnych
przestanek potwierdzajacych istnienie czastek ktore miaty by doktadnie takie same
liczby kwantowe i mase jak czastki Modelu Standardoweganitg sie od nich
tylko spinem. Tak wiec supersymetraia nie mozé bipktadna symetria efekty-
wnego niskoenergetycznego lagrgnu opisujacego lekkie stany fizyczne.
Kryterium wystepowania spontanicznego tamania sypersymetrii, jest niezmi-
ennicz&t stanu fizycznej pini, |0) , wzgledem ogdlnej transformaciji super-
symetrii, co przektada sige na twierdzenze, spontaniczne tamanie supersymetrii
nastepuje wowczas gdy wastooczekiwana operatora Hamiltortd jest wieksza
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2.2 Wtasndsci superpol

od zera: (Y|H|P) > 0. Przyjrzyjmy sie blzej temu stwierdzeniu. Skorzystajmy z
algebry SUSY i rozpatrzmy antykomutator generatoréw supersymetrii;

{Qu.Qg} = 20,3"Pn. (2.51)

Jesli wezmiemyslad obu stron i zauvzgmy, ze tylko maciero® maslad r&ny od
zera, to otrzymamy:

P=H = 0L+ (005 (252)
= %(Q151+61Q1+Q26'2+6'2Q2)

Operator HamiltonaH jest dodatnio okr&ony, tzn. dla dowolnego fizycznego
stanu |y)

(WHIW) = 350 ((Wn Qo) >+ [(Wn| QW) [?) >0  (2.53)

Oznacza toze wart& oczekiwana operatordd nie mae byt ujemna. Stad
whioskujemy, £ stan o najriszej maliwej energii to stan o energia zerowej, przy
czym E = (Q|H|P) . Wtedy

QW) 220 = (WH|Y)=0 (2.54)

CO 0znaczaze stan o energii zerowej, o ile m® byt zrealizowany przez uktad
fizyczny, nie tamie spontanicznie supersymetrii. Ze wz@.64) widzimy, ze aby
SUSY zostata ztamana spontanicznie musi istata&i stany >, ze (Y|H|W) >

0 Tzn:

W
(YH[Y) >0 = N(m Qi\LIJ)#O) (2.55)

Przyjmijmy, ze stany > jest kreowany z prini przez polé¥, [{ >= W[ >.
To oznaczaze musi istnié takie pole¥, ze < 0|(§Q+ &Q)W|0 >= 0, a poniewa
kazde poleW jest sktadowa pewnego superpdawiec warunek ztamanej super-
symetrii to po prostu

< 0/(EQ+EQ)X|0>=< 05:X|0 >0 (2.56)

dla pewnego superpoka Aby ztama supersymetrie bez naruszenia symetrii Lorentza
kondensowa moga tylko wariacje fermionéw, poniewdylko te wariacje zawier-

aja sktadowe, ktérych wspétczynniki sa skalarami (nie zawieraja pochodnyuch i
sktadowych pol fermionowychPs P = v/2&F + ..., §A = iED + ...

Na rysunk.1 zilustrowano sytuacje w modelu, w ktérych stan podstawowy
nie tamie supersymetrii (a), oraz kiedy stan podstawawy tamie supersymetrie (b).
Przejdzmy do omdéwienia konkretnych modeli, w ktérych tamanie supersymetrii
dokonuje sie w sektorze pél chiralnych (model O’Raifeartaigh’a), badz w sektorze
gauge (scenariusz Fayeta—lliopoulosa).
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a b

Rysunek 2.1:Stan podstawawy hie famie supersymetri (a), oraz stan podstawowy
tamie supersymetrie (b).

Model O’Raifeartaigh’a

Jako pierwszy oméwimy model, ktory zbudowany jest wytacznie z pol chiral-
nych. Kiedy zajmowa8my sie supersymetrycznym lagzganem (RozdziaP?),
wprowadzilémy energie potencjalna,

V(AAY) = F'iR (2.57)

Z réwnah ruchu, a‘,’:—ék =0 oraz g—ék =0 , otrzymalbmy:
Fe = — (Vk+mah +g5A5AY) (2.58)
F'e = —(M+MmiA +GijkAA)) (2.59)

Wystapienie takiego rozwiazania rowngulera-Lagrange’a, ktére odpowiada
F*x =0, sygnalizuje wystepowanie supersymetrycznego minimum dla potencjatu
V(A A").

Chcac zatem ztangasSUSY musimy tak dobtaparametry :Ax, my, gijk aby
rownaniaF*x = 0dlak = 1,...,n nie mogty by dla wszystkich k spetnione. Tzn.:

F'x#0 = M+myA +0ijkAA; #0 (2.60)
Konstrukcja takich modeli nie jest tatwa .

1. Dla k=1, mamy tylko jedno superpole skalarpe Wtedy F* = —A # 0,
g—ék = F*+ A+ mkA + GikAA] = 0 Ale w takim wypadku, co fatwo
widac, ztamanie SUSY nie oznacza nadania mesynej z czastek, jest za-
tem nieskuteczne.

2. Dla dwdch superpél (k=1,2) zawsze mma spetr warunek=*, = 0 czyli na
mocy wczéniej przedstawionych zaten, nie wystepuje tutaj spontaniczne
lamanie SUSY.
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2.2 Wtasndsci superpol

3. Zachodzi wigec potrzeba wprowadzenia co najmniej 3 superpol k=1,2,3. To
wiasnie zaproponowat O’'Raifeartaigh]]

Model O’Raifeartaigh4] jest jednoczenie najprostszym z wprowadzonych mod-
eli spontanicznego tamania SUSY. Czysto chiralnestiagrarzjanu, L zwana
superpotencjatentpe , W tym wypadku ma posta

1 1
W = )\OCDO + ém]_zq)]_q)z + égOIZCDOchcDZ +h.c. (261)

Model O’Raifeartaigh opisany zostat w wielu miejscach np. w monogréfii [
W tej pracy interesuje nas jednak przede wszystkim drugi sposéb tamania super-
symetrii, tzw. metoda Fayeta — lliopoulosa Przyjrzyjmy sie jej nieco doktadniej.

Model Fayeta—lliopoulosa

Drugim mechanizmen spontanicznego tamania SUSY, ktory jest gtbwnym przed-
miotem zainteresowania w tej pracy jest mechanizm Fayeta — lliopodpsalet

i lliopoulos zauwayli, ze czton6666 w superpolu wektorowym jest supersymetryczny
i niezmiennniczy ze wzgledu na cechowanie tylko dla grup abelowych.

Ow wyraz ma posia

Lrr = KV|gggg =KD (2.62)

gdzie K jest parametrem Fayeta—lliopoulosa.

Dodajmy do lagrarnanu dlaQE D danego wzoren(63 czton Lg, podany wyej,
i znajdzmy spontaniczne tamanie supersymetrii.

Otrzymujemy:

[EEN

L = Z(WaWa|ee+VT/dVT/d\%)+¢T+evq’+|eee_e+¢Tfev¢f|ee@(2-63)
m(P, D_[gg+ P DT_|55) + 2KV go55

W obecnéci pél cechowania potencjat p6l skalarny@s(?) modyfikuje sie o tak
zwany D —term, przybierajac posta

1
V(AGAY) = |=*|<Fk+§D2 (2.64)
PolaD = V|gg5g » F1 , F2 znajdujemy z rownia Eulera—Lagrangéa:
D—|—K+g (AiAL—AsA) = O (2.65)
F+ mA§ =0
Fo+mA = 0

Rozwiazanie réwnfaruchu dla tego lagrajanu pokazujeze brak jest rozwiaza
dlaktérychD =0 i F =0, (réwnania sa sprzeczne), wystapi wiec spontaniczne
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tamanie SUSY. Poniewajest to d&C istotna czgt teorii, majaca dee znacze-
nie dla zrozumienia dalszej ca pracy, dlatego postaramy sig ja nieco rozwina
Szukamy rozwiazarowna (2.65), takich ktére dawaty byl = 0. Potencjat?’
przybiera posta

vV = %K2+ <n12+ ;EK> AAL+ (m2 — ;eK> APy (2.66)

e2 * *
+§ (AJAL — A2A2)2

powinnismy przedyskutowadwa przypadki m? > ek orazn? < Jex.
Omowmy je po kolei:

1. m? > %eK w tym pierwszym przypadku oba poky orazA; maja rzeczy-
wiste masy. Minimum jest dla; = 0 = A,. Model ten opisuje dwa zespolone
pola skalarne, odpowiednio z masami? = n? + ek orazmy? = n? — Jex,
przy czym pomiedzy tymi masami zachodzi zwianek + my2 = 2n?. Pole
wektorowevy, pozostaje bezmasowe.

Bezmasowy spinorA odgrywa role fermionowej czastki Goldstonéa, tak
zwanego Goldstina, zwiazanej ze spontanicznie ztamana supersymetria. Wida
to z prawa transformaciji dla

SN = iED+0™Evin (2.67)

Dostrzegamyze A transformuje sie niejednorodnieSjetylko D osiaga
niezerowa wartst oczekiwana prani. Patrzac na réwnania Eulera—Lagrangéa
(2.69, D = —k — § (AjA1 — ASAz). Tak wi ¢ ec:

. .. €
OGN = —IEK—Iﬁé(AIAl— 5A2) + 0™ EVmn (2.68)

Sytuacje te przedstawia rysunekd), (a).

2. Jezelin? < e to Ay = 0= A nie jest jiz minimum potencjatud.66). Aby
znalez nowe minimum rozwiazujemy réwnania:

0V 1 & .
oV 1 € i
o = (mz — 2eK) Po— 1 (AtAL—Ahg) Ao =0

Otrzymujemy minimum w punkcié; =0,A> =V,
gdzie2e?v2 + (m? — 1ex) = 0. Mozemy tak dobratransformacje cechowa-
nia aebyv byto rzeczywiste.
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2.2 Wtasndsci superpol

Rozwijajac potencjat wokot miminum, spontanicznie tamiemy symetrie wzgle-
dem grupyG = U (1). Otrzymujemy :

A=A
{ A Ay (2.70)

PotencjalR.66) przybiera posta

VvV = 2222 (ex —mm?) +2A°A (2.71)

+% (;ezvz) (\2 [A+A*]>2+; (;ezv2> V™

gdzie sta%a%‘2 (eK — mz) jest dodatnia. Zaréwno supersymetria jak i syme-
tria cechowania sa ztamane. Wektorowe superpgleabiera masy “zjada-
jac” bozon Goldstonal2 (A+A"), lecz catkowita liczba stopni swobody

T V2
pozostaje niezmieniona.

Podczas tamania symetrii, modyfikacji ulegaja révinidtady do mas spinoréw:

iev

Ly = ... —m((pl(p2+c7)1(?>2)+\ﬁ (@2 — @) (2.72)
Zdefiniujmy teraz liniowe kombinacje:
P = g2 (2.73)

1 iev

b \/ P+ 3€2v2 <mlpl+ﬁ)\>

1 ( iev
L (o)
\/ MR+ 2e2y2 V2

Zastosujemy powssze podstawienia do lagganu dla fermionowLy, i
jeszcze raz przyjrzymy sie masom fermionéw, ale teraz agmgch w nowych

zmiennych :
Lo = ...— (,/nﬂ+;e2v2> (WP -+ PO) (2.74)

Pole A pozostaje bezmasowe, i transformuje sig niejednorodnie czego oczeku-
jemy od pél Goldstonowskich:

SA = —2igz\/e|<—mZ+ (2.75)

Jest to zatem pole Goldstina. Policzmy stopnie swobody czastek:

>
|
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V Vv
/ \/N b
A2 A2

Rysunek 2.2:W przypadku kiedyr? > %eK ztamana jest tylko supersymetria (a),
natomiast gdyr? < %eK ztamana jest supersymetria i symetrai cechowania (b).

2 pola spinorowe z masantiy = my = /M2 + €22

1 pole wektorowe, i jedno pole pole skalarne— rzeczywi% [A+A]
z masa

1
My, =M1 (5, 5] = |/ 28V

jeden zespolony skalak z masamy = v2n¥
1 bezmasowy spinor Goldstonel m; =0

Widat wigc,ze liczba stopni swobody dla fermionéw, (), pozostaje réwna
liczbie s:topNnii swobody dla bozonow, tutaj reprezentowanych przez pola:
Vin, \% [A+A"] A Mamy takze zwiazek:

4 <n12 + ;e2v2> = (3+1) <;e2v2) +2(2m?) (2.76)

Relacja ta jest przyktadem ogoélnej relaciji:

) (#st.swobodym%ermiony:bz (#st.swobodyMg o0, (2.77)

fermiony ozony

zachodzacej w przypadku globalnie supersymetrycznych modeli z SUSY
ztamana spontanicznie. Ten przypadek islustruje rysuéeX (o).

Przedstawimy teraz model, w ktérym jest ztamana tylko symetria cechowa-
nia. Przy omawianiu modelu O’Raifeartaigh uzys&aly warunki nienaruszonej
supersymetrii:

F'x=0 = M+mMiA +30ijxAA; =0 (2.78)

Wartasc oczekiwana pani dla A, oznaczymy poprzea, . Poszukujemy rozwiaza
powyzszego réwnania, czyli chcemy znatek, ktére nie sa niezmienicze wzgle-
dem wewnetrznej grupy symetrii.

Dla potrzeb tego przyktadu skonstruujemy prosty model, z g@p@lj(l)
oraz trzema superpolami skalarnymi:
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2.2 Wtasndsci superpol

e jedno neutralng
e @, pole o dodatnim tadunku wzgledem grugy=U (1)
e (@_ pole o ujemnym tadunku wzgledem gru@y: U(1)

Lagrarzjan, niezmienniczy wzgledem gru@/: U (1), bedzie miat posta

1
W = émc|>2+p<1>+cp_+>\q>+gcl>q>+cp_+h.c. (2.79)

a réwnanie 2.79 przybierze posta

A+ma+ga,a. = 0 (2.80)
a (u+ga) = 0
a;(u+ga) = 0

Mamy wtedy dwa rozwiazania:

A
m

l.a,=a =0,a=-

2. a8 =—3 (7\—%1) a=—g
Pierwsze rozwiazanie nie famie symettf;i: U(l), w drugim tamanie symetrii
wystepuje. Skupimy wiec swoja uwage na drugim rozwiazaniu. Wyznaczany jest
teraz tylko cztora,a_ , a nie wart& prézniowa kadego z pél osobno. Superpo-
tencjat W jest niezmienniczy nie tylko wzgledem grugy= U (1), lecz réwnig
wzgledem jej rozszerzenia zespolone@o: U(1)¢. To oznaczaze dla kadego
rozwiazaniaa, , a_ rownania 2.80), istnieje cata klasa rozwiaaarzy dowolnym
A zespolonym. Wobec tego istnieje niedkaona rodzina supersymetrycznychzmid

a, — &% a —ea AeC (2.81)

Tak wiec stan podstawowy ma wigksza degeneragjganktora wynika z wewnetrznej
grupy symetrii.Jest to wynikiem faktaeW jest holomorficzna funkcja superpél.

Jezeli symetriaU (1) ma by¢ lokalna to powinrEmy wprowad# wektorowe
superpoleV , ktére bedzie sprzmne do superpdl skalarnycp , @, tak jak
to bytlo w przypadku grup abelowych (rozdziaR.3 wzér (2.63), gdzie dodal-
iSmy czton postaci2kV do lagrazjanu. W rezultacie otrzymujemy tréjliniowe
sprzgenie pomiedzy superpolami skalarny&i oraz wektorowym multipletem
V:

eV (ALA, —A"LA,) (2.82)

To znaczy :

L — Lpe+¢ €@ logggt+ @ €' ¢ lgegg - +W+...  (2.83)
— L eV(ALA, —AA)..
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Ten wyraz wyglada jak wyraz F-1. Dodaje sig do niego rowraerykly drzewowy
wyraz Fayeta-lliopoulosa (F-1) (podobnie jak poprzedmigest wart&cia oczeki-
wana pranidlaA, ,a_dlaA_,itd.):

L D ey {ajaq —a‘a + 22 (2.84)

Ten czlon mae zwyczajnie tam@a SUSY. Ale poniewa wystepuje degenaracja
a. — ea, , mazliwa jest transformacja, ktéra zerug a, —a"a_ +2% dla
dowolnegok .

* * K * _(N\* K
a+a+—a—&+26} — [e/\ Payf—e? +A)|io|2+26] = (2.85)

Poniewa zawsze istnieje rozwiazanie réwnangg?éN x| — e=2ReN) |y|2 4 2K —

0. Zatem tutajD -term nie indukuje tamania SUSY. Rozwijaje®’ otrzymujemy
natomiast supersymetryczny wytanasowy dla superpola wektorowego. Jest on
zwiazany z rownanien®(2.3 i ma posta:

K
Lpe. D e2<aia++ai&+26>vz (2.86)

Czlonu(a’a, +a*a + 2%) V2 nie mazna “odtransformowa.Nalezy zauwayt,
ze czton ten nadaje mase dla catago superpola wektorowggo

Jezeli zestawimy powgszy wzér £.86), z rownaniem @.50), to zobaczymy,
ze spontaniczne tamanie symetrii cechowania w tej teorii powodajppjawi sig
petny masowy wektorowy supermultiplet. Pamggy model mena tatwo rozsz-
erzyt na przypadek grup nieabelowych. Opierajac sie na materiale z (roz8z2aBu
zadamy supersymetrycznego rozwiazania:

F'x=0 = A+mka +gijkaiaj =0 (2.87)

equat Parametry, m, g sa ograniczone przez wewnetrzna grupe symetrii. Ogol-
nie w teorii z cechowaniem, supersymetryczne minima musza speioveniez
warunek:

D'—aTha=0 i F=0 (2.88)

NieabelowyD-term nie jest niezmienniczy ze wzgledu na transformacije ce-
chowania. Okazuje sige réwnanie??) tzn.:F*x = A + ma + gijkaa; = O catkowicie
determinuje tamanie SUSY, w przypadku nieabelowej teorieli@dwnanie ??)
posiada rozwiazanig;, to zawsze mpna znaleg takie rozwiazanie, nazwijmy je
umownied;, ktére spetnia jednocseie .89. Dowdd tego faktu dla prostej grupy
G znajduje sie w ksizce J.Wessa i J.Baggerq.|

Powt6rzmy raz jeszczege spontaniczne famanie supersymetrii nieabelowych
modeli jest kontrolowane poprzéz—termy. Supersymetria jest spontanicznie zla-
mana wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanig" = 0 nie ma rozwiaza . Innymi stowy
dla grup nieabelowych tylko c&e chiralna decyduje o tamaniu SUSY, tj.5]e
F*x =0 to mazna znale takie rozwiazanieF*, = 0, ze D! = aI-T'I'”'(ak =0 dla
wartosci tego rozwiazania.

1Korzystamy z rozwiniecia®y = 1+ eV + # +...
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2.2.4 Macierz masy fermionéw — goldstino

Ogodlna macierz masy fermionéw w teorii z niezmienni&aa wzgledem cechowa-

nia ma posta B
Fab Dgg Wo
(an7\0()< Dep O > ( Ao ) (2.89)

W tym wyrazeniuFap = —92W /d@a0@, = 0Fy/d@s, orazDap = Dy /d@,. Mozna
pokaz&, ze stan opisany kombinacja liniowa

g=< Fa > Pa+ < Dq > Aa (290)

jest wektorem wiasnym macierzy masy fermionéw z weota wtasngd. Stan
ten nazywany jest goldstinem. Aby pokézae masa goldstina znika, naleza-
uwazyc, ze zr@niczkowanie postencjatu skalarneyo= |Fa|?+ 3(D%)2, po polu
chiralnym, prowadzi do réwnsci Fap < Ry > +Daq < Dg >= 0, z&é niezmoi-
ennicz&C superpotencjatu wzgledem przeksztatcechowania prowadzi do=
OW = OW /0ad@s = i020W /0@ T4 @ = O, co po uwzglednienigeDy = QTG M
dajedW/0@,Dg = 0.

Korzystajac z podanej postaci macierzy masy fermiondw i potencjatu skalarnego,
zauwaywszy,ze kwadrat macierzy masy bozonéw cechowania ma f)QS‘ﬂETl)CZXB =
(DgaDag + DaaDga), tatwo pokaza, ze w zupetnie ogélnym przypadku zachodzi
nastepujaca reguta sumsjetylko generatory wszystkich symetrii cechowania sa
beZ&ladowe:

(2j+1) (=12 Tr(m)?=0. (2.91)
j=0,1/2,1

2.2.5 0Ogoblne wiasnséci naruszenia supersymetrii w sektorze chiral-
nym

Jezeli pomin& wyrazy Fayeta-lliopoulosa, to konieczne warunki naruszenia glob-
alnej supersymetrii wymaja sie przez pochodne uperpotencjatu:

ow =0. (2.92)

o

Jezeli na superpotencjat nie narzucirmgdnych symetrii, to oczekujemye su-

persymetria pozostanie nieztamana: ponie'saperpotencjat jest holomorficzna

funkcja superpdl, to mamy N réwhana N wart&ci oczekiwanych pdél, ktére maja

jakies rozwiazanie. Podobnie jest w przypadku, gdy na oddziatywania narzucimy

pewna symetrig, ktéra nie jest R-symetrizzeletaka symetria ma L generatoréw,

to za pomoca L réwrfa (wiezéw) maemy wyeliminow& L zmiennych, i po-

zostanie uktad (N-L) réwrfana (N-L) niewiadomych, ktéry rownzema rozwiazanie.
Jakaciowo nowa sytuacja powstaje, gdy narzucimy na superpotencjat spon-

tanicznie ztamana R-symetrie, powiedzbyl). Powiedzmyze superpol&, ma
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r-tadunekgn: @, — i%d,,. Przypstmy, ze < d, >+ 0. Wtedy maemy zapisa
superpotencjat w postaci

W = (®n)%/%f(X), i <n, (2.93)
gdzie nowe superpolX, = ®;/®%/%" maja tadunek zero wzgledem R-symetrii.
Warunki na nieztamana supersymetrie wygladaja teraz nastepujaco:

of
— =0, f(X) = 2.94
ax =0 f) =0, (2.94)
co daje N réwna na (N-1) zmiennycd; — uktad, ktéry mae nie mi€ rozwiazania.
Przyktady:

1. W = ASX?, R-symetriaR(S) = 0, R(X) = 1, Q-symetriaQ(S) = 2, Q(X) =
1. W minimum potencjatu skalarnego Q ztamana, R nieziamana, supersyme-
tria nieztamana.

2. W = SX2 + SXY+X2Y + mYY, R(S) = R(Y) = 2. W tym przypadku istnija
préznie ze ztamana spontanicznie R-symetria i nieztamana supersymetria.
Powdd jet takize podany wyej superpotencjat nie jest generyczny (natu-
ralny), to znaczy nie jest maksymalnym superpotencjatem zgodnym z narzu-
conymi symetriami. Na przyktad nzoa dodac nowy wyra@&/ — W + S, co
spowoduje odtworzenie R-symetrii w supersymetrycznym minimum.

3. Model O’Raifeartaigh — generyczny, nieztamana R-symetria i ztamana su-
persymetria. Wezmy = 1S+ SGF+mPQR(S)=R(P)=2,PQ— —P,—Q.
Wszystkie pranie tamia supersymetrig.

4. Nakoniec przyktad, w ktérym nie ma R-symetrii, superpotencijat jest niegen-
eryczny i supersymetria jest ztamana (clneazna doda wyrazy, ktére przy-
wréca supersymetriglV = A1 X Q% +A2Y (Q% — 1) + AQ3 + m Q2 + miQ.

Twierdzenie Ovruta—Wessa

Jesli superpotencjat jest niezmienniczy wzgledem pewnej symetrii globalnej lub
lokalnejU, to chiralny lagramjan jest niezmienniczy wzgledem wigkszej grupy
symetrii, ktéra jest kompleksyfikacja grupy, przyktad tego zjawiska widziedmy

w jednym z wczéniejszych przyktadéw. Powodem tego jest holomorfi&zreu-
perpotencjatu. Wynika stade jesli w modelu z symetria wystepuje supersymetryczna
préznia, to jest ona zdegenerowana - aglena do ptaskiego kierunku potencjatu
skalarnego (udowodnij to twierdzenie).

2.2.6 Naruszenie supersymetrii w sektorze ukrytym

Wyobrazmy sobieze w teorii supersymetrycznej pola ama podziek na dwa
sektory: widzialny, zawierajacy lekkie obserwowalne czastki (g,e,H,...) i ukryty,
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2.2 Wtasndsci superpol

sktadajacy sie z czastek zkich lub stabo odziatujacych z ektorem widzialnym,
X. W tym przypadku operatorem sprzegajacym oba sektorzenbgt operator

2
%(CDTGJXTX)D = “;/lecp*(er (2.95)
ktory daje jawne masy dla lekkich skalaréwsljesupersymetria tamie sie przy
odpowiedniej skali w sektorze @kim. Taki operator mpe by¢ nierenormalizowal-
nym operatorem drzewowym, lub pojansie w poprawkach radiacyjnych (to jest
D-term, nie jest on chroniony twierdzeniem o nierenormalizacji$li Xsharak-
terystyczna skala sektora zlgego jestM = 101°GeV, z& masy lekkich skalaréw
nie przekraczaja skalio* GeV, to skala naruszenia supersymeizdefiniowana
relacjap? = |Fx|, musi byt niewigksza ri 10 GeV. Skale tego rzedu okstamy
jako skale pérednia. Zadaniem porzadnego modelu supersymetrycznego jest natu-
ralne wytlumaczenie pojawiania sie skaligpedniej. Nie jest to tatwe. Dotychczas
naturalne wyjanienia dla takich skal oparte sa o efekty nieperturbacyjne w nieabe-
lowych teoriach z cechowaniem, co ma te skihae teoria efektéw nieperturba-
cyjnych w teorii pola wcia jeszcze nie jest zadowalajaca.

Waznym problemem teoretycznym jest pojawianie sig goldstina przy spontan-
icznym naruszeniu supersymetrii. Musiatoby sie ono spizegapdl widzialnych
nawet wtedy, gdyby naruszenie supersymetrii odbywato sie w sektorze ukrytym
(ciezkim). Jedynym znanym w tej chwili sposobem pozbycia sie z lekkiego spek-
trum bezmasowego fermionu — goldstina — jest sprzegniecie teorii globalnie su-
persymetrycznej do grawitacji. Wowczas skala Plancka pojawia sie jako naturalna
skala ttumiaca przenoszenie naruszenia supersymetrii miedzy sektorem ukrytym
a sektorem widzialnym. Supergrawitacjigwaiecona jest kiicowa czé&c tych no-
tatek.

Miekkie famanie supersymetrii

Oprocz spontanicznego tamania supersymetrii opisywanego w poprzednich rozdzi-
atach, payteczne okazuije sie rozaanie jawnego tamania supersymetrii na poziomie
lagrarzjanu. Okazuje sigze istnieje zbior operatoréw wymiarg 3, ktére tamia
wprawdzie SUSY jawnie, ale nie powoduja pojawiania sie kwadratowych roz-
biezndsci przy obliczaniu poprawek kwantowych. Innymi stowy, dodanie do su-
persymetrycznego lagrajanu tych wyrazéw zachowuje techniczne rozwiazanie
problemu hierarchii dostarczane przez supersymetrie.

Operatory nalzace do tego zbioru nazywa sie operatorami migkko tamiacymi
supersymetrie. W tym rozdziale wypiszemy te wyrazy:

nmPep , m(gp+h.c.) (2.96)
M\ , a(@*+hc)

gdzie m jest parametrem o wymiarze masySza jest nowym parametrem
bezwymiarowym reprezentuje dowolne pole chiralnesza oznacza fermiony
W reprezentacji dotaczonej grupy cechowania (gaugina).
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Wyrazy miekko tamiace globalna supersymetrie pojawiaja sie w niskoener-
getycznej granicy lagrajanu supergrawitaciji.

Inne wyrazy tamiace supersymetrie wprowadzaja kwadratowo roabigoprawki
kwantowe. Do takich “twardych” wyrazéw nale masy fermionéw chiralnych,

myy , oraz np. wyrazy typum(@+ (p)3 .

2.3 Supergrawitacja

Supergrawitacja

W lokalnej supersymetrii parametry transformacji nie sa statymi leczzabel
wspotrzednych czasoprzestrzennych. Z postaci algebry lokalnej supersymetrii

[e(X)Q,Qe(x)] = 2&(X)ouE(x)PH (2.97)

gdzie z prawej strony mamy czasoprzestrzenna translacje, ktéra zmienia sie od
punktu do punktu, wnioskujemye lokalna supersymetria zawiera teorig lokalnych
translacji, czyli zwykta grawitacje. Tak wiec lokalna supersymetrie nazywamy
spergrawitacja (SUGRA). Supersymetrycznym partnerem grawitonu (czastki o spinie
2) jest tu grawitino, fermion o spinie 3/2.

Lagranzjan supergrawitaciji

Zajmijmy sie przedstawieniem lagrganu supergrawitacji_sycra Ktory zaw-
ieraC bedzie: chiralna materig, pola cechowania oraz pare pél o spiﬁac@)
w supergrawitacyjnym multiplecie. Ograniczymy sie tylko do analizy potencjatu
skalarnego, ktérego bedziemy potrzebowapozniejszej dyskusji

Ogolny Lagramjan supergrawitacji sparametryzowany jest przez trzy nieza-
lezne funkcje:
Pierwsza z tych funkcji, to funkcja kinetyczna dla pél cechowaniaemc dowolna
holomorficzna funkcja superpdl chiralnych:

i = fop(@WOWP (2.98)

gdzie o oraz 3 saindeksami reprezentacji dotaczonej grupy cechowania.
Druga to rzeczywista funkcja Kahlerd = K (ge8V, @) , nazywana rzeczywistym
potencjatem Kahlera, przez ktéra wyea sie wyrazy kinetyczne dla pdl chiral-
nych.

%K

i. _mU J* =
KJDuz.D 2 = 9202"

D,zD™Z* (2.99)

gdziez jest najnksza sktadowa chiralnego superpgla
Wreszcie trzecia funkcja, tozywany wczéniej superpotencjd (), ktéry wraz

20g6lny lagrarzjan supergrawitacji zostat podany w pradg] [
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z potencjatem Kahlera tworzy funkcig:

W2
G:K+Mp2Iog‘ |

Vo (2.100)

zwana czesto rownzefunkcja Kahlera.
Potencjat skalarny w supergrawitacji zapisujemy w postaci:

G 1 1
VvV o= Mp4exp(2> <ZGk(Gl)l‘G'—3>+fluBD“DB(Z.lol)
Mp? ) \ Mp 2

Rozpatrzmy minimalne wyrazy kinetyczne:
G| =3, (2.102)
Potencjat Kahlera przybierze wtedy pdsta

i % 2 |W 2
G = zZ"+Mplog—¢ (2.103)
Mp
Gdzie Mp jest masa Plancka.
Pierwsza pochodna potencjatu Kéhlera jest dana wzorem :

i Wi (z)
o * 2
G = Z"+Mp W) (2.104)
Zas potencjat skalarny przyjmuje poéta
2N\ [ 2P
Vo= exp<2'2> ’W'+2W ~ 3 wpR (2.105)

W przeciwighstwie do globalnej SUSY, potencjat ten nie jest dodatnio &lkrey.

2.3.1 tamanie supersymetrii w supergrawitacji

Teraz postaramy sie przedstéawvarunki konieczne i wystarczajace dla spontan-
icznego naruszenia lokalnej supersymetrii. W poréwnaniu z globalna supersymetria,
w polu pomocniczymF , ktérego niezerowa warsd prézniowa mierzy tamanie
supersymetrii, pojawia sie dodatkowy wyraz:

~ G
Fi — ew?2Fl (2.106)

: o7
F'o= (W w
( * Mp? >
Przy czym w graniclp — oo odtwarzamy wynik globalny. Skale przy ktorej
nastepuje famanie supergrawitacji znajdujemy z:
%z

M§ = <F>eXp<MP2> (2.107)

Mozemy rozwayc trzy przypadki:
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e Eyac <0 — Anty de Sitter
e Eyoc=0 — Super—Poincaré
e Eyoc > 0 — de Sitter zawsze implikuje ziamahb= 1 SUGRA.

gdzieEyac = (V) Aby tama& SUGRA ze znikajaca energia @ré (stata kosmo-
logiczna) potrzebujemy by:

ZFi':.* = iz|w|2 (2.108)
i Mp

Jezeli YF'F* = M%Z\W]Z orazMs # 0, to grawitino staje sie masywne w wyniku
|
efektu super-Higgsa:

_ G \\_/_ 9 2%
/2= MP< exp( ZMPZ> > < Mp? exp<MP2> > (2.109)

wynika stad wana relacja:
_ Mg
Mg/ V/3Mp
w wypadku znikajacej statej kosmologicznej. = 0. Obserwujemyze energia
prézni nie jest ji parametrem porzadku.
Przedyskutujmy prosty przyktad pokazujazg,mae by ztamana SUSY oraz
Evac= 0 “Odgrzejemy” przykiad, zawierajacy jedno paeraz staty superpotenc-
jatW = m®. Potencjat jest dany przez:

z |72 3
6
V = m exp<Mi2> [Mp“_ Mpz] (2.111)

(2.110)

Z punktami stacjonarnymi:

e Wz=0SUGRA jest ztamana, lecz jest to tylko lokalne minimum potencjalu,
V=

e oraz w|z = v/2Mp, przy czym jest to prawdziwe mimimum ztamanej su-
persymetrii,
V= —mﬁexp(ﬁ)M%2 ~—mP4.11... L, z&E,ac< 0dlaz=+v2Mp

. W y
Rozwamy teraz bardziej skomplikowany przyktad. Bedzie to prosty model ze
spontanicznie ztamana supersymetria digz = 0. Skupmy sie na superpotenc-
jale:

W(z) = mP(z+B). (2.112)
Nieznikajaca wartst pr&niowa dla
oWz Z(z+B)
i (1+ e ) (2.113)
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bedzie sygnalizowatamanie supersymetrii.
Rownanie:

Mp2+2zZ +7B = O (2.114)

ma rozwiazanie:

z = —gi%\/[y—mp? (2.115)

Poniewa réwnanieMp? + zZ + z°B = 0 dopuszcza tylko rzeczywiste rozwiazania
przyjmujemy,ze 3 jest rzeczywiste. To rownani@ (115 implikuje, ze SUSY jest
ztamana dopoki zachodzi zwiazgk< 2Mp .
Skupmy sie najpierw na przypadiii= 0, kiedy potencjat jest proporcjonalny
do:
V ~ (Mp? + |22)? - 3Mp? |22 (2.116)

i jest dodatni dla minimum vz = 0. Zwigkszani€3 implikuje zmniejszenie energii
prézni. Jezeli chcemy zwiekszap dopoki potencijat nie “dotknie” zera. Zobaczmy

co sig dzieje dlaB = (2— v/3)Mp, dla ktérejz osiaga wartsc Mp(v/3—1) .
Okazuije sigze potencjat jest dodatnio olgleny przez, .= 0, i poniewa |B| <

2Mp , SUSY jest ztamana. Wystepuije tutaj efekt super-Higgsa. W skutek efektu su-
perhiggsa grawitino staje sie masywne (grawitino pochtania fermion z chiralnego
superpola), Zajego masa dana jest przez:

Mg, = ,Uli em(@) (2.117)
Pole z rozpada sie ha dwa pola skalarne o masach odpowiednio:
M = 2V3(mg)? (2.118)
m = 2 (2— \/§) (mg)2)?

Supersymetria jest ztaman&j,.= 0 Obserwowana tutaj sytuacja nie jestztiwa
w przypadku globalnej SUSY. Ten ostatni przyktad to tzw. model Polony’ego.

Zanim zamkniemy ten rozdziat przedyskutujmy jeszcze jeden interesujacy model.
Dotychczas zajmowdimy sie tylko modelami z minimalnym wyrazem kinety-
cznym dla pél skalarnych. Modele z nieminimalnym wyrazem kinetycznym sa
réwniez bardzo interesujace. Rozpatrzmy funkcje Kélera w postaci:

o+¢ o [W|?
G =3Mpllog [ -~ | — Mp2log — 2.119
P g( Mp ) P gMp6 ( )

przy statej wartéci superpotencjatV = m® . Potencjat dany przez:

G 1
V = Mp? —— ) [ =G (G kG'—3> 2.120
wtor( 2 ) (i (@) (2120
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znika on tasam@&ciowo. Jednak masa grawitina
IV [
Mg/ = Mpee® = ——— (2.121)
(o+¢)

nie znika, co oznaczae SUSY jest ztamana. Taki model nazywany jest modelem
bezskalowymno-scale. Modele tego typu pojawiaja sie zazwyczaj w niskoener-
getycznej granicy w teorii strun.

32



Rozdziat

Uzupeinienie techniczne

3.1 Formalizm spinoréw Weyla

Przedstawimy dwukomponentowa notacje spinorowa. Dwukomponentowe spinory
sa niezwykle przydatne w teoriach z chiralnymi fermionamiyWamy metryki
Nw =diag(1,-1,-1,-1).
Zacznimy od zdefiniowania dwuwymiarowej maciefdyc SL(2,C) . Macierz
M, jej sprzgenie zespolon®*, odwrotn&t wraz z transpozycjgM)~1, oraz
sprzgenie hermitowskie i odwrotr$o (M")~2, tez naleza do grupySL(2,C) .
Dwukomponentowe spinory z gérnymi i dolnymi “kropkowanymi” wskaznikami
sa definiowane przez transformacje wzgledem gr&pg2,C)

Wo = Ma’ o = M"aP @y
l]J/a _ M—lﬁa UJB qj/d _ (M*)—le U_JB (3_1)
Greckie wskazniki odnosza sie do spinoréw. Spinory z kropkowanymizwvskami
transformuja sie jako, %)reprezentacja grupy Lotentza, podczas gdy niekropkowane

— zwykte wskazniki transformuja sie ja(l%, 0) — sprzgona reprezentacja.
Macierze-e, to dwuwymiarowe zespolone macierze:

10 01
0 _ 1
N G R St

(3.2)
0 —i 1 0
2 _ 3 _
"_<i o> c’—(0—1)’
Kazda macierz hermitowska e byt przedstawiona w postaci:
P— (p.gM — PotPs pl—ipz>. 3.3
(Pm0™) (p1+lpz Po— Ps (3:3)
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gdzie pn, jest rzeczywiste. Z dowolnej macierzy hermitowskiejzemy otrzyma
inna macierz hermitowska dzieki transformacji

P = MPM'. (3.4)
obie macierz# i P mozna przedstawipoprzez macierze,
(0™pm) = M(@"pm)M", (3.5)
przy czympn i pj, sa rzeczywiste.

Dopoki macieraM jest unimodularnadetM = 1), dopoty pm pr,, S& powiazane
transformacja Lorentza:

detc™p},) = de(c™pm) = py — B'? = p§ — B>. (3.6)

Zwzoréw (3.1) oraz @.4), tatwo dostrzeczea™ ma nastepujaca strukture wskaznikéw

W tej konwencji,y® Yy, Pg ¢ oraz® o, 0mp® sa skalarami Lorentzowskimi.

Poniewa M jest macierza unimodularna, to catkowicie antysymetryczne ten-
sorye®® orazegp (e21 = €12 = —1,€1, = €21 = 1 £11 = €2, = 0) sa niezmiennicze
wzgledem transformacji Lorentza:

Ep = MuyMgésyg;
N N (3.8)
Dzigki temu spinory z gérnymi i dolnymi indeksami memy potacz§ przez
tensore,
W= ePhp, Yo = e (3.9)

gdziegyg oraze®P spetniaja zwiazel@aBsBV = dqY. Analogicznie postepujemy dla
kropkowanych wskanikow.
Tensora uzywamy réwnie do podnoszenia wskaznikéw maciey

g _ gaBgaB o . (3.10)
tatwo otrzyma relacje miedzy dwukomponentowymi a czterokomponentowymi
spinorami. Role macierzy Pauliego przejmuja macierze Diyaca

0 o™

y" = <5m > . (3.11)

W tej notacjic® = a°, &' = o'. Nazywamy te reprezentacje macierzy Diraca reprezen-
tacja Weyla. Jeeli zapiszemy w tej reprezentacji spinory Diraca, sktasi@ one
beda z dwu spinoréw Weyla:

Wy = (ég) , (3.12)
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Spinory Majorany zawieraja tylko jeden spinor Weyla:

Wy = <>g> , (3.13)
X
W notatkach stosowdimy konwencje sumacyjna:

PX = W% = —PaX® = X"Wa = XY

BX = PaX® = 0% = Xa0® = X0 (3.14)
gdzie naley pamieta&, ze spinory antykomutuja. Definicjpy jest dana przez:
X" = XWa)" = PaX® = XV (3.15)

3.2 Algebra Poincare

Algebra grupy Poincare sktada sie z 10-ciu generatorow: 3 generatorow pchnige

K', 3 generatoréw obrotow' oraz 4 generatorow translad® = H i P', gdzie
i = 1,2,3. Generatory translacji reprezentdwacazna przez pochodne,

PO —ia/at, P' = —id/ox . (3.16)
Dowolna widciwa transformacje Poincare rana zapisaw postaci
@8I ="K —iHt +ix'P' (3.17)

gdzie generatory spetniaja nastepujace relacje komutacyjne

91,31 =ielkak, [ KT =iglkKk, [KLKT] = —igk gk, (3.18)
H,J]=0, [H.,K]=—iPl, [J Pi]=igkpk,
[P K] =—iH&!.

Algebre te mana zapisaw sposob kowariantny

PLP'] = 0 (3.19)
[PE,MP?] = (i) (n"°P° —n*PP)
[MH.MP?] = (i) (n*PMF? —n""MHP — MY+ nHIM7P).

Sktadowe antysymetrycznego tensbté’ zwiazane sa 2' i K' nastepujacok’ =
MO, Jk = ZekimpmIm_ Operatorami Casimira dla algebry Poincaré sa:

1. BPH=:P?

1Tzn transformacje deformowalna w sposéb ciagly do transformargaiméciowe;
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2. WWH =: W2 | gdzieW* jest wektorem Pauli-Lubanskiego (jest to relaty-
wistyczne uogo6lnienie wektora spinWy+ ;= %s“"p"P\,Mpo.

Gdyn? =P?#£0
to w uktadzie spoczynkowym masywnej czastki

P, = (m0) (3.20)
WZZ_mZJ'Z ’ j: (M237M31,M12)
J? =5(s+1).

Dodatkowymi liczbami kwantowymi numerujacymi stany wewnatrz reprezentacji
o ustalonychmi j sa sktadowe pedp oraz wart&ci wkasne\ operatora skretrzi
A = Jp/|p|. Operator skretr&ei komutuje ze sktadowymi pedu.

Konstruowanie reprezentacji algebry Poincare’ w przypadku masywnym staje
sie proste, jeeli wezmie sie pod uwage izomorficzsbalgebrySQ(1,3) i alge-
bry SU(2) @ SU(2). Izomorficzn&t te wida, gdy zdefiniuje sie niehermitowskie
kombinacje generatoro®' i J

J;:%(JiiiKi). (3.21)
Operatory te spetniaja zwiazki
O, 9] = iglk gk | (3.22)
3,3 ]=o0.

Reprezentacje o oks®nychj, oznaczamy prze ., j_ ). Nietrywialnymireprezen-
tacjami o najnzszym, rownym 2, wymiarze $4,/2,0) i (0,1/2). Pozostate reprezen-
tacje mana znaleg, tak jak dla algebrU(2), przez tensorowanie tych reprezen-
tacji spinorowych. Na przyktad1/2,0) ® (0,1/2) = (1/2,1/2), gdzie ta ostatnia
reprezentacja jest reprezentacja zawierajaca wektor i skalar wzgledem obrotéw, to
znaczy wektor wzgledem transformacji Lorentza.

Spinory(1/2,0) nazywamy spinorami lewymi, a spinof,1/2) — prawymi.
Spinor Dirakowski jest suma prosta reprezentétj,0) i (0,1/2),
Y = (1/2,0) ¢ (0,1/2), poniewa ta suma jest najmniejsza reprezentacja, ktéra
jest niezmiennicza wzgledem parzystoprzestrzennep. two sprawdz, ze P
zamieniaJi+ naJ’ i odwrotnie. W reprezentacji Weyla dla spinoréw Diraka, gérna,
wyrzutowywana przeB = (1—y°)/2, potowa spinora transformuje sig jék/2,0),
zas dolna potowa, wyrzutowywana prz€ = (14 y°)/2, transformuje sie jak
(0,1/2).

W reprezentacji Weyla dla macierzy Diraka generatory obrotéw i p&hvnygla-

daja nastepujaco _
i /2 0
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i .[d/2 0
Ki— i ( ! o2 ) , (3.24)
gdzied', i = 1,2,3, sa macierzami Pauliego.

. .. -1 0 0 1
Wte1reprezentac1y5:< 0 1),\/0:(1 0).

W reprezentacji Dirakg® = < (l) é >,V0= < é _01 )

Czesto przydatny okazuje sig nastepujacy zwiag€k= cogr) +i ? sin(r), gdzie
r = |r|, z& ¢' to macierze Pauliego.

W przypadku reprezentacji bezmasowynhs= O, sytuacja jest nieco bardziej
ztozona.

Dla czastki bezmasowej memy przej¢ do uktadu odniesienia, w ktorym
czteroped czastki przyjmuje poétpg! = (p,0,0, p), p > 0. W tym uktadzie sktad-
owe czterowektora spinu (czterowektora Pauliego-Lunbanskiego) przyjmuj& posta

W' = (Jo2— Jg)p = —(K*+3%)p (3.25)
W2 = (J13— Jo1)p = (Kt = J%)p
WO =W3 = —pJ,=—pJP.

two sprawdzt, ze zachodza nastepujace relacje komutacyjne

WO W1 = —ipw? (3.26)
WO, W?] = ipw?
Wi w?] =0.

Aby upodobnt te algebre do algebr8U(2) (algebry obrotow), ktorej reprezen-
tacje dobrze znamy, zdefinujemy operatory podnoszace zajawe\ . oraz oper-
ator wagowyi

A =WLEiW2 A= Lo +J3 = E, (3.27)
p Il
ktore spetniaja relacje komutacyjne
s, Al = —(+As) (3.28)

Ay, A_]=0.

Jak wida, operatorem wagowym, ktérego wastd wlasne sa podwgzane i ob-
nizane przez operatol., jest operator skretisai.
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Algebra 3.28) jest algebra ruchéw w 2-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej,
o0znaczana zazwyczaj przéz (dwie translacjé .. i obrotA). Operatorem Casimira
dla algebry 8.28 jest operatoA = A, A_. Poniewa sktadowe czterowektoh&/*
sa rzeczywiste, to operatérjest hermitowski i ma rzeczywiste wagi wtasne.
Mozna wybr& jako baze w przestrzeni Hilberta stany, ktére sa stanami wisAymi
i A (podalgebra Cartana algely jest 1-wymiarowa). Niechu(A, 1) = Hu(A, ).
Wtedy A, AJu(A, 1) = —Au(A, ), co oznaczaze

AV U(A ) = (4 DAL U(A ), (3.29)
co z kolei oznaczaze
ALU(A ) = ar (WU(A, P+ 1). (3.30)
Podobnie
A_u(Ajp) =a_ (WUu(Ajp—1). (3.31)
Poniewa
(A ML A" = (A WA |A 1), (3.32)

i powyzsze elementy macierzowe nie znikaja tylko gdla= p+ 1, to zachodzi
rownckt &’ (M) = agu+1). Z kolei

)\Jr)\*u(Av “) = )\*)\Jru(Av p‘)a (333)

skad wynika réowngt a_(pWa. (L—1) = a, (Wa_(u+ 1). Dlatego, dla kadegop
otrzymujemy

a: (M=1)]* = lar (W[ (3.34)
la (W*=la (u+ 1)

Poniewa wszystkie stany w danej reprezentacji otrzymujemy przez wielokrotne
dziatanie operatorani. na pewien stan poczatkowy, to dla wszystkich stanéw w
reprezentacji nieprzywieding | =v. i |a_| =v_ dla pewnyh ustalonych rzeczy-
wistychv_ i v,. Ponadtoa’ (n) =a_(u+1), zatemv_ =v, = V.

Mozliwe sa dwa przypadki:

e v # 0—wtym przypadku nie maadnych ogranicZena dozwolone war&ri
Vi [ otrzymujemy nisk@czenie wymiarowe reprezentacije. Nie znamy real-
izowanych w przyrodzie stanéw fizycznych, ktorym te reprezentacje mogtyby
odpowiada.

e V= _0-reprezentacje nieprzywiedlne sa jednowymiarowe. Odpowiadaja one
na przyktad stanom fotondw i grawitonéw. W teoriach niezmienniczych wzgle-
dem CPT najmniejsza reprezentacja, ktora jest niezmiennicza wzgledem
CPT, jest reprezentacja dwuwymiarowa, ktéra jest suma prosta reprezen-
tacji o skretn&ciachui —p (pod dziatanient P77 A — —A). Fizyczne fotony,
bezmasowe nautrina i grawitony agamiamy z takimi wisnie dwuwymia-
rowymi reprezentacjami.
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Okazuje sigze skretnét 1 jednowymiarowych reprezentacji bezmasowych jest
skwantowana. Skreti§o jest generatorem obrotéw wokét kierunguzZatem pod
dziataniem obrotu o k&t stan skretngciowy zmienia sie o faze

) — 2. (3.35)

Analiza struktury grupy obrotéw prowadzi do wnioske2mu =k, k € Z, zatem
==X ke z.

Argumentacja przebiega nastepujaco. Obroty w trzech wymiaramanscharak-
teryzowa przez podanie kierunkii kata@ < 1t Ale obroty o katrtwokot kierunku
Ai —f prowadza do tej samej konfiguracji przestrzennej, trzeba je zatersauta.
Zatem punkty A i B na rysunk@.1oznaczaja to samo przksztatcenie, ale cykle (a)
i (b) nie dadza sie na siebie przeksztatei sposéb ciaglty. Wykonanie po kolei
wszystkich przeksztattewzdiuz drogi (a) musi da w wyniku przeksztatcenie
tozsamé&ciowe,l. Natomiast wykonanie po kolei przeksztaioszdiuz drogi typu
(b) daje w wyniku przeksztatceni® ktére przeksztatceniemzeam@ciowym by
nie musi. Natomiast trzeba zaumy&, ze ztazenie dwu drég typu (b), na przyktad
(b) i (b") z rysunku3.2, daje sie zdeformoviado drogi typu (a). Zater®? = 1.
Poniewa w przestrzeni 1-wymiarowd musi byt liczba zespolona o module
to P = €™ lub P = €2, Oba wybory sa dopuszczalne. W szczegétiowybor
pierwszej z tych moliwosci oznaczaze dopuszczalnymi warsgiami wielkaci
2mu sa oprécz catkowitych wielokrotioi 2t réwniez catkowite wielokrotnéci Tt
Stad stanom fizycznym moga odpowiadgaotowkowe wartéci skretngci. Stany
o potdéwkowych skretngciach opisuja fermiony.

Rysunek 3.10broty A i B sa tymi samymi przeksztatceniami w przestrzeni konfig-
uracyjnej, lecz zamknietych drég (a) i (b) nie ama w sposoéb ciagty przeksztadci
na siebie.
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Rysunek 3.2Ztozenie dwu drég typu (b) jest droga typu (a) (cyklémagalnym
do punktu).
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