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Plan prezentacji
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@ Warunki konieczne catkowalnosci
@ Wyniki dla dwdch stopni swobody
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Klasa zagadnien

@ Rozwazamy naturalne uktady hamiltonowskie

1 n
szng—i_v(ql,...,qn)-
=1

]

@ Zaktadamy, ze V(q) € C(q)

V(q) = % W(a), U(a) € Cla]

o V(Aqi,...,Aqn) = /\kV(ql....,q,,), A e C*

k=m—se€Z, m:=degW(q), s:=deglU(q)




Warunki konieczne catkowalnosci

M. Studziriski

Definicja

Niezerowy wektor d € C" nazywamy punktem Darboux
wymiernego potencjatu jednorodnego

V(q) = W(q)/U(q) wtedy i tylko wtedy, gdy gradient
V’/(d) potencjatu V jest réwnolegty do d i U(d) # 0.
Mozemy to zapisa¢ na dwa réwnowazne sposoby

dAV/(d) =0, (1)

lub
V(d) = 1d, (2)

gdzie v € C.
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Warunki konieczne catkowalnosci

@ Dla uktadéw z naturalnym hamiltonianem mamy

, . oV .
gqi = pi, p,':—a—, i=1,2,...,n
qi
@ Punkt d wyznacza rozwigzanie szczegdlne
o
a(t) = p(t)d, p(t) =g(t)d, §=—¢ ",
(2]



Warunki konieczne catkowalnosci

@ Niech Q oznacza wariacje q oraz P oznacza wariacje
p, wtedy

Q=P

P=—V (¢p(t)d)Q = —¢* 2(t)V (d)Q,
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Warunki konieczne catkowalnosci

@ Niech Q oznacza wariacje q oraz P oznacza wariacje
p, wtedy

Q=P,

P=—V(p(t)d)Q=—¢“2(t)V (d)Q,
@ Korzystamy z przeksztatcenia kanonicznego
Q=Ay, P=A{,.

o i =¢, Ci=-Nok (), i=1,..., n
CIHES —/\,-qok_z(t)iy,-, i=1,...,n




Warunki konieczne catkowalnosci

M. Studziriski

Twierdzenie Moralesa-Ramisa

Jezeli uktad réwnan Hamiltona @ =p, p = —9dV/dq z
jednorodnym potencjatem stopnia jednorodnosci

k € Z* =7\ {0} jest catkowalny w sensie Liouville'a,
to kazda para (k, Aj)dlai=1,.., nnalezy do ponizszej
listy

Lp.| k AlA

1. | £2 dowolne

k
2. | kip+p(p—1)




Warunki konieczne catkowalnosci

Twierdzenie Moralesa-Ramisa cd.
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Warunki konieczne catkowalnosci

Twierdzenie Moralesa-Ramisa cd.
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Przypadek dwoch stopni swobody

@ Dla dwéch stopni swobody

S

Pa)=T11 (zxﬁ")ql +¢X£i)CI2>ni, Y ni=k
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Przypadek dwoch stopni swobody

@ Dla dwéch stopni swobody
J i TR
P(Q):H<§)Q1+lxé)qz> .Y ni=k
i=1 i=1

@ Zbiér nieokreslonosci NV (V) potencjatu
jednorodnego V(q1,g2) = W(q1. g2)/U(q1. g2)
jest jednoelementowy

N(V):={aeC?®| W(q) = U(q) =0} = {(0,0)}.
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Parametryzacja afiniczna

@ Punkt Darboux w CPP! ma wspétrzedne jednorodne
d = [d1 : db], gdzie d = (dy, db) € C?
e Wprowadzmy dwa zbiory na CPP*
Ur = {lq1: q2) € CP* | q1 # 0},
Uz = {[q1: q2] € CP* | g2 # 0} .

e Widzimy zatem, ze CP! = U; U Us.
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Parametryzacja afiniczna

@ Istniejg naturalne wspdtrzedne
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Parametryzacja afiniczna

@ Istniejg naturalne wspdtrzedne
9,’2CP13U,'—>C, i=1,2,

@ dla i = 1 wprowadzamy z := ¢»/q; natomiast dla
i = 2 wprowadzamy { := g1/ q.

@ Zatbézmy, ze punkty Darboux znajduja sie¢ na mapie
Ui, wtedy
Up:=CP'\ {[0: 1]}

0,: U — C, z::%.
a1




Parametryzacja afiniczna

@ Poniewaz V(q) jest jednorodny to

V(g) = V(g1 q2) =V (ql 1,41 - %) —

= V(L 2) = qiv(2).




Parametryzacja afiniczna

@ Poniewaz V(q) jest jednorodny to

g2
V(a) = V(q1, q) =V (ql 1,q1- E) a
= qf V(L 2) = gkv(2).
@ Traktujac punkty Darboux jako potozenia réwnowagi
uktadu
9V 1%

GG=-—-q+=s—, Go=—q+=—
g1 g2




Parametryzacja afiniczna

@ Po przejsciu do wspétrzednej afinicznej uktad
transformuje sie do postaci

—x—x*"Th(z) =0, h(z):=kv(z) — 2v'(2)
x2g(2) =0, ZF(z2):= (1+2°)V(2) — kzv(2).



Parametryzacja afiniczna

@ Po przejsciu do wspétrzednej afinicznej uktad
transformuje sie do postaci

—x—x*"Th(z) =0, h(z):=kv(z) — 2v'(2)

H2(2) =0, E(z) = (142 (2) — kev(2).
o Uwzgledniajac wczesdniejsze zatozenia

h(z) :==kw(z)u(z) — z [W'(2)u(z) — v (z)w(z)],

g(2) =(1+2%)[w'(2)u(z) — v/ (z)w(2)] -
+ kzw(z)u(z).



Punkty Darboux

Mozna pokaza¢, ze

D*(V) = {z. € U | g(z:) =0 A h(z.) #0},

D(V)\D*(V) ={z € U1 | g(z) =0 A h(z) =0},

gdzie D(V) jest zbiorem wszystkich punktéw Darboux.




Punkty Darboux

M. Studziriski

Twierdzenie

Liczba wtasciwych punktéw Darboux potencjatu

jednorodnego V(q1, q2) = W(q1,92)/U(q1, q2) o ile
jest skonczona to jest nie wieksza niz m+ s.

m :=degw(z), s:=degu(z).

Definicja (potencjat generyczny)

Moéwimy, ze potencjat V jest generyczny wtedy i tylko
wtedy, gdy posiada maksymalng liczbe punktéw Darboux
i wszystkie jego punkty Darboux sg wtasciwe i proste.
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e Kiedy potencjat V(qi, g2) jest niegeneryczny?
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Punkty Darboux

o Kiedy potencjat V(qi, g2) jest niegeneryczny?

Twierdznie

Wiasciwy punkt Darboux z, jest wielokrotny wtedy i
tylko wtedy gdy A(z.) —1:= A(z¢) = 0.

M. Studziriski

Jednorodny potencjat V/(q) posiada wielokrotne,
wtasciwe (niewtasciwe) punkty Darboux wtedy, gdy
wsp6tczynniki wielomianéw w(z), u(z) spetniaja zwigzki:

Wm—1Us = Us—1Wp, KWnus = 2(Wmus—2 - Wm—2us)y

kwmus # 0,  (kwpus = 0).




Niewtasciwe punkty Darboux

Niech d = [d; : db] bedzie niewtasciwym punktem
Darboux spetniajacym relacje d12 + d22 = 0 potencjatu
V(q) = W(q)/U(q). Wtedy d ma krotnos¢ wieksza niz
jeden.

M. Studziriski

Niech V/(q) bedzie catkowalnym w klasie funkcji
wymiernych potencjatem jednorodnym stopnia k > 2
posiadajacym niewtasciwy punkt Darboux z,, to z, jest
wielokrotnym punktem Darboux.




Relacja pomiedzy wartosciami
wiasnymi A; hesjanu V"

o UWAGA-przypadek wielomianowy,
V(g1 g2) € Clar, q2]
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Relacja pomiedzy wartosciami
wiasnymi A; hesjanu V"

M. Studzitski o UWAGA-przypadek wielomianowy,
V(g1 q2) € Cla1, q2]

Twierdzenie

Zatézmy, ze jednorodny, wielomianowy potencjat
V(q1,q2) € Clq1, g2] posiada m réznych, prostych
punktéow Darboux. Wtedy wielkosci A; := A; — 1, gdzie
Aj s3 nietrywialnymi warto$ciami wtanymi hesjanu
obliczonymi w tych punktach, spetniaja relacje

m
1
— =1
A

]




Relacja pomiedzy A; - generyczny
przypadek wymierny

M. Studziriski

Twierdzenie

Zatézmy, ze jednorodny, wymierny potencjat V(q1, g2)
posiada m + s réznych, prostych punktéw Darboux.
Wtedy wielkosci A; = A; — 1, gdzie A; s3 nietrywialnymi
wartosciami wtanymi hesjanu obliczonymi w tych
punktach, spetniaja relacje

m+s

1

Y —=-1.
=1 A




Relacja pomiedzy A; - wybrane
niegeneryczne przypadki wymierne

@ Niech potencjat V(q) w zmiennej afinicznej z ma
postaé

v(z) = w(z)/u(z) = (2= )" (z+1) w(z) /u(2)
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Relacja pomiedzy A; - wybrane
niegeneryczne przypadki wymierne

@ Niech potencjat V(q) w zmiennej afinicznej z ma
postaé

v(z) = w(z)/u(z) = (2= )" (z+1) w(z) /u(2)

Niech V' bedzie potencjatem jednorodnym. Niech ri
bedzie odpowiednio wielokrotnoscig czynnikéw liniowych
(g2 £ iq1) wielomianu W. Wtedy

M. Studziriski

Z’: . r{ _0 r—
= r+2k—2r+ 2 o

jezeli tylko wielomian U nie faktoryzuje sie przez czynnik
(92 & iqu).




Relacja pomiedzy A; - wybrane
niegeneryczne przypadki wymierne

@ Niech potencjat V(q) w zmiennej afinicznej z ma
postac

W) w(
W T ear O
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Relacja pomiedzy A; - wybrane
niegeneryczne przypadki wymierne

M. Studziriski

@ Niech potencjat V(q) w zmiennej afinicznej z ma
postac

Wymierny potencjat jednorodny, ktéry w zmiennej
afinicznej z ma posta¢ (3) posiada co najwyzej m+ n
punktéw Darboux przy czym jeden z nich jest
niewtasciwy z krotnoscig a — 1.




Relacja pomiedzy A; - wybrane
niegeneryczne przypadki wymierne
@ W przypadku badania relacji interesuja nas tylko

wtasciwe i proste punkty Darboux oraz zaktadamy,
ze mamy do czynienia z maksymalng ich liczba.
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@ W przypadku badania relacji interesuja nas tylko
wtasciwe i proste punkty Darboux oraz zaktadamy,
ze mamy do czynienia z maksymalng ich liczba.
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wtasciwych i prostych punktéw Darboux.
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Relacja pomiedzy A; - wybrane
niegeneryczne przypadki wymierne

@ W przypadku badania relacji interesuja nas tylko
wtasciwe i proste punkty Darboux oraz zaktadamy,
ze mamy do czynienia z maksymalng ich liczba.

Potencjat (3) moze mie¢ co najwyzej m+ [+ 1
wtasciwych i prostych punktéw Darboux.

M. Studziriski

Lemat

Na to aby potencjat (3) miat maksymalna liczbe
punktéw Darboux musi by¢ spetnione

wop1 — po(wi + awpzp) # O.




M. Studziriski

Twierdzenie

Zatézmy, ze potencjat (3) posiada maksymalna liczbe
punktéw Darboux i wszystkie sa proste i wtasciwe. Wtedy
wielkosci Aj = A; — 1, gdzie A; s3 nietrywialnymi
wartosciami wtasnymi hesjanu obliczonymi w tych
punktach, spetniaja relacje

m+/+1 1




Co w przyszfosci?

M. Studzinski

@ Rozszerzenie problemu na dowolng ilos¢ stopni
swobody:
@ Problem okreslenia dziedziny dla V(q) w
przypadku dowolnego n,
@ Zbiory punktéw Darboux nie s3 w ogdlnosci
rzutowymi zbiorami algebraicznymi,
© Proba przeprowadzenia rachunku residuéw.




Dziekuje za uwage




