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Rozumienie intucyjne:

O funkcji mówimy, że jest ci ↪ag la (w danym przedziale), jeśli jej wykres nie ma skoków (w danym
przedziale).

Ścísle, funkcja jest ci ↪ag la w danym przedziale, jeśli jest ci ↪ag la w każdym punkcie, należ ↪acym do
przedzia lu. Jeśli w jakimś punkcie funkcja nie jest ciag la (ma skok wartości na wykresie), to
mówimy, że funkcja ma w tym punkcie nieci ↪ag lość.
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Definicja ci ↪ag lości Cauchy’ego

Funkcja f jest ci ↪ag la w punkcie a jesli:

∀ε>0 ∃δ>0 ∀x:|x−a|<δ |f (x)− f (a)| < ε

Oznacza to tyle, że dowolnie ma lym przyrostom argumentu odpowiadaj ↪a dowolnie ma le zmiany
wartości funkcji. Nie ma nag lych skoków wartości.

Rozważmy, na przyk lad, funkcje f (x) = x2 i g(x) = |x|
x dla x 6= 0 g(x) = 1 dla x = 0:

Dla g(x) w otoczeniu punktu 0 przyrost wynosi 2 nawet w dowolnie ma lym obszarze |x− 0| < δ.
Oznacza to, że w x = 0 jest nieci ↪ag lość.

Przyrost f (x) w otoczeniu punktu a jest zależny od wielkości obszaru |x− a| < δ.

|f (x)− f (a)| = |x2 − a2| = |x− a||x + a| ≤ |x− a|(|x− a| + |2a|) < δ(δ + 2|a|) < ε

czyli |f (x)− f (a)| < ε gdy δ < ε√
a2+ε+|a|

Dla dowolnych przyrostów wartości funkcji ε można znaleść obszar argumentów |x− a| < δ
taki, że zmiana wartości funkcji w tym obszarze bedzie mniejsza od ε. Funkcja f (x) jest zatem
ci ↪ag la w punkcie a i na ca lej dlugości osi, gdyż punkt a jest dowolny.



Definicja ci ↪ag lości Heinego

Funkcja f jest ci ↪ag la w punkcie a, jeśli:

∀xn:xn→a f (xn)→ f (a)

Oznacza to, że dla dowolnego ciagu xn zbieżnego do a, nowy ci ↪ag f (xn) d ↪aży do wartości f (a).

Przyk ladowo:

f (x) = x2 lim
n→∞

xn = 1 lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

xn
2 = 1 = f (1)

wi ↪ec funkcja f (x) jest ci ↪ag la w punkcie 1.

W przypadku g(x) = |x|
x warunek przestaje być spe lniony dla niektórych ci ↪agów xn.

g(0) = 1 xn = −1

n
→ 0 lim

n→∞

|xn|
xn

= lim
n→∞

| − 1
n|

−1
n

= −1 6= g(0)

wi ↪ec funkcja g(x) ma w punkcie 0 nieci ↪ag lość.



 Latwo zauważyć, że obydwie definicje ci ↪ag lości funkcji s ↪a podobne do odpowiadaj ↪acych im
definicji granicy funkcji w punkcie, także Cauchy’ego i Heinego. Pokazane wcześniej defnicje
ci ↪ag lości sprowadzaj ↪a si ↪e wi ↪ec do nast ↪epuj ↪acego twierdzenia:

Funkcja, która jest ci ↪ag la w punkcie a spe lnia warunek:

lim
x→a

f (x) = f (a)

Jeśli warunek ten nie jest spe lniony mówimy, że funkcja f ma w punkcie a nieci ↪ag lość (pod
warunkiem, że a należy do dziedziny funkcji).

Na przyk lad:
lim
x→1

x2 = 12

wiec, funkcja x2 jest ci ↪ag la w punkcie 1. Gdyby zbadać wszystkie inne punkty funkcja okaza laby
si ↪e być ci ↪ag la na ca lej d lugości osi x.

Rozważmy funkcj ↪e g(x) = |x|
x zdefiniowan ↪a wcześniej. Dla funkcji tej mamy:

g(x) =

{
−1 dla x < 0

1 dla x ≥ 0

A zatem:
lim
x→0+

g(x) = 1 lim
x→0−

g(x) = −1

Funkcja nie ma granicy w 0, a tym samym jej granica w 0 nie jest równa wartości funkcji dla
argumentu 0. Funkcja g(x) jest nieci ↪ag la w punkcie 0.


