Ciaglosé funkcji

wykonanie: Andrzej Jeziorski

Rozumienie intucyjne:

O funkcji méwimy, ze jest ciagla (w danym przedziale), jesli jej wykres nie ma skokéw (w danym
przedziale).

Sciéle, funkcja jest ciagta w danym przedziale, jesli jest ciagta w kazdym punkcie, nalezacym do
przedziatu. Jesli w jakims punkcie funkcja nie jest ciagla (ma skok wartosci na wykresie), to
mowimy, ze funkcja ma w tym punkcie nieciaglosc.
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Definicja ciaglosci Cauchy’ego

Funkcja t jest ciagta w punkcie a jesli:
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Oznacza to tyle, ze dowolnie matym przyrostom argumentu odpowiadaja dowolnie mate zmiany
wartosci funkeji. Nie ma naglych skokow wartosci.

Rozwazmy, na przyklad, funkcje f(z) =2 1 g(z) = % dlaz #0 g(x)=1dlaxz =0:

Dla g(x) w otoczeniu punktu 0 przyrost wynosi 2 nawet w dowolnie matym obszarze |z — 0| < 6.
Oznacza to, ze w x = 0 jest nieciaglosc.

Przyrost f(xz) w otoczeniu punktu a jest zalezny od wielkosci obszaru | — a| < 0.
(@) = fla)| = 2" — a’| = |z — allz + a| < |z — al(|z — a| +[2a]) < 6(d + 2]al) <&

czyli |f(x) = fla)| < e gdy § < 2

Dla dowolnych przyrostéw wartosci funkcji € mozna znales¢ obszar argumentéw |xr — al < ¢
taki, ze zmiana wartosci funkeji w tym obszarze bedzie mniejsza od €. Funkcja f(z) jest zatem
ciagta w punkcie a 1 na catej dlugosci osi, gdyz punkt a jest dowolny.



Definicja ciaglosci Heinego

Funkcja f jest ciggla w punkcie a, jesli:
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Oznacza to, ze dla dowolnego ciagu x,, zbieznego do a, nowy ciag f(x,) dazy do wartosci f(a).

Przykladowo:

flx)=2* limaz,=1 lim f(z,) = lim 2,° = 1= f(1)
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wiec funkcja f(x) jest ciagta w punkcie 1.
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W przypadku g(z) = — warunek przestaje by¢ spemiony dla niektérych ciagéw x,,.
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wiec funkcja g(x) ma w punkcie 0 nieciaglosé.



Latwo zauwazy¢, ze obydwie definicje ciaglosci funkeji sa podobne do odpowiadajacych im
definicji granicy funkcji w punkcie, takze Cauchy’ego 1 Heinego. Pokazane wczesniej defnicje
ciaglosci sprowadzaja sie wiec do nastepujacego twierdzenia:

Funkcja, ktora jest ciagta w punkcie a spelnia warunek:
lim f(z) = f(a)

Jesli warunek ten nie jest speliony méwimy, ze funkcja f ma w punkcie a nieciagtos¢ (pod
warunkiem, ze a nalezy do dziedziny funkeji).

Na przyktad:
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wiec, funkeja 2% jest ciagla w punkcie 1. Gdyby zbadaé wszystkie inne punkty funkcja okazataby
sie by¢ ciagta na catej dlugosci osi x.

]

— zdefiniowana wezesniej. Dla funkcji tej mamy:

()_ —1 dlax < 0
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Rozwazmy funkcje g(x) =

A zatem:
lim g(x) =1 lim g(x) = —1

r—0T r—0~
Funkcja nie ma granicy w 0, a tym samym jej granica w 0 nie jest rowna wartosci funkcji dla

argumentu 0. Funkcja g(x) jest nieciagta w punkcie 0.



