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1 Wstep

Wzory skréconego mnozenia, ktoére poznaliémy w gimnazjum
(@+y)' =a+y
(z+y)* =a®+2zy +y°
(z+y)® =2° +32%y + 30y” + v° = 2° +y° + Bay(z + y)
uogblnimy na wyzsze potegi x + y. O ile wypisanie nastepnego wzoru nie przy-
sparza nam problemdw
(z+y)?! = (z+y)>(x+y) = (23+322y+3y°2+9°) (z+y) = 2 +423y+62%y* 4oy +y*
o tyle znalezienie wspélczynnika stojacego przy z7y3® w rozwinieciu (x +y
wymaga chwili zastanowienia.
Zastanéwmy sie chwile.

)100

Podczas wymnazania siedmiu sktadnikow

(z+y)(@+y)(z+y)(z+y)(z+y)(z+y)(r+y)

wktad do wspétezynnika powiedzmy przy z3y* beda mialy miedzy innymi mno-
zenie wytluszczonych liter

x+y)(x+y)(z+y)(z+y)(z+y)(z+y)(x+y)

(@+y)x+y)@+y)(z+y)x+y)(z+y)(x+y)

Na ile mozliwych sposobéw mozna wybraé z 7 czynnikéw 3 iksy? Innymi
stowy ile jest wszystkich kombinacji 3-elementowych ze zbioru 7-elementowego
(liczba mozliwych wyboréw zbioru 3-elementowego ze zbioru 7-elementowego)?

Odpowiedz by¢ moze czesci czytelnikéw jest znana, ta liczba to (;) = %
(Ale laszemu? O tym potem.)

2 To o czym nalezy wiedziec

2.1 Symbol Newtona “!”

Definiujemy dla: liczb calkowitych n, k spelniajacych warunki: 0 < k < n

(1) = "mm



71k
:

2.2 Wtlasnosci Symbolu Newtona
n n 0
(6)= ()= ()= 2

n n
= 2
i nieco trudniej, ze

(HZI>Z<Z)+<kn1), k=1,...,n (3)

2.3 Dwumian Newtona “!”

Latwo pokazaé, ze

oraz

Twierdzenie o dwumianie méwi nam, ze : kazda naturalna potege sumy x + y
mozna rozlozy¢ na:

(x+y)n — (g) "+ (T) xn—ly_i_ (Z‘) .%'"’_ZyZ—‘r. o+ (Z) yn, _ Z <Z) mn—kyk
k=0

2.4 Przyktlad:

8\ 8 8\ 7 8\ 6,2 8\ 5.3 8\ 4.4 8\ 3. 5
<O>x+<1>xy+<2):cy+3xy+4my+5xy+
<2) x2S + (i) zy’ + (:) y® = 2® + 82Ty + 282%y% + 5625y +

+  702ty* + 5623y + 28220 + 8xy” + ¢/

(z+y)®

+

Latwo tu zauwazyé, ze jesli jedna ze zmiennych wynosi 1,(1 do dowolnej potegi
to zawsze 1) wzdr upraszcza sie do :

(x+1)% = (§>x8+(§>x7+...+1

(1+az)" = zn: <Z>xk

k=0

Uogodlniajac:

2.5 Przyklad 2. Na potege réznicy wzoér tez dziala :)

Zastepujac we wzorze y przez —y otrzymujemy

I S P

= 2° —baty + 1023y? — 1022y + bay* — ¢°

(z—y)°



2.6 Dowdd indukcyjny “4”

Dla n = 1 zachodzi:
1
1 1 1 _
wrnt= (o) + (1) =3 ()
k=0

Poczynmy zalozenie indukcyjne, tzn. zalézmy, ze dla pewnego n zachodzi

(J:—I—y)” — (g)xn+ (T)xn—ly_i_ (Z)xn—2y2_~_. o+ (Z)yn — Z (Z)xn—kyk
k=0

Pokazemy, ze wynika stad

n+1
nt1 _ (1N a0 (1Y L n+1\ .1 9 n+1\ 11 n+1\ i1k k
(x+y) —( 0 )x +< L )® y+ 5 |7y +...+ Y E p)® Y

Rzeczywiscie, zapisujac
(@ +y)" = (@ +y)(z+y)",
korzystajac z zalozenia indukcyjnego
" /n
(@ +y)(z+y)" =(z+y) (k):v"‘ky’“
k=0
1 wymnazajac otrzymujemy
" /n " /n n
(Z‘ + y) Z (k) xn—kyk — <k> mn—k—i—lyk + Z <k> xn—kyk+1.
k=0 k=0
Ostatnie wyrazenie mozna zapisaé
n "L /n 1 /n n
n+1 n—k+1,_ .k n—k_ k+1 n+1
(@) () g Qoo (e

Przenumerowujac wskazniki w drugiej sumie

(@ oS 1) (e ()

i uzywajac réwnosci (3) ostatecznie mamy

n n+1
n+1\ ,11_ n+1 _
xn+1+z ( i )aﬁ"H kyk—f—yk'HZZ ( § )x"'H kyk

k=1 k=0

co konczy dowod.



2.7 'Trik na obliczenie wartosci dwumianu: Tréjkat Pas-
cala “!”

No moze nie tyle trik ile uzycie zwiazku (3). Jak konstruujemy ”Tr6jkat”:
1.Dwa boki sg samymi jedynkami. Na szczycie réwniez stoi jedynka.
2.Nastepnie wypelniamy tréjkat od géry, liczbami powstalymi z sumowania
dwdch liczb stojacych nad nasza nowa liczba.

3.Tak, wiec X =2[1+1], Y =Z2=3[2+1]
4. A teraz pelniejsza wersja :)

1 6 15 20 15 6 1
i 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
111 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

5.Jak to si¢ ma do wspolczynnikéw dwumianu Newtona?

Otéz mozemy przyjaé ze wysoko$¢ trojkata(liczona od wierzchotka do podstawy)
to n, a szeroko$é) to k. Wazne jest réwniez to, ze zaczynamy liczyé od 0.

(g) = 11 to jest wierzcholek naszego trojkata

3 W ktérym wykladowca wtraca swoje trzy gro-

sze k9

Wyobrazmy sobie, ze stajemy przed problemem znalezienia nieznanych wspol-
czynnikéw f(n, k) rozkladu i palamy niechecia do kombinatoryki

(+y)" =) fln,k)a"*y (4)
k=0

To co bez trudu zauwazamy to fakt

Vn € N: f(n,0) =1= f(n,n) (5)



ZnajdZzmy zwiazek miedzy wspélczynnikami rozkladu (4) f(n, k) i wspdlezyn-
nikami f(n + 1, k) postepujac tak jak dowodzie indukcyjnym z poprzedniego
rozdziatu, to znaczy uzywajac tozsamosci (z 4+ y)" ™! = (z + y)(z + 1)™.
Otrzymujemy

f(n+1,k) = f(n,k) + f(n,k—1), neN, k=12,...,n. (6)

Ostatnie réwnanie jest przykladem réwnania réznicowego w dwoch zmiennych
niezaleznych (n i k). Natomiast warunek (5) przykladem warunku brzegowego
nalozonego na réwnanie (6). Przy zadanym warunku brzegowym (obrazowo:
natozonym na ramiona “nieskonczonego tréjkata” z ustepu 2.7) réwnanie (6)
ma dokladnie jedno rozwiazanie jak to widzielidmy w ustepie 2.7 konstruujac
tréjkat paskala. Tym rozwiazaniem jest

fw = (7).

Innymi slowy jesli mamy zadana warto$¢ funkeji na brzegu obszaru (w na-
szym przypadku ramiona “nieskonczonego tréjkata”) to réwnanie (6) pozwala
znalez¢ waro$¢ funkcji w dowolnym punkcie “wnetrza tréjkata”. W niedalekiej
przysztosci beda Panstwo rozwiazywaé rownania rézniczkowe przy zadanych wa-
runkach poczatkowo-brzegowych. Szczegdlng uwage zwrdécimy na takie warunki
poczatkowo-brzegowe, ktére gwarantuja istnienie i jednoznacznosé rozwiazania
roéwnania.

3.1 Wielomiany a symbol Newtona

Niech dana bedzie rodzina wielomianéw

k
wk(a:)zﬁ, k e Nu{o}
Rodzina ta ma nastepujaca wlasnosc
d
——wit1(x) = wi(z).
dx

Dyskretnym odpowiednikiem takiej rodziny jest

n—-1)---(n—k+1)
k!

Istotnie, dla ustalonego k, Wi (n) jest wielomianem k-tego stopnia w mn. Po-
nadto, oznaczajac przez A,, operator réznicowy A, f(n) := f(n+1) — f(n)
tatwo sprawdzié, ze Ay, Wi41(n) = Wi(n). Z tego wzgledu symbol Newtona
jest elementarnym obiektem w rachunku réznicowym.

Poniewaz réwnanie (6) przy zadanym warunku (5) mozna traktowaé jako
ciag réwnan

Wi(n) = =

An.f(n’ 1) =1
Anf(n,2) = f(n,1)
An.f(n’ 3) = f(na 2)
i tak dalej, a rozwiazanie tego ciagu réwnan przy warunku f(n,n) to bulka z

masltem, to i znalezienie rozwiazania (6) przy zadanym warunku (5) nalezy do
elementarza réwnan réznicowych.



