
Grania i¡gu. Twierdzenia o graniy sumy,ilozynu i ilorazu i¡gówMihaª Ku¢ i Maiej Nieszporski7 styznia 20111 De�nija graniy i¡gu �!�Lizb� g nazywamy grani¡ i¡gu (niesko«zonego) an je±li:
∀ε>0∃N∈N∀n>N |an − g| < εSªownie:Dla ka»dego ε wi�kszego od 0, istnieje takie N nale»¡e do zbioru lizb nat-uralnyh, »e dla ka»dego n wi�kszego od N speªniona jest nierówno±¢:

|an − g| < εGrani� g i¡gu an przy n → ∞ oznazamy jako limn→∞ = g.Rozszyfrowanie de�niji graniy i¡gu polega przede wszystkim na zrozumie-niu zym jest ε. ε to dowolna lizba wi�ksza od 0, która wyznaza �odlegªo±¢�od warto±i graniy i¡gu. Je±li i¡g posiada grani�, to wraz z d¡»eniemTen ust�p mo»naopu±i¢, wykªadow�kori by go wyi¡¢. kolejnyh wyrazów do niesko«zono±i (w opisywanym przypadku), ih warto±i�zbli»aj¡ si�� do danej graniy. Istot¡ de�niji graniy i¡gu jest wypowiedze-nie o to znazy �zbli»a¢ si� do zego±�. Lizba N jest numerem graniznegowyrazu i¡gu, takim »e dla kolejnyh wyrazów i¡gu (n > N), |an − g| < εb�dzie mniejsza od ε (N nale»y do zbioru lizb naturalnyh indeksy wyrazówi¡gu s¡ lizbami naturalnymi). Zapis |an − g| < ε oznaza tyle, »e skoro i¡g
an ma grani� g, to ró»nia an − g b�dzie o raz �bli»sza� 0.Ci¡gi maj¡e granie nazywa si� zbie»nymi, a pozostaªe � rozbie»nymi.1.1 W którym wykªadowa si� wtr¡a.Chyba przestaªem rozumie¢ zym jest ε. Spróbujmy inazej. Paskiem o grubo±i
2ε nazwijmy zbiór R+×]g − ε, g + ε[ na wykresie i¡gu (szary obszar na ry-sunku 1). ε deyduje wi� o grubo±i paska. De�nij� graniy mo»emy terazwypowiedzie¢ nast�puj¡o:Mówimy »e g jest grani¡ i¡gu gdy ho¢by nie wiem jak ienki pasek wzi¡¢to poz¡wszy od pewnego miejsa N wszystkie wyrazy i¡gu i tak znajd¡ si� wpasku. Na rysuknku 1 N = 7. 1



Rysunek 1:2 Podstawowe dziaªania algebraizne na i¡gahi ih graniahNieh dane b�d¡ dwa i¡gi zbie»ne:
lim
n→∞

an = goraz
lim
n→∞

bn = h2.1 Grania sumy i¡gów �3�Udowodni�, »e suma grani i¡gów jest równa graniy sumy i¡gów:
lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = g + h = lim
n→∞

(an + bn)Wiedz¡, »e an oraz bn posiadaj¡ granie, mo»emy powiedzie¢, »e od pewnegomiejsa, powiedzmy N , zahodzi:
{

|an − g| < ε

2

|bn − h| < ε

2

|an − g|+ |bn − h| < ε.2



Stosuj¡ nierówno±¢ trójk¡ta mamy
|(an + bn)− (g + h)| ≤ |an − g|+ |bn − h| < ε.Wynika st¡d, »e:

∀ε>0∃N∈N∀n>N |an + bn − (g + h)| < εa to oznaza
lim
n→∞

(an + bn) = g + h.2.2 Grania ilozynu i¡gów �4�Udowodni�, »e suma grani i¡gów jest równa graniy sumy i¡gów:
lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bnPrzypominam, »e zakªadamy i» granie po prawej stronie równo±i istniej¡.Mamy dowie±¢, »e grania po lewej stronie istnieje i wynosi g · h tzn.
∀ε>0∃N∈N∀n>N |anbn − gh| < ε.W tym elu zapiszmy |anbn − gh| jako

|anbn − gh| = |anbn − anh+ anh− gh| = |an||bn − h|+ |h||an − g|i dalej u»ywaj¡ nierówno±i trójk¡ta
|anbn − anh+ anh− gh| ≤ |an(bn − h) + h(an − g)| = |an||bn − h|+ |h||an − g|.Ci¡g an jest zbie»ny jest wi� ogranizony oznaza to, »e istnieje takie A, »e dlaka»dego n naturalnego zahodzi |an| < A. Nieh M oznaza wi�ksz¡ z lizb A i
|h| (M jest dodatnie). Mamy wtedy

|an||bn − h|+ |h||an − g| ≤ M(|bn − h|+ |an − g|).Poniewa» i¡gi an i bn s¡ zbie»ne od pewnego miejsa, powiedzmy N , zahodzi
|bn − h| <

ε

2M
, |an − g| <

ε

2Mzyli
∀ε>0∃N∈N∀n>N |anbn − gh| < M(|bn − h|+ |an − g|) < ε.A to oznaza

lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn = gh.
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2.3 Grania ilorazu i¡gów �5�Uwaga na wykªadzie dowód byª nieo inny. Nieh dane b�d¡ i¡gi zbie»ne anoraz bn, któryh granie odpowiednio wynosz¡ g i h. O h zakªadamy, »e jestró»ne od zera. Udowodnimy najpierw, »e
lim
n→∞

1

bn
=

1

limn→∞ bn
.Rozwa»ymy jedynie przypadek gdy h < 0 (przypadek h > 0 dowodzi si� ana-logiznie).Zgodnie z de�nij¡ graniy i¡gu dla ka»dego ε > 0 dla dostateznie du»yh

n, wi�kszyh powiedzmy od N , zahodzi
h− ε < bn < h+ ε.W szególno±i bior¡ ε = −h

2
, od pewnego miejsa mamy

3h

2
< bn <

h

2a to oznaza, »e
|bn| >

|h|

2
.Dzi�ki temu, »e h 6= 0 mamy

1

|bn|
<

2

|h|
.U»ywaj¡ ostaniej nierówno±i oszaujmy teraz ró»ni�:

|
1

bn
−

1

h
| = |

h− bn

hbn
| =

|h− bn|

|h||bn|
<

2|bn − h|

|h|2ale i¡g bn ma grani� h tzn. od pewnego miejsa powiedzmy N1 zahodzirównie» (wybieramy takie N1 by N1 > N)
|bn − h| <

ε|h|2

2a to oznaza, »e
∀ε>0∃N∈N∀n>N |

1

bn
−

1

h
| <

2|bn − h|

|h|2
< ε.zyli

lim
n→∞

1

bn
=

1

h
=

1

limn→∞ bn
.Dowód zako«zymy wyko»ystuj¡ wiadomo±i na temat graniy ilozynu i¡gów:

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

(an ·
1

bn
) = lim

n→∞

an · lim
n→∞

1

bn
=

limn→∞ an

limn→∞ bn
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