Fizyka Statystyczna A, 2024/2025
Zadania domowe seria 2 — Rozwiazania

Zadanie 1

Rzucamy symetryczna szescienna kostka tak dlugo, az wyrzucimy wszystkie oczka (czyli do momen-
tu kiedy kazda $cianka kostki wypadnie przynajmniej jeden raz). Znalezé warto$é oczekiwang liczby
rzutéw.

Rozwigzanie

Niech X; oznacza liczbe rzutéw kostka do momentu kiedy wypadnie wynik rézny od ¢ wybranych liczb
ze zbioru 1,2,3,4,5,6.

7
P(X;=k)=(1-p)"'p; gdzie: p; = 5 ‘
Warto$é oczekiwana X; to:
X)=> kP(X;=k) =Y k(1—p)*'p= L-p)'=—=-——
k=1 k=1

¢ k=
Wartosé oczekiwana liczby rzutéw potrzebnych do wyrzucenia wszystkich $cian kostki to:

6 6 6 6 6 6 147
EXZE(Xl)+E(X2)+E(X3)+E(X4)+E(X5)+E(X6)=6+5+5+§+§+I:ﬁ



Zadanie 2

n+k—1)

Pokazaé, ze m nierozréznialnych kul mozna rozmiesci¢ w k rozréznialnych przegréodek na ( 1

sposobéw.

Rozwigzanie

Rozwazmy kazdy ciag k przegrodek w wypelnionych rzénymi liczbami nierozréznialnych (np. biatych)
kulek, mozna zapisaéjako ciag kul bialych poprzedzielanych k —1 kulami innego koloru (np. czarnymi).
Np ciggowi 6 przegrodek wypelnionych kolejno: pierwsza — 1 kulka, druga — 3 kulkami, trzecia —
pusta, i kolejne zawierajace 1, 4, 2 kulki, odpowiada:
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Liczba mozliwych rozmieszczen n nierozréznialnych kul w k przegrodkach jest zatem réwna liczbie

sposobow na ktére z n + k — 1 kul mozna wybra¢ k — 1 kul czarnych i n kul bialych czyli:
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Zadanie 3

Na ¢wiczeniach rozwazaliémy uktad N nieoddzialujacych atoméw dwustanowych — mogacych prze-
bywaé w stanie podstawowym o energii 0 i stanie wzbudzonym o energii €.

Rozwazmy N atomoéw z ktérych kazdy moze przebywaéw jednym z trzech stanéw: podstawowym o
energii 0, pierwszym wzbudzonym o energii € lub drugim stanie wzbudzonym takze o energii e.

1. Znalezé entropie S(E, N) dla powyzszego ukladu.
2. Obliczy¢ temperature T w funkcji energii wewnetrzne;j.

3. Obliczy¢ energie wewnetrzna w funkcji temperatury i pojemnosé cieplna Cy .
Rozwigzanie
1. S(E,N)

Q(E,N) = (EA/[J o/

Ne Ne Ne

bylo na éwiczeniach

1 oS k E E k Ne
= (= =2]log — —log (1 — —) +log2| = Z|log (— — 1) +log2
7= (55), = ¢ o ~tom (1 ) s = £ s (5 1) e

S(E,N) = klog Q(E, N) = Nk [E log = (1 — E) log (1 - Nﬂ) +N£ 10g2}
€ €
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1
E(T) = Ne {1 + 5 o ;T}

oF 1 1 € —2 € 2
Cv= (aT>V,N =k [1 oo w} (w)



Zadanie 4

Na wyktadnie rozwazany byl w zespole mikrokanonicznym gaz czastek masywnych.
Rozwazmy teraz gaz N nierozréznialnych czastek bezmasowych (ultra-relatywistycznych) poruszaja-
cych sie w jednym wymiarze. Energia dana jest przez hamiltonian:

N
H({a.p}) =Y (clpil + U(a)),
i=1

gdzie U(¢q;) = 0 gdy 0 < ¢; < L oraz U(g;) = oo w pozostalych przypadkach. Rozwazamy zespol
mikrokanoniczny o calkowitej energii F.

1. Znalezé entropie S(E, L, N) dla powyzszego ukladu.
Wskazowka: objetosé zbioru Z _,7; < Rdlax; > 0w d wymiarach dane jest przez R?/d!.

Obliczy¢ temperature T' w funkcji energii wewnetrznej.
Obliczy¢ ci$nienie p. Wyznaczy¢ réwnanie stanu.

Obliczy¢ ciepta wladciwe Cp, oraz C)p.

AR

Jakie jest prawdopodobiefistwo p(p;) znalezienia czastki o pedzie p;?
Rozwigzanie

N
H({pi,a:}) = >_ [Clpil + U(:)],
=1

gdzie U(g;) =0dla0< ¢; < L, a U(g;) = oo w przeciwnym wypadku.
Rozwazamy zespol mikrokanoniczny o catkowitej energii ukladu E.
Wktad od potozen do
LN
Qu(E,L,N) = NI

Wktad od pedéw do Q:

(1) Entropia S(E,L,N).
S(E,L,N) = klog Q(E, L, N)

W granicy duzych N, entropia jest dana wzorem:

2
S(BE,L,N) = Nkln (26 L E) :

he N
(3) Temperatura

1 (9S\ Nk
T \9E), Ny E

)

(3) Jednowymiarowe ci$nienie

Z réwnania dE = TdS — PdV + pdN, cisnienie jest dane wzorem:

p_ T(@S) NkBT'

OL L



(4) Oblicz pojemnoéci cieplne C, i Cp.

OFE
E = NkgT, Cp = () = Nkpg.
T ),

Wilaczajac prace wykonana przeciwko cisnieniu zewnetrznemu oraz korzystajac z réwnania stanu:

OF OL
= — Pl — =2Nkp.
Cr (aT)p,N+ (aT)p,N b

(5) Jaka jest prawdopodobienstwo p(p;) znalezienia czastki o pedzie p,?

Zakltadajac, ze py jest ustalone dla pierwszej czastki, pozostate N —1 czastki dziela energie (E — ¢|p1|).
Poniewaz nie interesuja nas wspolrzedne, mozemy obliczyé¢ prawdopodobienstwo z ilorazu przestrzeni
fazowej dla pedow, czyli:

B QP(E —c|p1], N — 1)
p(pl) - QP(E,N)

Mamy:

o - 2 (E—dpn NI.N’(C)N
PN = 1) c 2N \E/

( )mﬂ l_C‘pl‘ N’%ﬂexp _cN|p|
Y E 2F E )

Podstawiajac £ = NkgT, otrzymujemy znormalizowana wage Boltzmannowska:

p(p1) = ——— exp _dpl
Y oksT kT )’

co daje:




Zadanie 5

W zbiorniku o ksztalcie szescianu L x L x L znajduje si¢ N czasteczek gazu doskonalego. Scianki
naczynia sa sztywne i adiabatyczne (czyli czastki odbijaja sie od nich sprezyscie). Znalezé fluktuacje
(tj. odchylenie standardowe) polozenia srodka masy gazu w stanie réwnowagi. Jak te fluktuacje zaleza
od N?

Rozwigzanie

N
(Rear) = %Z<Ri> — (Ry) = %/Rlde — 0.

Calkowanie oczywiscie po szeScianie.

N
1 1
(Rén) = 5 Z<R?> t a2 (R; - R;),
i=1 ]
ale druga z calek znika.
1 L?
2y _ 1 p2y 2, .2 2 _
{((ARcM)%) = N<R1> NI? /(z +y° + 2%)dx dy dz v
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Zadanie 6

Rozwazamy gaz N, twardych (sprezyscie sie odbijajacych), nierozréznialnych kul, z ktérych kazda
ma objeto$é w i mase m. Kule poruszaja sie w pudle o objetosci V. Obliczyé S(E, N, V), wyznaczyé
réwnanie stanu i pokazaé, ze $cisliwo$é izotermiczna

I oV
T = 8p

jest dodatnia.
Wskazoéwka: skorzystaé z przyblizenia

Rozwigzanie

N
= h3NN|/H Hdpzdg H:ZQPm

Eiz i=1

Calkowanie po pedach wykonujemy tak jak dla gazu doskonatego (kozystajac z wyprowadzonego wzoru
na objeto$¢ 3N-wymiarowej kuli):

(2m E)SN/Qfl / -
Q= d’q
3N N1 3N/2 Y H

natomiast calkowanie po polozeniach mozna (w sposéb przyblizony) wykonaé kozystajac ze wskazéwki:

N
/Hdg‘fi:V(V_W)(V—2w)(V—3w)m(V—(N—l)w)
i=1

~ (V - Nw/2>N

Entropia:
Nw) (47T77’LE>3/2:|

Ro6éwnanie stanu:

p_<35> _ Nk
T V) pnN v_%

zatem:

p(v - %) — NKT

Scisliwosé




