Relatywistyczny opis gluonium za pomoca efektywnych
gluonéw w chromodynamice kwantowej

Tomasz Mastowski

Praca doktorska
Promotor: dr hab. Stanistaw Gtazek, prof. UW

Uniwersytet Warszawski
Wydziat Fizyki

Instytut Fizyki Teoretycznej
Warszawa 2005






Streszczenie

Niniejsza praca dotyczy opisu stanéw zwigzanych gluonéw w chromo-
dynamice kwantowej (QCD). Punktem wyjscia jest kanoniczny hamiltonian
QCD w sformutowaniu na froncie §wietlnym, zregularyzowany i uzupetniony
o kontrcztony ultrafioletowe. Dla uproszczenia pomijamy kwarki, zaktada-
jac, ze kluczowy problem polega na zrozumieniu mechanizmu wigzania wy-
nikajacego z nieabelowych oddziatywan gluonéw, ktore istnieja niezaleznie
od kwarkow. Wprowadzamy operatory kreacji i anihilacji gluonow efektyw-
nych, wykorzystujac procedure grupy renormalizacji, ktora pozwala znajdo-
waé te operatory w rachunku zaburzeri. Wyrazamy wyjsciowy hamiltonian
za pomocy tych operatoréw, i rozwazamy problem wlasny tak zapisanego ha-
miltonianu. Czlony oddzialywania miedzy gluonami efektywnymi zawieraja
czynniki ksztaltu (formfaktory), ktorych szeroko$¢ w przestrzeni pedowej,
oznaczona przez A, pelni role parametru grupy renormalizacji dla hamilto-
nianéw i w rozwazanym problemie wlasnym jest rzedu skali charakteryzujacej
badane stany.

Konstrukcja czastek efektywnych odbywa sie w rachunku zaburzen i jest
prowadzona zgodnie z wymogami szczegolnej teorii wzglednosci. Zasady tej
konstrukcji przedstawiamy na przyktadzie procedury drugiego rzedu w od-
dzialujacej teorii skalarnej. Przyktad ten zawiera oddzialywanie typu troj-
gluonowego, ale jest wolny od wszystkich komplikacji QCD zwigzanych z licz-
bami kwantowymi innymi niz pedy i innymi oddzialywaniami niz te, ktore
zmieniaja liczbe czastek o jedna. Nowym elementem jest podanie schematu
konstrukeji nie jednego hamiltonianu, lecz catej algebry 10 generatoréw grupy
Poincaré w przestrzeni Fock’a czastek efektywnych. W szczegdlnosci dosta-
jemy trudna do spelnienia na froncie $wietlnym algebre momentu pedu.

Konstrukcje te stosujemy nastepnie do gluonéow w QCD. Czynniki ksztattu
w wierzchotkach oddzialywania powoduja, ze kolorowo obojetny stan dwoch
gluonow efektywnych sprzega sie do stanu trzech gluonéw w ograniczony
sposob nawet dla wartosci stalej sprzezenia o, porownywalnych z 1, gdy A
jest rzedu 1 GeV. Zbudowawszy baze w przestrzeni stanow gluonow efektyw-
nych dla tak matych A, analize mechanizmu wigzania efektywnych gluonéow w
gluonium prowadzimy do rzedu ¢g2. Pozwala nam ona uwzglednié¢ dwu i troj-
czastkowy sektor przestrzeni Fock’a. W sektorze trojczastkowym, wszystkie
oddzialywania i sprzezenia z sektorami z wieksza liczba gluonow efektywnych
zastepujemy przez ansatz na mase gluonow w tym sektorze i badamy oddzia-
tywania, ktore powstaja w gluonium w wyniku redukcji uktadu sprzezonych
rownan dla sektorow dwu i trojgluonowych do sektora z tylko dwoma glu-
onami efektywnymi. Czlony oddziatywania w hamiltonianie efektywnym sa
rozbiezne dla matych pedéw podluznych. Nadanie masy gluonom efektyw-
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nym w sektorze trojczastkowym musi by¢ tak zrobione, by wyrugowanie tego
sektora doprowadzito do skonczonego rownania wtasnego dla problemu zredu-
kowanego do oddzialywan tylko dwoch gluonéw efektywnych. Aby zapewnié¢
skoniczono$¢ takiego rownania wtasnego narzucamy niezbedne warunki na
nasz ansatz na mase gluonéow efektywnych w posrednim stanie tréjgluono-
wym.

Numeryczne rozwigzanie réwnania wlasnego dla efektywnego hamilto-
nianu gluonium prowadzi do stanéw zwigzanych, w ktorych mechanizm wia-
zania jest nastepujacy. Najwazniejszymi elementami dynamiki sa samood-
dzialywanie gluonow efektywnych i wymiana gluonu efektywnego. Zaréwno
samoodziatywanie jak i wymiana sg czute na dlugozasiegowe potencjaly na
froncie $wietlnym, ktore silnie rosna dla matych wartosci zmiennej typu x
Feynmana z modelu partonowego. Samoodzialywania prowadza do powsta-
wania duzej masy kazdego z gluonéw z osobna, zas oddzialywanie wymiany
jest w stanie skompensowad ten wzrost wtedy, gdy dwa gluony sa blisko siebie
i tworza singlet kolorowy.

Dla pewnego zakresu parametru A i jakoSciowo poprawnej zaleznosci sil-
nej stalej sprzezenia a,(\), zapostulowany przez nas ansatz na masy gluonow
w stanie trzech gluonow efektywnych pozwala uzyskaé¢ rozwigzania na mase
najlzejszego gluonium rzedu 2 GeV, i zgadza sie co do rzedéw wielkosci z
rezultatami otrzymywanymi na sieci. Nasze rOwnanie na gluonium nie re-
spektuje $cisle symetrii obrotowej w uktadzie $rodka masy. W rozwigzaniach
na masy gluoniow nie ma wiec Scistej degeneracji odpowiadajacej symetrii
obrotowej przez co pogrupowanie stanéw w odpowiednie multiplety nie byto
Scisle mozliwe, ale symetria wzgledem frontowych pchnieé¢ Lorentza jest za-
chowana $cisle.

Nasze przyblizenia stosuja sie do uktadow, w ktorych odlegtosé miedzy
gluonami jest nie wieksza niz rzedu odwrotnosci Agep, tzn. w sytuacji, gdy
sktadowa trojgluonowa moze by¢ niewielka. Dla rozwazenia duzych odle-
glosci miedzy gluonami musielibySmy rozwazy¢ stany wielogluonowe i liczba
gluonéw prawdopodobnie bedzie rosta liniowo z dtugosciag struny gluonowe;]
miedzy skrajnymi gluonami.
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Rozdzial 1

Wstep

Od momentu podania przez Gell-Mann’a i Fritzsch’a [1] lagranzjanu chro-
modynamiki kwantowej mineto juz ponad 30 lat. W tym czasie QCD stata
sie powszechnie akceptowana teorig oddzialywan silnych, chociaz wcigz brak
pelnego potwierdzenia, ze za pomoca QCD mozemy opisywaé¢ hadrony z duza
precyzja. Odkrycie asymptotycznej swobody |2, 3] otworzyto przed fizykami
dostep do tajemnic mikroswiata, jednak szybko okazato sie, ze, w odréznieniu
od sukcesow w zastosowaniu perturbacyjnej QCD do opisu wysokoenerge-
tycznych zderzen czastek, problemy z opisem stanéow zwiagzanych kwarkow i
gluon6w sg znacznie trudniejsze, bowiem stala sprzezenia w QCD dla matych
energii jest duza, i analiza niskoenergetycznej czesci QCD nie poddaje sie me-
todom perturbacyjnym. Proby nieperturbacyjnej analizy dynamiki kwarkow
doprowadzily do konstrukeji modeli konstytuentnych (relatywistyczny oscy-
lator harmoniczny [4], MIT Bag [5], CQM [6], model Skyrme’go [7]), ktore w
miare rozwoju teorii staraly sie nawiazywa¢ do obserwacji poczynionych w
QCD. Jednak opisy oparte na modelach kwarkoéw konstytuentnych nie mo-
gty wykorzystywaé sukcesow QCD, jakie ta teoria odniosta w opisie wysoko-
energetycznych proceséw rozpraszania w potaczeniu z modelem partonowym,
dlatego, ze obraz protonu zbudowanego z wielu partonéow nie daje sie precy-
zyjnie powigzac¢ z obrazem protonu zbudowanego tylko z trzech kwarkow. Na
razie proby zbudowania jednolitej teorii nie doprowadzity do tego, ze QCD
stala sie dla modelu konstytuentnego tym, czym elektrodynamika kwantowa
dla jest dla réwnania Schrodinger’a, ani réwnanie Schrédinger’a dla modelu
atomu Bohr’a. Klasyfikacja hadronéw w tablicach czastek zasadza si¢ na po-
jeciu kwarkow konstytuentnych i fakt, ze QCD w swej wysokoenergetycznej
czesel bardzo dobrze opisuje dane w polaczeniu z modelem partonowym [§],
nie powinien wyklucza¢ mozliwosci opisu hadronéw za pomocy czastek efek-
tywnych dla matych energii. W tym celu potrzebna jest precyzyjna definicja
czastek efektywnych, takich jak kwarki konstytuentne, w kwantowej teorii



pola. Takie czastki efektywne moglyby sie sktada¢ z wielu partonow. Wery-
fikacja czy opis czastkowy jest mozliwy w QCD dla matych energii, wymaga
analizy stanoéw zwigzanych kwarkow i gluonow z zastosowaniem dobrze zde-
finiowanego pojecia tych czastek. Propozycja takiej metody jest procedura
grupy renormalizacji dla czastek efektywnych (RGPEP = Renormalization
Group Procedure for Effective Particles), ktora jest rozwijana i wykorzysty-
wana w niniejszej pracy w zastosowaniu do gluonium.

Idea czastek efektywnych polega na obserwacji, ze hadrony, z jednej
strony, sa sklasyfikowane za pomoca kwarkéow konstytuentnych, a z drugiej
strony, te same hadrony w relatywistycznych procesach rozpraszania opisuje
sie wykorzystujac model partonowy. Procedura RGPEP stara sie potaczy¢
obraz rozciagtych czastek konstytuentnych z punktowymi partonami. W pro-
cedurze RGPEP zakladamy, ze stopnie swobody z jakich buduje sie hadrony
w modelu konstytuentnym, a wiec kwarki konstytuentne, sa powigzane z
partonowymi stopniami swobody za pomoca pewnej transformacji unitarnej
[9, 10]. Podejscie takie stawia sobie za cel powiazanie wysokich i niskich ener-
gii w ramach jednej teorii. Mozna uwazacé, ze realizujemy idee pochodzace
od Gell-Mann’a i Melosh’a [1, 11]. Nowym elementem jest jawna konstrukcja
zrenormalizowanych operatorow dynamicznych w kwantowej teorii pola.

Obraz czastkowy wydaje sie wtasciwy dla sformutowania problemu ist-
nienia stanéow zwigzanych w QCD, bo blisko sie wigze z fenomenologia ha-
dronow. 7 drugiej strony najbardziej naturalnym sformutowaniem zagadnie-
nia stanéw zwigzanych jest rownanie wlasne dla hamiltonianu teorii, ktore
to réwnanie bedziemy nazywaé¢ rownaniem Schrodinger’a. Jednakze, gdy w
gre wchodza relatywistyczne oddziatywania, mogace kreowa¢ badz anihilo-
wacé czastki, to musimy potaczy¢ precyzyjny opis kwantowy z wymaganiami
szczegolnej teorii wzglednosci. Wskazowke jak to zrobi¢ podal Dirac [12].
Konieczne jest skonstruowanie operatorow algebry Poincaré. Po eksponen-
cjalizacji otrzymane operatory grupy Poincaré umozliwityby weryfikacje, czy
rozwigzania otrzymane za pomoca hamiltonianu reprezentuja symetrie cza-
soprzestrzenne. Realizacja programu Diraca nie jest prosta nawet tylko w
drugim rzedzie rachunku w potegach oddziatywania, bowiem iloczyn wiecej
niz dwoch operatorow pola kwantowego (tzn. wszystkie operatory z od-
dzialywaniem) jest nieskoniczony. Natura takich nieskoriczonosci jest dobrze
poznana i wiadomo, ze maja one swoje zrodlo w tym, ze teoria pola jest lo-
kalna. Punktowos$¢ oddziatywan jest zwigzana z przekazem dowolnie duzych
pedow i sumowanie po pedach prowadzi do rozbiezno$ci ultrafioletowych.

Procedura RGPEP stanowi metode rozwiazywania problemu rozbieznosci
ultrafioletowych w jezyku czastek. Punktowe oddzialywania w hamiltonia-
nie wyjsciowej teorii lokalnej sa zastapione przez oddziatywania rozciagltych
czastek efektywnych w wyprowadzonym dla nich hamiltonianie. Wierzchotki



w hamiltonianie efektywnym maja czynniki ksztattu (formfaktory), przez co
oddzialywania efektywne nie sprzegaja ze soba stanéw o znacznie rézniacych
sie energiach.

W celu konstrukeji algebry Poincaré, Dirac wskazal inne formy dynamiki
hamiltonowskiej niz standardowa. Zamiast okre$la¢ stan uktadu kwanto-
wego na hiperpowierzchni statego czasu t = 0, Dirac zaproponowal, miedzy
innymi, uzycie do tego celu powierzchni frontu §wietlnego. W niniejszej pracy
korzystamy z licznych zalet takiego podejscia i nasze rozwazania prowadzimy
na froncie §wietlnym, czyli na hiperpowierzchni danej konwencjonalnie przez
20+ 23 =0.

Jako cel naszej analizy stawiamy sobie problem istnienia gluonium. Za-
gadnienie to bowiem zawiera w sobie istotne problemy z jakimi spotykamy
sie w QCD, rozwazajac stany zwiazane w teorii z asymptotyczna swoboda, a
jednoczesnie jest pozbawione komplikacji pochodzacych ze strony kwarkow.
Jako pierwsze przyblizenie dla gluonium przyjmujemy uktad zbudowany z
dwoch gluonow efektywnych. Hamiltonian efektywny, Hy otrzymany za po-
moca procedury RGPEP, zawiera czynniki ksztaltu w wierzchotkach, ktore
powoduja, ze sprzezenie z trzema gluonami i ich wieksza liczba jest stabe
nawet wtedy, gdy stala sprzezenia ro$nie. Dlatego tez ograniczenie sie do
analizowania jedynie sektorow dwu i trojgluonowego jest wciaz zwiazane z
prawdziwa dynamikyg QCD. Niemniej problem wtlasny dla H), jest bardzo
skomplikowany. Redukcja dynamiki do sektora dwugluonowego, uwzglednia-
jaca sektor trojgluonowy w pewnym przyblizeniu, daje szanse na przeprowa-
dzenie wstepnych obliczen numerycznych.

Obciecie teorii z cechowaniem do sektora dwugluonowego prowadzi do
komplikacji zwigzanych z istnieniem rozbiezno$ci matych z. x ma interpre-
tacje zmiennej Feynman’a w modelu partonowym, z tym, ze odnosi sie do
wspotrzednych pedu w sformulowaniu na froncie $wietlnym, zamiast zwy-
ktych wspotrzednych w uktadzie nieskoniczonego pedu. Istnienie rozbieznosci
malych = wigze sie z tym, ze w sformulowaniu na froncie §wietlnym mu-
simy wybra¢ cechowanie A" = A + A% = (0 [13, 14]. Spelnienie prawa
Gauss’a wymusza na nas wyrazenie sktadowej pola A~ przez odwrotnosci
operatora 9%. W rozkladzie pola A1 na mody fourierowskie pojawiaja sie
odwrotnosci pedu podluznego p*. Poniewaz x oznacza stosunek pedu po-
dhuznego czastki, p*, kreowanej lub anihilowanej w wierzchotku oddzialy-
wania, do pedu czastki ,rodzica”, to problem matych = pojawia¢ sie bedzie
wszedzie tam, gdzie czastki beda emitowane lub absorbowane z matymi pe-
dami podtuznymi. Rozbieznosci maltych x maja wiec inne pochodzenie niz
rozbiezno$ci ultrafioletowe i nie sg usuwane przez procedure RGPEP podczas
generowania oddzialywan pomiedzy czastkami efektywnymi. Pojawienie sie
tych rozbieznosci w rachunkach jest dla nas wskazowka by uwzglednié¢ sektor



trojgluonowy i jak modelowa¢ oddziatywania w nim, tak aby nie pojawity sie
rozbiezno$ci matych z w réwnaniu wiasnym opisujacym oddzialywania juz
tylko dwoch gluonow efektywnych. Wymog kasowania sie tych rozbieznosci
narzuca silne warunki na ansatz na mase gluonow efektywnych w sektorze
trojgluonowym, ktory postulujemy. Ansatz ten zapewnia rowniez zwieksze-
nie energii stanéow trojgluonowych, by wzrost ten uzasadniatl przyblizenie
gluonium tylko przez stany dwuczastkowe.

Czlon masowy z ansatzem na mase gluonéow w sektorze trojczastkowym
0ZNACZYMY Przez " (1? oznacza mase gluonéw). Ansatz na mase jest wpro-
wadzony w nastepujacy sposob [15, 16]. Hamiltonian efektywny H) jest suma
energii kinetycznej T) i oddzialywan efektywnej QCD, V). Dla pewnej warto-
§ci \g, charakteryzujacej hamiltonian efektywny, mamy a,(\g) = a?"*, gdzie
as(N) = g3/(4m) i aPM* jest fizyczna wartoscia stalej sprzezenia dla proce-
sow o energiach rzedu \yg. Mozemy, bez zadnych zmian w hamiltonianie H,
doda¢ do hamiltonianu czlon [1 — (ay,/as)2]T* bo dla ay(Ng) = a2 ten
czton znika. 7 drugiej strony zawsze mozemy napisac

Vao — (0;2(22.)>2T~1 . (1.1)

Zauwazmy, ze gdy as(Ag) < aP™s, to Vy, mozna liczyé¢ w rachunku zaburzen
i wszystkie czlony w nawiasie kwadratowym sa male w poré6wnaniu z pierw-
szymi dwoma i moga by¢ traktowane jako poprawki do T' #. W ten sposob,
pomimo dodania do hamiltonianu ansatzu na mase p2, nie zamykamy sobie
drogi do systematycznego rachunku. Gdy a,(A\g) — o?™*, wtedy uwzgled-
niamy coraz wiecej rzedéw rachunku zaburzen i odtwarzamy H,,. Zaleta
tego podejscia jest fakt, ze w przypadku gdy ansatz na p? jest zgadniety
we wtasciwe]j postaci, to nawet w niskim rzedzie rachunku zaburzen mamy
szanse zblizy¢ sie do rozwigzan prawdziwej dynamiki. W niniejszej pracy
ograniczymy sie do najnizszego rzedu, tj. tylko do czlonu z T“Z, ktory daje
jakosciowo rozsadny opis gluonium, tzn. zgodny z oczekiwaniami opartymi
na fenomenologii hadronéw. W szczeg6lnosci, widmo hadronéw nie zawiera
wzbudzen gluonowych, ktore odpowiadatyby serii Balmera w atomie wodoru,
jak w QED z bezmasowymi fotonami. Masy hadronow wydaja sie mowic, ze
gluony efektywne nalezy opisywac jakby mialy znaczne masy.

Zagadnienie wtasne dla hamiltonianu efektywnego, uzupetnionego przez
ansatz na 2, rozwigzujemy numerycznie. Jednak do pelnej realizacji pro-
gramu Diraca brakuje nam klasyfikacji stanow w multiplety o ustalonym
momencie pedu (spinie). Jest to wynikiem zaleznosci od oddzialywania ope-
ratora obrotow na froncie §wietlnym, co jest dotkliwym problemem [17], cho¢
przyktad teorii skalarnej pokazuje, ze systematyczna analiza mozliwa jest i

Hy, =T\, +T" +




dla tego zagadnienia [18]. Nasze podejscie numeryczne wykorzystuje podej-
Scie konstrukcji bazy dla czastek efektywnych, ktore jest zgodne z zasada
konstrukcji calej algebry Poincaré w jezyku operatorow kreacji i anihilacji
czastek efektywnych. Poniewaz hamiltonian H) jest liczony w niskim rze-
dzie, nasz ansatz nie rozwiazuje problemu konstrukcji stanéw gluonium w
petni. Z tego tez powodu nie otrzymujemy $cistej degeneracji mas gluonium
zgodnej z symetrig obrotowa. Z drugiej strony, przyktad konstrukcji peinej
algebry, ktory podajemy w teorii skalarnej, pokazuje, ze systematyczna ana-
liza powinna w zasadzie by¢ mozliwa i dla symetrii obrotowej. W przypadku
QCD, z ansatzem na mase gluonéw efektywnych, symetria obrotowa jest re-
alizowana tylko w pewnym przyblizeniu i nadal stanowi nierozwigzany pro-
blem. Niemniej nasza analiza otwiera droge do rachunkow wyzszych rzedow i
poprawienia naszego przyblizonego opisu dynamiki gluonéw przez stopniowa
eliminacje ansatzu na mase w rachunkach wyzszych rzedéow. Zanim jednak
rozwazy sie konstrukcje operatora obrotow dla nieabelowych teorii z cecho-
waniem powstaje pytanie, czy w ogoéle istnieje mozliwos¢ reprezentowania
gluonium przez dwa gluony efektywne z jakimkolwiek ansatzem na mase.
Jak zacza¢ konstruowanie gluonium w pierwszym przyblizeniu i rozwinaé
rachunek zaburzen podobnie, jak sie to robi w QED.

Niniejsza praca jest zbudowna jak nastepuje. W drugiej czesci dyskutu-
jemy ogoélne zasady konstrukcji zrenormalizowanej teorii efektywnej, wpro-
wadzamy pojecie czastki efektywnej i omawiamy role czynnikoéw ksztaltu
(formfaktorow), w hamiltonianie efektywnym, w budowaniu systematycznych
przyblizenn dla skomplikowanych teorii. W rozdziale tym prezentujemy kon-
strukcje pelnej algebry Poincaré do rzedu g2, uzywajac jako przyktadu teorii
skalarnej z oddzialywaniem g¢>. Poniewaz w tym przyktadzie ograniczamy
sie do rachunku zaburzen, nie jest istotne, ze teoria skalarna ¢> nie ma stanu
podstawowego, natomiast jest istotne, ze oddzialywanie typu ¢® wystepuje w
QCD w rachunku zaburzen. W teorii skalarnej prezentujemy rowniez schemat
regularyzacji ultrafioletowej, ktorego uzyjemy rowniez w przypadku QCD.

Czes¢ trzecia w calodci jest poswiecona gluodynamice. Prezentujemy tam
regularyzacje malych x, ktéra umozliwia ich analize. Postulujemy tam an-
satz na mase, u2, gluonow w sektorze trojczastkowym i znajdujemy jego po-
sta¢ wymagana przez nieabelowa strukture QCDg i jej rozbiezno$ci matych
x. Nastepnie rozwazamy rownanie wlasne na stan gluonium, wolne juz od
rozbiezno$ci matych z. Wyjasniamy mechanizm kasowania sie rozbieznos$ci
matych x w obecnoéci ansatzu na 2.

Kolejna czesé omawia otrzymane wyniki obliczenn numerycznych na masy
stanow zwigzanych dwoch gluonéw efektywnych. Dyskutujemy zaleznosé wy-
nikéw od parametryzacji wprowadzonego ansatzu, dyskutujemy stabilnosé
numeryczng wynikow i ich zgodno$é¢ z wynikami na mase gluonium w QCD



w rachunkach na sieci.

W czedci piatej podsumowujemy otrzymane wyniki na masy stanow zwia-
zanych gluonow efektywnych i podkreslamy role poczynionych zatozen oraz
przyblizen jakie byly konieczne, by méc rozpocza¢ w systematyczny sposob
analize dynamiki gluonéw w chromodynamice kwantowe;j.

W dodatkach znajduja sie istotne wzory uzywane w niniejszej pracy. W
szczegolnosci dodatek C zawiera konstrukeje bazy stanéow wlasnych dla swo-
bodnego operatora kwadratu momentu pedu dla bezmasowych bozonéw o
spinie 1 na froncie $wietlnym. Baza ta moze stanowi¢ w przysztoéci narze-
dzie do systematycznej analizy pelnego zaleznego od oddzialywania opera-
tora momentu pedu w QCD na froncie $wietlnym.



Rozdzial 2

Konstrukacja zrenormalizowane;]
dynamiki czastek efektywnych

Do pelnego opisu czastek potrzebna jest relatywistyczna teoria kwantowa,
w ramach ktorej mozliwy jest opis standéw zwigzanych. Pomyst jak potaczy¢
mechanike kwantowa i szczegdlna teorie wzglednosci zaproponowat Dirac [12].
Zbudowanie relatywistycznej teorii kwantowej jest uwarunkowane udang kon-
strukcja 10 generatorow grupy Poincaré. Sg to cztery generatory przesunie¢
w czasoprzestrzeni P*, yu = 0,1,2,3 i po trzy generatory obrotéw i pchnieé¢
M# . Niniejszy rozdzial przedstawia schemat konstrukcji tych generatorow
za pomocy dobrze zdefiniowanego pojecia czastek efektywnych w kwantowe;j
teorii pola (KTP).
Generatory te musza spelnia¢ nastepujace relacje komutacyjne:

[P“, Pl/] — O , (21)
[PH, M) = i(g" P’ — gh*P") .
(M, MP] = i(g" M — g' M + g"° MM — g"° M) . (2.3)

Warunek, by oddzialywania czastek byty relatywistyczne, implikuje koniecz-
no$¢ uwzglednienia proceséw kreacji i anihilacji czastek. Warunek ten jest a
priori mozliwy do spetnienia w K'TP, kiedy do opisu oddziatywan stosuje sie
procedure grupy renormalizacji dla czastek efektywnych. Ta procedura jest
potrzebna, bowiem KTP prowadzi do rozbieznosci ultrafioletowych wynika-
jacych z lokalnego charakteru oddzialywan. Problem istnienia rozbieznosci
w lokalnej teorii dotyka wszystkich generatoréw grupy Poincaré zaleznych od
oddziatywania czastek i wymaga regularyzacji. Regularyzacja oprocz tego,
ze wprowadza do teorii aprioryczny parametr regularyzacji (de facto wpro-
wadza ten parametr przez caly schemat regularyzacji), to niszczy symetrie
jakie potencjalnie zawierata w sobie lokalna teoria.



Gdyby teoria nie wymagata regularyzacji, problem bytby juz rozwia-
zany przez Diraca. Poniewaz podanie dobrej teorii wymaga regularyzacji,
a regularyzacja tamie relacje (2.1-2.3), potrzebna jest dodatkowa procedura
uniezalezniajaca fizycznie akceptowalna teorie od regularyzacji, z zachowa-
niem pojecia czastek. Pojecie czastek kwantowych w odrdéznieniu od pol, nie
jest uzasadnione wzgledami czysto matematycznymi lecz faktami do$wiad-
czalnymi, ktore przemawiaja za kwantowa naturg materii i promieniowania.
W przypadku oddziatywan silnych wyniki do§wiadczalne, przemawiajace za
czastkowa natura hadronéw, sa zebrane w tablicach mezonéw i hadronow
zbudowanych z konstytuentnych kwarkow i antykwarkow [19]. W tablicach
tych nie pojawia si¢ spektrum mas hadronéw analogiczne do serii Balmera
dla atomu wodoru. Widmo hadronéw wyglada tak, jakby wzbudzenia pola
gluonowego byly opisywane przez kwanty o duzej masie, rzedu masy protonu.
Dlatego problem konstrukcji generatorow, ktore spetniaja relacje (2.1-2.3) w
KTP, z mysla o opisie oddzialywan silnych warto rozwazy¢ pod katem precy-
zyjnej teorii czastek efektywnych. Naszym celem jest wstepna analiza teorii
gluonow efektywnych w chromodynamice kwantowej, oparta na wielu daleko
idacych uproszczeniach. Niemniej, teoria, ktora bedziemy analizowa¢ musi
by¢ skonstruowana wedhig schematu zawierajacego wymagania regut komu-
tacyjnych (2.1-2.3).

Prezentowana przez nas analiza opiera si¢ na propozycji realizacji po-
myshu Diraca w lokalnej kwantowej teorii przez zastosowanie specjalnej pro-
cedury grupy renormalizacji do chromodynamiki gluonéow, w ktorej lokalne
punktowe bozony cechowania zastapione zostaja przez efektywne czastki cha-
rakteryzowane przez pewna skale A o wymiarze pedu. W odréznieniu od
czastek o rozmiarach punktowych, czastki efektywne sg rozciggltymi obiek-
tami o charakterystycznych rozmiarach 1/\. Powszechnie znane trudnosci
techniczne chromodynamiki zmuszaja nas do daleko idacych uproszczen, ale
procedura na ktorej opiera sie nasze podejscie nie wymaga rozwazania wszyst-
kich komplikacji niezbednej teorii, kiedy rozwaza sie przedstawienie trudnosci
obrazu czastkowego spowodowane rozbiezno$ciami ultrafioletowymi. Przed-
stawiony ponizej schemat konstrukcji generatoréw grupy Poincaré za pomoca
czastek efektywnych jest na tyle ogoélny, ze jego zasady mozna przedstawic¢
na przyktadzie czastek skalarnych, a problemy zwigzane ze spinem i symetria
cechowania beda analizowane w nastepnych rozdziatach.

Zasada naszej konstrukcji polega na tym, ze generatory grupy Poincaré s
zapisane za pomoca czastek efektywnych, ktorych oddzialywania zawieraja
czynnik ksztaltu w wierzchotkach (formfaktory) i sa juz wolne od rozbieznosci
ultrafioletowych. Sztuka polega na okresleniu w jaki spos6b mozna w ogdle
doj$¢ do usuniecia zalezno$ci od regularyzacji i odtworzenia symetrii Poincaré
w teorii czastek efektywnych.
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Procedura, ktorej uzywamy jest przeprowadzana w rachunku zaburzen,
rzad po rzedzie w stalej sprzezenia g. Zakladamy, ze stata sprzezenia g jest
mala, powotujac sie na warunek asymptotycznej swobody. W teorii skalarne;j
w 4 wymiarach, ktorej uzywamy do wytozenia schematu naszego rozumowa-
nia, nie mamy petnego obrazu chromodynamiki z asymptotyczna swoboda,
zaktadamy jedynie, ze stata g jest dowolnie mata i rozwazamy teorie skalarng
wylacznie w celu przedstawienia konstrukeji w rachunku zaburzen (nie roz-
wazamy zadnych efektow nieperturbacyjnych teorii skalarnej, np. wtasnosci
stanu prozni). Naszym glownym celem w tej czesci, jest podanie konstrukeji
hamiltonianu i innych generatoréw zaleznych od oddziatywania.

2.1 Front Swietlny

Standardowo stan kwantowy uktadu fizycznego okresla si¢ na hiperpowierzchni
stalego czasu, np. 2 = 0. W takim wypadku generatorami sg generatory
przesunie¢ przestrzennych P i obrotow J. Generatory te zachowuja hiper-
powierzchnie 2° = 0 i s niezalezne od oddzialywania, takie generatory na-
zwiemy kinematycznymi. Generatory odpowiadajace transformacji, ktore nie
zachowuja hiperpowierzchni 2° = 0, zaleza od oddzialywania (w przypadku
teorii oddzialujacej) i nazwiemy je generatorami dynamicznymi. W standar-
dowym sformutowaniu sg to, hamiltonian P° opisujacy ewolucje do czasow z
t # 0 oraz generatory pchniec¢ K.

Mozliwe sa jednak alternatywne sformutowania teorii, ktore sklasyfikowat
Dirac [12, 17|. Jednym z nich jest sformutowanie teorii na froncie $wietl-
nym, przez co rozumiemy uzycie hiperptaszczyzny stycznej do stozka Swietl-
nego, konwencjonalnie dang przez warunek, by role czasu petita zmienna
T = 2% + 23 = 0. Podstawowe wiadomosci sformulowania dynamiki na
froncie $wietlnym sa podane w dodatku A. W teorii na froncie $wietlnym
jest az 7 generatoréw kinematycznych: P, Pt M*— M2 i M*+, gdzie
1 = (1, 2), oraz 3 generatory dynamiczne P~ i M~*. Zwracamy uwage na
to, ze w standardowym sformutowaniu jest 6 generatoréw kinematycznych i
4 dynamiczne. Sformulowanie na froncie moze nieS¢ uproszczenia w opisie
dynamiki. Z drugiej strony nic nie ma za darmo i przyjdzie nam zaptaci¢
cene za to uproszczenie w reprezentacji algebry (patrz nastepne rozdzialy).

Glowne korzyéci wynikajace z faktu istnienia az 7 generatoréw kinema-
tycznych i tylko 3 dynamicznych to:

e (Odziatywania natychmiastowe obecne w hamiltonianie nie tamia za-
sady przyczynowosci (w cechowaniu AT = 0 w wyrazeniu na potencjal
natychmiastowy pojawiaja sie jedynie odwortnosci operatora 0*, a nie
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odwrotno$ci laplasjanu, jak to ma miejsce w wyrazeniu na potencjal
Coulomba w cechowaniu A° = 0 w standardowym sformutowaniu).

e W hamiltonianie nie wystepuja oddzialtywania zawierajace wytacznie
operatory kreacji lub wylacznie operatory anihilacji z doktadnoscia do
tzw. modow zerowych. Dzieje sie tak dzieki nieujemnosci zmiennej
pt. Jedynie w przypadku, gdy wszystkie kreowane lub anihilowane
czgstki majg indywidualne pedy pt = 0, przypadek modow zerowych,
to mozliwa jest wylaczna kreacja lub wylaczna anihilacja czastek. W
naszych rozwazaniach bedziemy jednak wolni od tego problemu, bo-
wiem rozwazane przez nas oddzialywania beda w odpowiedni sposob

zregularyzowane.

e Role energii w sformulowaniu na froncie swietlnym gra sktadowa p~,
ktora dla czastek swobodnych ma posta¢ p~ = (m? + pt2)/pT, co
jest wyrazeniem nie zawierajacym pierwiastkow. Fakt ten ulatwia opis
procesOw kreacji i anihilacji czastek, poniewaz nie ma potrzeby reinter-
pretacji stanéw o ujemnych energiach. Ponadto mozna spetni¢ reguty
komutacyjne bez konstruowania pierwiastka z operatora.

o W sformutowaniu na froncie $wietlnym ruch uktadu zawsze mozna roz-
lozy¢ na ruch catodci i ruch wzgledny. Rozklad taki nie istnieje w rela-
tywistycznym przypadku w sformutowaniu réwnoczasowym. Istnienie
takiego rozktadu w sformutowaniu na froncie §wietlnym jest istotne, bo
umozliwia regularyzacje poprzez ograniczenie tylko pedéw wzglednych.

e Dzieki kinematycznoéci generatora M T~ i regularyzacji respektujacej
symetrie kinematyczne mozliwe jest pchniecie dowolnego stanu do uktadu
nieskoriczonego pedu. Pozwala to wykorzysta¢ osiggniecia modelu par-
tonowego do opisu procesOw niskoenergetycznych i wyskokoenergetycz-
nych proceséw rozpraszania w jednym sformutowaniu teorii.

2.2 Kanoniczne generatory grupy Poincaré w
KTP

Na przykladzie teorii skalarnej z oddzialtywaniem g¢* zaprezentujemy kon-
strukcje efektywnej algebry Poincaré do rzedu ¢?. Punktem wyjécia do takiej
konstrukcji jest procedura kanoniczna, ktora dostarcza nam wyjsciowych teo-
riopolowych wyrazen na P* i M. Pozadane symetrie mozna wbudowa¢ w
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teorie na poziomie klasycznego wyrazenia na gestos$¢ lagranzjanu,
1 1 1
— _ w242 0 3
L= 5 L, PO* d 5M ) 3!g<;§ . (2.4)

Niezmienniczos$é¢ L wzgledem symetrii przesunie¢ prowadzi do wyrazenia na
gestos$¢ tensora energii-pedu

oL
TH = "¢ — gL . 2.5
90,9) 2
Generatory P* i M zdefiniowane sa nastepujaco:
1
Pt = —/deLda:_ L g 5 (2.6)
2 zt=0
1
M* = §/d2de:U_ (T — VT (2.7)
zt=0
W chwili 2T = 0, pole ¢ mozna roztozy¢ na mody fourierowskie
P(z) = /[p] (eipxa}t + e "a,) , (2.8)
=0
gdzie
dp+d2pj-
=——0(p"). 2.
[p] 167" (r") (2.9)
Wspotezynniki af i a,, z (2.8) sa kwantowane za pomoca regul komutacyjnych.
[ap, ajl] = 167°p* 6% (p — q) , (2.10)

gdzie 83 (p—q) = 6(pt —q") 6% (pt —q*). Uzywajac rozktadu (2.8) i dokonujac,
w wyrazeniach na P* i M* uporzadkowania normalnego operatoréw kreacji
i anihilacji, przez co rozumiemy umieszczenie wszystkich operatoréw kreacji
na lewo od operatoréw anihilacji i oznaczamy przez : :, dostajemy wyrazenia
na kwantowe generatory P* i M*.

Generatory kinematyczne:

Pe= [itaje,. (2.11)
P = / plp'atay , (2.12)
M = —2i/[p]p+%ap, (2.13)
v =i f Wg;;%ap, (2.14)

dal dal
M™® = i/[p} (pla—p’;ap —an—p’f@p> (2.15)
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i dynamiczne:

1 -
P™=F; +gP = /[p]p_a;,ap + 59/[123]5(%@2@3 + h.c.), (2.16)

. » i 8aT aaT
M™ = My”? + gM; :z/[p] P apja,,%— p]

+ Bg/[m] (8?935) alalas + h. c} . (2.17)

Przez [12..k] oznaczamy [p1][ps]..[pk], gdzie [p;] jest dane przez (2.9). Symbol
0 w powyzszych wyrazeniach to skrotowy zapis na

0 = 167°6° (Z pi — Zp]> , (2.18)

i€out JjeEm

gdzie zbidr in oznacza czastki anihilowane podczas oddzialywania, natomiast
out kreowane.

W przypadku teorii swobodnej, tj. gdy g = 0, relacje komutacyjne (2.1 -
2.3) sa spekione, ale dla g # 0 tak nie jest. Wtedy bowiem iloczyn dowol-
nych dwoch sposrod trzech operatorow P~, M~ lub M2 nie istnieje (jest
nieskoriczony). Aby nadaé¢ sens tym wyrazeniom musimy je zregularyzowac
i robimy to przez dodanie odpowiedniego czynnika regularyzujacego ra. Do
zdefiniowania czynnika ra potrzebne nam beda odpowiednie zmienne,

k:l— T
Tapp = % = =%, (2.19)
P kf oz
Kgpp = ki — Tayp - (2.20)

Indeks d w powyzszych wzorach oznacza pedu czastki kreowanej lub anihilo-
wanej w oddzialywaniu, a indeks p odnosi sie do pedu ,rodzica”, ktéry mozna
zdefiniowac¢ jako polowe sumy pedow wszystkich czastek bioracych udzial w
oddzialywaniu. Regularyzacje ra definiujemy nastepujaco [16]:

ra(p,d) = 7a(p, d)a(p,p — d), (2:21)
gdzie
Fa(p,d) = 7a (Kg7,) - (2.22)

W tej pracy czynnik 7o wybieramy w postaci,

a(kt?) = exp <—’Z—f) . (2:23)
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Regularyzacja wprowadza do teorii sztuczny parametr A, nieobecny w wyj-
Sciowej teorii lokalnej i oprocz tego parametru wprowadzamy zalezno$é od re-
gularyzacji w schemacie renormalizacji. Czynnik 7A mozna wybraé na rézne
sposoby i ta posta¢ zostala wybrana ze wzgledu na prostote i dlatego, ze nie
tamie kinematycznych symetrii frontu $wietlnego. Ponadto eksponencjalna
zalezno$¢ od pedu wzglednego regularyzuje wszystkie potegowe funkcje, co
jest istotne dla obliczenn w rachunku zaburzen.
Zregularyzowane generatory P, 1 Mg{, J =1, 2, przyjmuja postac.

1 3
Pa = 5 / 12315 ra (3, 1)al abas + hc. (2.24)

My o= L / 123 (<25 ) ra(3, Dalabas + hec. (2.25)
2 5273

Zaleznosc ra jedynie od pedu wzglednego zapewnia, ze sa zachowane symetrie
frontu §wietlnego, dzieki czemu relacje komutacyjne pomiedzy Py, i M7, a
generatorami kinematycznymi sa zachowane. Jedyne ztamane relacje to

[Px. My’ = BA (2.26)
dla j =1, 2, oraz
(MY, M%) = BR . (2.27)

B i BX2 powinny by¢ réwne zeru, aby algebra byla spelniona. Przykladowo
podajemy postaé B,

Bi = {%g/[123] [Z (pla% + 2%%) ra(3, 1)] 5aia£a3 — h.c.}

=1
. O(pT — 0 -
+ ig? /[1234](29—+) {8_ [TA(l p)ra(4, p)] } ) a{a£a3a4
P=p1—p3
] Saiagagm — h.c.} )
p:p1+p2

P3
(2.28)

i fusi s | o

gdzie ply- = pi 4+ pit + . Posta¢ BY jest podobna.

Pokazemy, ze RGPEP prowadzi do wyrazeii na zrenormalizowane gene-
ratory P} 1 M}{” dla czastek efektywnych, ktore nie zaleza od regularyzacji
i spelniaja reguly komutacyjne do rzedu ¢g?. Ograniczenie do rzedu ¢g? wy-
daje sie bardzo silne i ostabiajace znaczenie rozwijanej teorii, nalezy jednak
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zwrocié uwage na fakt, ze Dirac uwazal zadanie znalezienia regut komuta-
cyjnych nawet do rzedu g2 za problem trudny do rozwigzania ze wzgledu na
nieliniowos$¢ rownan (2.1-2.3) i wskazywal formalizmm na froncie, jako szanse
na probe jego rozwigzania.

2.3 Procedura RGPEP

Procedura RGPEP pozwala na usuniecie rozbieznosci ultrafioletowych po-
przez znalezienie odpowiednich kontrcztonow Xa, ktore dodaje sie do zre-
gularyzowanych generatorow. W ten sposéb otrzymuje sie hamiltonian efek-
tywny H) niezalezny od zastosowanej regularyzacji ra. Przedstawiamy dla
kompletnosci gtowne elementy tej procedury |9, 10].

Zregularyzowany hamiltonian H A z dodanymi do niego kontrcztonami XA
moze by¢ zapisany za pomoca efektywnych operatoréw kreacji i anihilacji af\
i ay, ktore wiaza sie ze stopniami swobody a' i @ wyjéciowej kanonicznej teorii
lokalnej poprzez transformacje unitarng U,. Zaréwno kontrczltony Xa jak i
transformacja Uy sa znajdowane w rachunku zaburzen w stalej sprzezenia g
teorii wyjsciowej. Oznaczmy af\ lub ay przez qy, a a' lub a przez q. Wowcezas
mamy

¢ =UpUy . (2.29)

Zapisanie hamiltonianu za pomoca operatora ¢, nie zmienia H jako opera-
tora, wiec

Hx(gx) = H(q) - (2.30)
Korzystajac z (2.29), dostajemy
Hy = Hy(q) = UL Hy(g2) Uy . (2.31)

Pomocniczy operator H, ma te same wspotczynniki w rozwinieciu na sume
iloczynow ¢, jak Hy(g\) w rozwinieciu na sume iloczynoéw ¢,. Hamiltonian
efektywny H,(gy) dostaniemy z H, poprzez zamiane g na gj.

Transformacja Uy jest tak skonstruowana, ze hamiltonian H) zawiera w
cztonach oddziatywania czynniki ksztattu (formfactory), co mozna zapisac
jako

Hy = LGy, (2.32)

gdzie G to pewien operator, ktory znajdziemy z rownan grupy renormalizacji
zaktadajac uzytecznie wybrang posta¢ fy. Dla dowolnego operatora O,

O}\ = /[]_’nn —+ 1 m]gv(l, ..,m) Gil e a;na)\n—l—l o Aam (233)
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to fAOA,\ oznacza nastepujacy operator

fAOA,\ = /[1nn +1 ..m]Sf,\ v(l,..,m) a:r\l .- ~ai\na,\n+1 CeQym, (2.34)

gdzie dla przyktadu

(Mgn B Mgu )2
fr = exp [— Y 2 (2.35)
a M? oznacza kwadrat masy inwariantnej tj. M? = (p; + -+ + pr)?, gdzie

pi to czteropedy 7 grupy czastek anihilowanych (in) lub z grupy czastek
kreowanych (out). M? oblicza sie korzystajac z p~ = (pt2 + m?)/p*.

Wprowadzajac pomocniczy operator Gy = G (q), podobnie jak to zrobi-
liSmy dla J(y, mozna pokazac, ze

G =[G {(1 = £, (2.36)

gdzie §; = G — Go, natomiast Go = G(g = 0). Znak ’ oznacza réznicz-
kowanie po A. Operator w nawiasie klamrowym jest zdefiniowany nastepu-
jaco, dla dowolnego operatora O symbol {O} g, 0zZhacza rozwiazanie rownania
[{O}q,, Go] = O. Warunkiem poczatkowym dla (2.36) jest Goo = Ha + Xa,

A
9/\ - 900 +/ ds [fsgfsa {(1 - fs)gls}éo} : (237)
o0

Zauwazmy, ze we wzorze tym czynnik (1 — f\) zawsze wystepuje z kore-
spondujaca z nim réznica mas inwariantnych, M2 — M?. Wyjatkowa cecha
tego sformutowania jest to, ze w rachunku zaburzen nigdy nie pojawiaja sie
mate réznice mas inwariantnych w mianowniku i dla malych statych sprze-
zenia rachunek zaburzen nie moze generowa¢ duzych poprawek (silne efekty
oddzialywania opisywane sg dopiero w rownaniu wtasnym dla hamiltonianu
efektywnego). Brak malych mianownikow osiaga sie poprzez odpowiedni wy-
bor czynnika fy. fy musi odpowiednio szybko zanikaé¢ jako funkcja M2 — M?.
W pracy dyskutujemy dwa wybory fy. Pierwszy dany wzorem (2.35), ktory
w przypadku gdy M2 — M?, prowadzi do nastepujacego zachowania

L—fn  MZ-M;
Me-»z M

. (2.38)

Jak wida¢ taki wybor zabezpiecza nas przed pojawieniem sie malych mia-
nownikow. Drugi wyboér to

(Mzn - Mout)2:|

(2.39)

fx=exp [— N2
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ktory w tej samej granicy M? — M? prowadzi do

L=fa _ Ma=Mp (M —DG)°
MZ=MG  A2(Mo+Mp) 20 (M, + M)

T (2.40)

W tym przypadku w granicy, gdy M2 — 01 M? — 0, pierwszy wyraz rozwi-
nigcia nie zanika, jak to jest w przypadku (2.38), a dazy do 1/A%. Powstaje
wiec obawa, czy drugi wyboér nie bedzie prowadzit do generacji marginalnych
operatorow podczas procedury renormalizacji. Obliczenia numeryczne jakie
przeprowadziliSmy nie potwierdzaja tej obawy, a wrecz przeciwnie, pokazuja
zalety takiego wyboru. Jest to tez zgodne z wynikami pracy w ktorej zaob-
serwowano, ze wolniejszy zanik f), moze pomagaé¢ w uzbieznieniu rachunku
zaburzen [20].

Rownanie (2.37) mozemy rozwiazywaé rzad po rzedzie w g rozwijajac Gy
W szereg potegowy w g,

Sr=> g"Tu. (2.41)
n=0

W pierwszym rzedzie dostajemy

=0, (2.42)
co po odcalkowaniu daje

T\l = Tool - (2.43)

W tym rzedzie zadne kontrczlony nie sa potrzebne. W rozwazanym przez
nas przypadku teorii ¢* w pierwszym rzedzie otrzymujemy (po uwzglednieniu
(2.31) i (2.32))

1 .
P = fimalg — q\) = 3 /[123]6 ani\laba)\g + h.c. . (2.44)
W drugim rzedzie mamy

7 =[{f'n} fr] = folnn], (2.45)

gdzie fo = {f'}f — f{f'}. Pierwszy wyraz z f w fo odnosi sie do pierw-
szego operatora, 71, w nawiasie kwadratowym. Nawias kwadratowy oznacza
wszystkie polaczone diagramy powstale z normalnego uporzadkowania ilo-
czynu Ti7.
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Przedstawmy 71 jako 71 = ag1 + a2, gdzie ooy oznacza czesé 7, z dwoma,
operatorami kreacji i jednym anihilacji i analogicznie przedstawimy 7o,

Ty = B+ Bs1 + Big + Poa . (2.46)

Wowcezas mamy

B = 2Fa[anan]in + B (2.47)

B = 2Fan[aziam]a , (2.48)

Bas = 2Fa[anaisis, (2.49)

B = TFaaagrarn +4arpom]as (2.50)
gdzie

A

9:2)\ == / d8f2 . (251)

W przypadku gdy, fn = exp(—ab®/\*), otrzymujemy
- ba + pitbe
For(a,b,c) = Loo2 TP p 1) (2.52)

ba? + bc?

gdzie ab = M2 — MZ. Prowadzi to do nastepujacego wyrazenia na Py,

+ /[1234] [fa 5 V)\220/T>\1(LI\26L)\3G/)\4 + (fa 5 1% a§1a§2ai\3a,\4 + h.c.)],

(2.53)
gdzie
1 0(pi —p3)
V22 _ 9’22$+ 1 3 5_(“226$’ 2.54
4 pn P pr—pg P (254
1
V= 2]733;. (2.55)
12

Czynniki F33°, F23¢* i F3} odpowiadaja odpowiadnim konfiguracjom przed-

stawionym na rys. 2.2.
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Rysunek 2.1: Graficzne przedstawienie czlonéw oddzialywania w P, rzedu

gig’
1 1 31 3
2
3 4 2 4 2 4
a b c

ab c a b c
i i i)

Rysunek 2.2: Ilustracja czlonéow oddzialywania zawierajacych czynniki: i)
Foks i) TR i) TR

2.4 Uogoblnienie na calg algebre Poincaré

Procedure RGPEP mozna uogdélni¢ na wszystkie generatory grupy Poincaré
[18]. Robimy to znajdujac jawnie Uy, dzieki czemu wyrazamy operatory g w
teorii wyj$ciowej przez operatory czastek efektywnych ¢,. Jawna postaé¢ U,y
mozna znalezé wykorzystujac (2.31) i (2.36). Dostajemy roéwnanie roznicz-
kowe na U,.

V=W {(1 = f)Sn}g, - (2.56)

Warunkiem poczatkowym jest Uy = 1 dla A = co. Rownanie (2.56) rozwia-
zuje sie w rachunku zaburzen podobnie jak (2.36). Wyrazmy ¢ jako szereg
potegowy w g, wowczas

Qo = qx- (2.57)
G = [gnun], (2.58)

g2 = [qxn, vx2] + Sllar, uai), ua], (2.59)

DN | —
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gdzie
U = (1 — f,\)91 s (260)
L,
Uy = §u1+v2, (261)
1 A
ve = {(1—/)%}+ 5/ dslugr, uly] . (2.62)

Dla przyktadu

L i
oy = 1121|530~ Tl

12
~ 1—
+0(p2 — plp)rg,pp_—f“jaLQaM , (2.63)

1 1 o) (1 o f)\)Q
_ d Y S VA
647r2/0 x/Mg (OMZ — 22 2 %

1 1 ~
/[123] { 5714217, 3p (123]7) d(p — pi2s3) 6&1“12“;3

12

[
Ay, =

‘9(]91 —p+) 022 L o
+ 7"1737‘ 22— =+ @ ez(123p) + 7‘1+2 1734p 3 8(123]9)
{ S " 2py,

1 12
Q(pT —pT
(pJ: — ;)—i— )a%2€m<12p3)
1

1 1 1
— |:7”1+p 17‘3 22— <p123) + 2T1+2 17"3p (12p3):|
lp p12

+ 71732 1 0(psp — p12) al alyans

X 5(173 - P12p) aJ,r\gﬁ,\laAQ} , (2.64)
gdzie
ax = BxC, (2.65)
1 - Jac
B = p+ f 9:2(61 b C)
ca

ac

1 ba® — bc?
QZZabI;bc |:fab fbc - ba2 + bC2 (fabfbc - ):| 3 (266)
1
e = 5%(1—@)(1—]%0). (2.67)

Indeksy w nawiasach w wyrazeniach na r;(r) lub 7;_1) oznaczaja, ze KT wy-

stepujace jako argument funkcji ra jest obliczane jako ped wzgledny czastki
¢ 1 drugiej czastki o pedzie p; + py, lub p; —



2.4 Uogodlnienie na cala algebre Poincaré 20

1 1
R S
1p 2 p 2 “‘p
1 1 Jl
aT =—O- +2>....+ %3 Cpt T2
% P37/ P 2 S p
1 31— p 1 3
2 p 2 3 2 "p

Rysunek 2.3: Symboliczna reprezentacja wyrazeii na a'. Linie kropkowane
pokazuja w jaki sposob do wzorow (2.63) i (2.64) wchodzi ped p.

Gdy znamy zaleznosc¢ ¢(g,), mozemy obliczy¢ wszystkie generatory grupy
Poincaré wedtug wzoru,

Ascla(an)] = Ax(an) - (2.68)

Podstawienie to prowadzi do pojawienia sie rozbieznosci ultrafioletowych w
wyrazeniach na generatory M ' i M2, tak jak to jest w przypadku P,
rozbiezno$ci te wymagaja dodatkowych kontrcztonow Xa, ktore pozwalaja
na usuniecie rozbieznosci.

Aoo(q) = Ax + Xa . (2.69)

Gdy kontreztony Xa sa juz znalezione, wowcezas mozemy przejs¢ do granicy
A — oo w wyrazeniu na A, (q), dzieki czemu otrzymujemy wyrazenie na
efektywny generator A,.

A)\(Q)\) = A)\(Q)\) . (270)

ra=1

W przypadku teorii skalarnej w generatorach M ~1 potrzebny jest jedynie
kontrczton masowy, ktory okazuje sie by¢ identyczny dla P~ jaki M. Efek-
tywne generatory dynamiczne M/\_1 i M/\_2 uzyskuja postaé¢, w ktorej cztony
z oddzialywaniem maja czynniki ksztaltu, tak jak to bylo w przypadku P, .

My = hM{7 (¢ = q) (2.71)
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i . (Sm/\ aa)\
M = z/[p] - (ap])

1 o~
—1—2‘/[1234]7 [f,\DJ(5 VfQ) + (5V } aMaiza)\gaM
P34 — P12

1 .
+ {2/[1234]m |:f)\Dj (5 V):\gl) —+ 5V :| Cl)\la;QaJ;\?)aM + h.c. } .
(2.72)

Symbol D/ = S 0.4, a p;, = p; +p,. Natomiast funkcje V22 i V3!
nieobecne w wrazeniu na P,,, wynosza

- i O(pf —py) O
Vi? = L (fy, f : 2.73
A p;— _p;— 8p3( 2p 31)) S ( )
oy 0
Vit = f12 Jap (2.74)
2 + apj p=p1-+p2

Jak wida¢ M )\_2]' uzyskal w wyniku transformacji podobienstwa dodatkowe

L= e

= e non > S
6m§/p+ .
V])\ZZ
v
+{ﬁ f}\Dj<%)+%]+h.c.}

v il ’\7 j}\31

Rysunek 2.4: Graficzna ilustracja do wyrazen na M/\_L rzedu g i ¢°.

wyrazy oddzialywania. Te oddzialywania nie maja swoich analogow w Py,
nie wplywaja one jednak na fakt, ze M, podobnie jak Py, uzyskal postac
przydiagonalna. ‘

Pomimo tego relacje komutacyjne pomiedzy P, i M, ” sa spelnione do
drugiego rzedu w ¢2, niezaleznie od warto$ci \. Jedyny warunek jaki musie-
lismy spehié, to przyjecie tej samej wartosci czesci skonczonej Ay i postaci
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czesci skonczonej kontrcztonu masowego. W tak dobranej procedurze w wy-
. . — —j . —j . . . 2
razeniach na P,,, M,; i M,;/ mamy identyczne wyrazenie na mase oms.

53 = 62 + — /1dx/oodjv[2M (2.75)
A 0" 3272 J, M M2 —m?’ '

gdzie M3 = m?/[z(1 — x)].

Efektywne generatory kinematyczne roznia sie od swoich odpowiednikow
w wyjsciowej teorii tylko zamiang ¢ na q,.

Otrzymujemy w ten sposob pelng algebre Poincaré spelniona do rzedu g2
W szczegoblnosci oznacza to, ze odtwarzamy w oddziatujacej teorii na froncie
$wietlnym algebre momentu pedu J} = 1/2(M, > — M?), J; = —1/2(M; " -
M), I3 = M2 (1),

[Ji, Ji] = ieiju s + o(g?) . (2.76)

Zwiazek (2.76) jest szczegodlnie istotny w analizie rownania wlasnego dla sta-
now zwigzanych. Jednakze wystepujace w nim generatory obrotow dziataja
w calej przestrzeni Fock’a. W rachunkach stanéw zwiazanych staramy sie
przyblizy¢ wiazanie sie czastek przez modelowe rownanie dla skoriczonej licz-
bie czastek efektywnych w stanie zwigzanym. Z tego powodu potrzebne jest
dodatkowo przejscie od (2.76) do modelowych generatoréw obrotow w prze-
strzeni ze skonczong liczba czastek.

Na tym konczymy opis schematu postepowania na przyktadzie teorii ska-
larnej. Analiza teorii z cechowaniem w zastosowaniu do gluonium bedzie
podana w nastepnym rozdziale.



Rozdzial 3

QCD na froncie Swietlnym

Lagranzjan QCD dany jest wzorem,
= 1
LQCD = \I/(p—i— m)\lf — 5 TT(F'LWF#V) 3 (31)

gdzie D= @+ igd, F* = OrAY — " AF +ig[AH, AY], AP = AT T s3 to
generatory grupy SU(3) speliajace [T¢,T%] = i fa%T¢. g jest stala sprzeze-
nia QCD. Interesuje nas konstrukcja gluonéw efektywnych. Stala sprzezenia
w teorii z samymi gluonami zachowuje sie podobnie jak dla kwarkéw (o ile
zapachow kwarkow jest nie wiecej niz 16). Mechanizm powstawania gluonow
efektywnych jest w duzej czesci niezalezny od kwarkéw. Z tych powodow,
oraz by unikna¢ niekoniecznych komplikacji, w niniejszej pracy bedziemy zaj-
mowac sie czysta gluodynamika, druga cze$¢ Loop oznaczamy przez Loopg.

3.1 Hgcp, na froncie Swietlnym
Z klasycznego lagranzjanu Lgcp, wynikaja nastepujace rownania ruchu:

D F" = ig[F™, A7), (3.2)

ktorych uzycie prowadzi do nastepujacego wyrazenia na gestos¢ tensora energii-
pedu,

1
TH = —F"0" Ayt 5 " Tr(FY Fy). (3.3)

Wybierajac cechowanie A" = 0 (¢ oznacza indeks kolorowy) i eliminujac
A~ dzieki réownaniom ruchu (3.2), mozna wyrazi¢ H za pomoca niezaleznych
stopni swobody A“t. H zapisuje sie jako suma czterech sktadnikow [21].

H=Hp2+Hys + Hya +:H(A8A)2; (3.4)

23
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gdzie:
Haz = —2Tr (A(0F)AY) (3.5)
Has = 4gi0,Tr(A”[A", AY]), (3.6)
Has = —g"Tr([Ay, A[A”, A]), (3.7)
Hapap = 2¢°Tr ([z’&*A“,A“] 0 al+)2 [i@*A”,A"]) . (3.8)
Indeksy tacinskie ¢, 7,... oznaczaja kierunki prostopadte L.

Czes¢ kwadratowa w polach A ma postaé¢ analogiczng jak w przypadku QED.
Pozostale czesci sa zalezne od stalej sprzezenia g i wynikaja z nieabelowej
natury QCD. Ostatni sktadnik 3 494)2 jest charakterystyczny dla sformuto-
wania teorii na froncie §wietlnym i odpowiada natychmiastowemu oddzialy-
waniu Coulomba.

3.1.1 Kwantyzacja

Formute na kwantowy hamiltonian otrzymamy w wyniku kilkustopniowe]
procedury, traktujac klasyczne wyrazenie (3.4) jako punkt startowy. Pierw-
szym krokiem na drodze do kwantowego hamiltonianu jest rozktad pola A+
na mody fourierowskie a;fm 1 apye, ktOre maja interpretacje operatoréw kreacji
i anihilacji punktowych gluonéw.

40 = X [l e ot el )| 59

zt=0

gdzie ¢ jest indeksem kolorowym zmieniajacym sie od 1 do 8, o numeruje
stany polaryzacji gluonéw, ktore sa dwa, bo gluony sa bezmasowymi czast-
kami o spinie 1. Na operatory kreacji i anihilacji narzucamy nastepujace
relacje komutacyjne,

|:apo'c; a;;,a,c,} = 167‘(’3(506/50-0./p+(53(p _ p/) . (310)

Komutatory pomiedzy dwoma operatorami kreacji albo dwoma operatorami
anihilacji sa rowne zeru.

3.1.2 Regularyzacja

Formalne wyrazenia na hamiltonian dane wzorami (3.4-3.8) wymagaja regu-
laryzacji. W przypadku QCDg sformutowanej na froncie §wietlnym potrze-
bujemy dwoch rodzajow regulatorow, ultrafioletowego i regularyzacji matych
x.
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Regularyzacje ultrafioletowa wprowadzimy w ten sam sposéb jak w przy-
padku teorii skalarnej, stosujac wzory (2.19-2.23), poprzez narzucenie ogra-
niczenia na ped wzgledny czastek, x*, a pedy catkowite pozostawiajac bez
ograniczen.

Drugi rodzaj rozbieznosci w chromodynamice kwantowej to rozbieznosci
malych x, bedace charakterystyczna cecha teorii z cechowaniem na froncie
sSwietlnym. Kazda nowo kreowana czy anihilowana czastka przyczynia sie
do ich powstawania. Rozbieznosci maltych = sa niezalezne od zachowania
ultrafioletowego i procedura RGPEP nie eliminuje ich w trakcie wyliczania
oddziatywan czastek efektywnych, tak jak to robi w przypadku rozbieznosci
ultrafioletowych poprzez sprowadzenie do efektywnych oddziatywan. Wo-
bec tego wystepuja w oddzialywaniach i biora udzial w obliczeniach stanow
zwiazanych. Rozbieznosci malych x mieszaja sie z niskoenergetyczng czescia
QCD, ktora odpowiada za powstawanie stanéow zwigzanych. Ich istnienie
czyni analize dynamiki efektywnej gluonéow trudna. Zobaczymy jednak w
dalszej czesci, ze istnienie tych rozbieznosci moze prowadzi¢ nas do zapo-
stulowania takich oddziatywan miedzy gluonami efektywnymi, ktére maja
cechy pozadane w fenomenologii hadronow. Male x odpowiada duzym odle-
glosciom wzdhuz frontu i prowadzi do silnego wzrostu energii w teorii efek-
tywnych gluonow wtedy, gdy rozmiary rozpatrywanego uktadu sa duze row-
niez w kierunkach prostopadtych. Taki wzrost energii z odleglo$cia miedzy
gluonami pozwoli nam rozpatrze¢ sprzezony uklad dwoch i trzech gluonow
efektywnych (bez mozliwosci kreowania wielu gluonow) i opisac zjawisko wia-
zania gluonéw w relatywistyczny sposob za pomoca uproszczonego rownania
Schrodriger’a dla gluonium zbudowanego z dwoch gluondéw efektywnych.

Czynnik regularyzujacy obszar malych x wybierzemy nastepujaco [21]:

re(p, d) = Fe(p, d)Fe(p,p — d) , (3.11)
gdzie
Te(p,d) = Te(xqsp) (3.12)

a Tq/p jest czedcia pedu podiuznego ,rodzica” p niesiong przez czastke d i jest
dane przez (2.19). Funkcje 7(z) mozna wybra¢ jako

Te(x) = a°. (3.13)

Catkowita regularyzacja bedzie iloczynem regularyzacji ultrafioletowej i ma-
tych z.

rAe<p7 d) - TA(pv d)re(pv d) : (314)

Dla uproszczenia wyrazen bedziemy czasem stosowac 7,4 zamiast 7a(p, d).
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3.2 Zregularyzowany hamiltonian dla QCDg

Zregularyzowany hamiltonian kanoniczny QCDg na froncie $wietlnym ma
postac:

HAe:HA2+HA3+HA4+H(AaA)2, (315)
gdzie
pJ_2
Hp=T= Z / [p]pTa;acapgc, (3.16)
Hp=Y+Y' =g /[123] 6Yalabas + He., (3.17)

123
Hayo=Z00 + W +EL,

= 92 Z /[1234] [SEAMI];CL;&;(M + SW&J{(IECL?)CM + 5524611&2&3&4 s
1234

(3.18)

Hapa2 = Za0a2 + 2 + EIAaA)Q = g° Z /[1234]
1234

X [SE(AaA)zaiaga;azl +0Zalalazay + SE?ABA)QCLICLQG?)GA} . (3.19)

Operator energii kinetycznej 7' nie wymaga zadnej regularyzacji. Postaé¢

3

1 3 1 1 3 17— ]
H= + >_3+{+><+ 1
T 27y YT 2 2 4 21 4
X

Z

Rysunek 3.1: Graficzne przedstawienie Ha..

funkcji = nie bedzie nam potrzebna do opisu stanéw zwigzanych dwoch glu-
onéw efektywnych przy przyjetych uproszczeniach. Funkcje Y, W i Z sa
nastepujace:

Y(123> =1 f6102037”3’1

1 1
dx _Ix 1 .1 I R e T R e
X |€1 €3 E3R1g — &1 €3 & ’11296_1_52 €3 €1 51296_2 , (3.20)
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1
acica facsc A 1 _Ix_1 A 1 I _ 1
W(1234) = Zf B A S EER T TR (51 €3 &2 &4 —E1 &4 & 63)

— foa fIRg(x) — x3)11 3742 (Sf'*&“é'* 6;81‘ — 5%*51 52“5:?) , (3.21)

(pi —p3)(ps — pY)
(pf + p3)?
(pf +p3)P3 +08) 1 L 1e
= £ ey €57 ey .

(pl _p3)

1
acice racsc A _Ix 1 1
Z(1234) = Zf L2 faes ) 90 1T3143 €1 &3 €£3€&;

— OB fIR4G (1) — x3)T1 3742

(3.22)

3.3 Hamiltonian efektywny QCDg 2-go rzedu

Procedura RGPEP zastosowana do hamiltonianu Hx. pozwala wyliczy¢ ha-
miltonian efektywny H). dla gluonéw efektywnych. Formfaktory powoduja,
ze oddzialywania gluonow efektywnych szybko znikaja z przekazem pedu i sa
nieczule na regularyzacje w wyjsciowym hamiltonianie Ha.. Dzieki temu H ),
nie zalezy juz od apriorycznego obciecia A. Fakt ten jest podkreslony przez
nasza notacje, gdzie pozostawiliSémy tylko indeks € oznaczajacy regularyzacje
malych z, a symbolu A reprezentujacego regularyzacje ultrafioletowa juz nie
ma.

Powstaje pytanie, do ktorego rzedu trzeba wyliczy¢ hamiltonian efek-
tywny, aby stany zwigzane odpowiadaty chromodynamice kwantowej, a nie
byty wynikiem przypadkowych przyblizenn. Uproszczone modele numeryczne,
w ktorych dostepne sa $ciste rozwiazania [22, 23| wskazuja, ze rachunek za-
burzen do niskiego rzedu moze odtwarzaé Sciste wyniki na energie stanow
zwigzanych wtedy, gdy stala sprzezenia w strukturze hamiltonianu do dru-
giego rzedu przyjmuje duza warto$¢ (poréwnywalna z 1), parametr \ jest
rzedu energii poszukiwanych stanéw zwigzanych i wybrana warto$¢ g w H ),
odpowiada wartosci stalej sprzezenia, ktora otrzymuje sie ze Scistych obliczen
Hy, w petnej teorii. W przypadku QCD nie znamy $cistego rozwigzania i po-
stepujemy przez analogie do $cisle rozwigzywalnych modeli z asymptotyczna
swoboda, w ktérych obecne sa stany zwiazane.

Czlony w hamiltonianie efektywnym rzedu 1, g i g> maja posta¢ (z do-
ktadnoscia do cztonow istotnych dla rownania wlasnego do rzedu g?):

Hye = Th+ T + fr(Yae + Wae + Zae + Vi) - (3.23)

Operatory T, Yy, Wy i Z) roznig sie od operatorow 1, Y, W i Z tym, ze
gole operatory kreacji i anihilacji zostaly zastapione przez operatory kre-
acji i anihilacji odpowiadajace skali A\. Natomiast poprawka do masy T/{sz
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i oddzialywanie przez wymiane gluonu V) sa wynikiem transformacji podo-
biefistwa.

1
T = Ng? S / Pllen] -

X (@ X _e M ) 72 () { . + T2 +z(1—x) ) pocrpoc
(3.24)

gdzie 7c(x) jest dane przez (3.13). N. = 3 (grupa SU(3)). Czynnik z ekspo-
nensami w nawiasie pochodzi z RGPEP, przy czym czynnik z \g jest wygod-
nym zapisem czesci skoriczonej kontrezlonu. [p] oznacza miare catkowania po
pedach czastek efektywych, natomiast symbol [zx] oznacza miare catkowa-
nia po wewnetrznych zmiennych w petli masowej (patrz dodatek A). Pelny
wynik RGPEP na V). ma postac,

Vie=0g") / [1234]0 V3 (12, 34) al al,ansans - (3.25)
1234
Vac(12,34) = fore2 foeseipy org o (ff — 1) T3 v°(12,34)
+ 4fa0103fa6204 6(371 _ {L‘3)T3,1_37‘2,4—2 (ff — 1) 572 U(l?, 34) . (326)

Czlon 7z v®(12,34) nie daje wktadu do réwnania wlasnego dla stanu dwu

1 3

Rysunek 3.2: Graficzna ilustracja oddziatywania V.. Na rysunku zaznaczono
rowniez indeksy pedéw czastek.

gluonéw nie niosacego koloru netto z powodu czynnika kolorowego f®“1¢2 fac3c4
i nie wystepuje w dalszych rozwazaniach. Postaé¢ v(12,34) jest nastepujaca

(12, 34) = v41u (12, 34) 4 v5i (12, 34) (3.27)

Ugip jest funkcja rozbiezng dla matych & w odréznieniu od uy;,, ktore jest
skoniczone.
aiﬂL

’wa(]_z, 34) = 5%*(’5; €2L*€im s

(3.28)
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1
1 sl A% 1
T1T2 5515174
1
+ exat 7" Bt efter — exat er ft eitert
T3 L3y
1 1
— ——erat e3 Bt extel + erat ey Bt efter
L1T5 L2Ls5
1 1
+ exat e Bt extey — ——extat e B eitey,
T3xs Tyly
(3.29)
gdzie
L L L
a~ = T1Ky; — T3kig (3.30)
L 1 1

Dokladna postac grg i ff jest zalezna od wyboru czynnika f,. Dla f\ =
exp[— (Mg — Myp)?/A?] mamy!,

~ 1+ Ir1 — I3
Fy = 3.32
2 = L273 2o l? + 15012 ( )
12 12
ff = exp T2 F w3l (3.33)

ZL’Q$3(ZL‘1 — 1’3))\2

Oznaczenie ff bierze sie stad, ze czynik ten jest iloczynem dwéch czynnikow
fr, z obu wierzchotkow oddziatlywania V..

3.4 RoOwnanie wlasne

Rownanie wlasne dla H)., z wartosciag wlasna M, ma postac
(P*Hye — P*2)|P) = M?|P). (3.34)

Stan |P) jest stanem wlasnym H). i jest jednoczesnie stanem wlasnym ope-
ratorow Py i Py

Oddziatywania w H). moga zmienia¢ liczbe czastek i dlatego stan wlasny
| P) moze mie¢ cztony z dowolng liczbg gluonéow efektywnych. Stany o usta-
lonej liczbie gluonéw efektywnych bedziemy nazywaé sektorami przestrzeni
Fock’a. Rozlozymy |P) na sktadowe w bazie gluonow efektywnych:

[P) = [gaga) + |grgagn) + -+ - (3.35)

'Wszystkie wzory w tej pracy, zalezne od postaci czynnika ksztaltu, f, sa podane dla
tego wyboru.
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Zakladamy, ze stan dwugluonowy dominuje w rozktadzie | P) na sektory prze-
strzeni Fock’a, a tym samym ze wktad pozostalych sektoré6w do normy stanu
| P) jest maly. Zrobienie zalozenia, ze gluonium sklada sie z dwoch gluonow
jest uzasadnione réwniez i z tego powodu, ze pozwala budowaé stany o licz-
bach kwantowych jakie maja kandydaci doswiadczalni na gluonium, jak np.
f(1500) [24, 25] czy f(1710) |26, 27|. Poniewaz H). jest drugiego rzedu w g
to mamy mozliwos¢, dzieki obecnosci cztonow Y i Y/\Te w hamiltonianie efek-
tywnym Hy., uwzglednienia w réwnaniu wtasnym wktadow pochodzacych od
sektora jedno i trojczastkowego. Poniewaz chcemy opisywaé fizyczne stany,
a te nie moga nies¢ koloru netto, wiec stan jednoczastkowy nie daje wktadu.

ZastanOwmy sie, co stoi na przeszkodzie by uwzgledni¢ tylko sam sek-
tor dwuczastkowy, bez uwzgledniania trojczastkowego. W takim przypadku
rowanie (3.34) przyjmuje postac:

[+ (Vo + 230)1l9290) = Elgagn) - (3.36)

Jak wida¢, w rOwaniu tym zostaly catkowicie pominiete oddzialywania zmie-
niajace liczbe czastek reprezentowane w H)y.. Niestety, rownanie to w przy-
padku procedury RGPEP jest rozbiezne gdy € — 0. Jest to odmienna sytu-
acja niz w przypadku pracy [28|.

Silng zalezno$¢ od x posiada czton Y)., w H).. Istnieje zatem szansa,
ze uwzglednienie tego cztonu pozwoli wyeliminowaé¢ rozbieznosci, gdy € —
0. Y\ zmienia liczbe czastek o jeden, w zwigzku z czym, oprocz sektora z
dwoma gluonami musimy wtaczy¢ do naszej analizy réwniez sektor z trzema
gluonami.

Z (3.34) wynika, nastepujacy ukad réwnan

{ Ty + Hr(Vae + Z0)11909297) + Yaclgrgn) = Elgrgx9x) ,

3.37
Yaelgrgagr) + [T + fr(Vae + Zoe)]lgagy) = Elgaga) (3.37)

Naszym celem jest wyrugowanie sektora trojczastkowego z tego uktadu i
otrzymanie zredukowanego hamiltonianu dzialajacego juz tylko w podprze-
strzeni dwoch gluonowow. Perturbacyjna eliminacja sektora trojgluonowego
uwalnia nas co prawda od rozbieznosci maltych zx, ale réwnanie tak otrzy-
mane nie prowadzi do rozwigzan w postaci stanéw zwiazanych.?2 Dzieje sie
tak, gdyz w przypadku perturbacyjnej eliminacji sektora trojgluonowego ge-
neruje sie identyczny czlon do T/‘\SZ”Z, ale z przeciwnym znakiem, przez co
gluony nie maja zadnej masy efektywnej. Aby temu zaradzi¢, wprowadzamy

2Roéwnanie takie analizowano numerycznie, jednak w wynikach obliczen numerycznych,
nie dopatrzono sie rozwiazai w postaci stanéow zwiazanych (otrzymywano jedynie wyniki
z ujemny wartoscia wlasng operatora P+ HEC — P12 kt6rych nie mozna zaakceptowac
jako fizycznych rozwiazan).
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ansatz na mase gluoné6w w posrednim stanie trojczastkowym. Ansatz ten nie
dopusci do calkowitego kasowania sie cztonéw masowych. Ponadto, czton
tego typu pozwoli na uwzglednienie, w przyblizeniu, zaniedbanych oddziaty-
wan w sektorze trojczastkowym.

3.4.1 Ansatz

W oddziatywaniach dwuczastkowych oraz w samooddzialywaniu gluonow
winna by¢ zawarta wiekszo$¢ informacji o dynamice prowadzacej do powsta-
wania stanéow zwigzanych czastek efektywnych. Wrybierajac stan dwuglu-
onowy za dominujacy w stanie zwigzanym, musimy zapewni¢, aby przejscie
do stanu trojgluonowego byto mato optacalne energetycznie. Mozna to zreali-
zowal poprzez zwiekszenie masy inwariantnej w sektorze z trzema gluonami,
zakladajac, ze oddzialywania z innymi gluonami zwiekszaja ich energie.

Ansatz, ktorego uzywamy, ma za zadanie modelowaé¢ oddzialywanie w
sektorze trojgluonowym i oddzialywania sektora trojgluonowego z sektorami
z wieksza liczba gluon6éw [16]. Pominiete efekty tych oddzialywarn nie sa
znane, ale wiadomo, ze te oddzialywania istnieja. Powstaje pytanie czy i
jak mozna dobra¢ ten ansatz, zeby zblizy¢ sie do pelnego rozwiazania. Je-
dyny warunek jaki mamy do dyspozycji jest ten, ze prawdziwa dynamika
usunie rozbieznosci matych z w sektorze dwugluonowym i ze energia stanu
trojgluonowego jest wieksza niz dla gluonéw, ktore nie oddziatuja, bo w prze-
ciwnym razie przyblizenie gluonium przez dwa gluony efektywne nie miatoby
uzasadnienia. Najprostszym sposobem spelnienia obu tych warunkéow jest
wprowadzenie do hamiltonianu w sektorze trojgluonowym cztonu typu ma-
sowego, .

T = %Z/[m} ; %;3)|123><123| , (3.38)

123

gdzie p2(123), i = 1,2, 3, sa odpowiednimi funkcjami zaleznymi od pedow
wzglednych trzech gluonéw. Od tej nieznanej funkcji zadamy:

1. by usunela z rownania wlasnego w sektorze dwugluonowym (po elimi-
nacji sektora trojgluonowego) rozbieznosci matych x przy € — 0,

2. 7eby wnosita dodatkowy (i by¢ moze znaczny) wktad do energii stanu
trojgluonowego.

Poniewaz odzialywanie pomiedzy stanem dwu i trojczastkowym odbywa
sie poprzez rozbiezne w obszarze malych = oddzialywanie Y., masa gluonu
©?(123) modelujaca pominiete oddzialywania, nie moze by¢é stala, lecz musi
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by¢ funkcja pedow wzglednych gluonéw i to taky, by w sektorze dwuglu-
onowym otrzymac skoriczone rownanie w granicy € — 0. W szczegolnosci,
©*(123) musi mie¢ odpowiednie zachowanie w obszarze malych z. Szczego-
towa posta¢ p?(123) zostanie podana w czesci 3.4.3.

Wprowadzenie ansatzu na mase w sektorze trojcialowym i zaniedbanie
sektorow z liczba gluonow wieksza niz 3 wydaje sie krokiem czysto arbi-
tralnym, cho¢ podyktowanym znajomoscia spektrum hadronéw w tablicach
czastek, w ktorych wzbudzenia gluonowe wydaja sie by¢ duze w poréwnaniu
z masami lekkich kwarkow.

7 teoretycznego punktu widzenia wprowadzenie ansatzu w sektorze troj-
cialowym i pominiecie sektoréw z wieksza liczba gluondéw nie jest zupelnie
arbitralne, bowiem ansatz musi speliac silny warunek, ze dynamika gluonow
w sektorze dwu i trojgluonowym jest skonczona dla matych .

Przyszta analiza rownan wyzszych rzedow i uwzglednienie wiekszej liczby
sektoréw przestrzeni Focka czastek efektywnych pokaze, na ile nasz ansatz
reprezentuje prawdziwag dynamike. 7 drugiej strony, nasz ansatz jest wprowa-
dzony w taki specjalny sposob, ze im wyzszego rzedu uzyje sie do obliczenia
Hy. i im wiecej sektorow uwzgledni sie w rownaniu wlasnym, z tym wieksza
precyzja nasz ansatz mozna dopasowaé¢ do prawdziwej dynamiki. Mechanizm
ten zostal wyjasniony we wstepie, mianowicie dla relatywistycznych wartosci
stalej sprzezenia g wktad od ansatzu znika i jest w pelni zastapiony prawdzi-
wymi oddzialywaniami. Natomiast w rozwinieciu dla malej stalej sprzezenia,
cztony formalnie nizszych rzedéw odgrywaja wieksza role niz cztony wyzszych
rzedow. W tej pracy rozwazamy jedynie pierwszy krok tej procedury ograni-
czajacy sie do sektora |gygy), robimy ansatz na mase w najnizszym rzedzie i
nie analizujemy wyrazéw wyzszych rzedoéw, cho¢ a priori droga do rachunkow
wyzszych rzedow jest otwarta.

Wprowadzenie ansatzu na mase gluonéw w sektorze trojczastkowym jest
proba zgadniecia pierwszego przyblizenia numerycznego do rozwiazania QCDg
dla gluonium w sektorze dwugluonowym. Nie mamy gwarancji, ze nasz an-
satz zbliza nas do takiego rozwigzania. Jednak poprzez analize wyzszych sek-
torow przestrzeni Focka mozna bedzie w przysztosci poprawia¢ ansatz rzad
po rzedzie i zastepowaé wyrazy zgadniete w nizszym rzedzie przez wyprowa-
dzone oddzialywania w procedurze RGPEP w wyzszych rzedach. Niniejsza
praca, ktora przeprowadza rachunek pierwszego poczatkowego przyblizenia
w sekwencji takich przyblizen, ma na celu ustalenie od czego mozna zaczac,
o ile w ogole taki poczatek moze prowadzi¢ do rozsadnych wynikow. Oka-
zuje sie, ze tak jest i nastepne rozdzialy pokazuja, co udato sie osiggnaé za
pomocg naszego ansatzu.
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3.4.2 Eliminacja sektora tr6jgluonowego

Uklad rownan (3.37) z oddzialywaniami w sektorze trojgluonowym zastapio-
nymi przez ansatz na mase gluonow p?(123), przyjmuje postac:

{ (Tx + T )| gaga90) + YVaelgrngr) = Elgagagn) (3.39)
Yaeloagrgn) + [Ia + FLr(Vae + Z0))lgrgn) = Elgrga) -

Doktadna posta¢ ansatzu na p? bedzie oméwiona dopiero na etapie analizy
rowania wlasnego zredukowanego do dwoch czastek efektywnych w czesci
3.4.3.

Hamiltonian efektywny w sektorze dwuczastkowym, H,g, obliczamy w
rachunku zaburzen w g postugujac sie operatorem R, ktory wyraza sektor
trojczastkowy przez sektor dwuczastkowy,

1929297) = R[grgn) - (3.40)

Postugujac sie znanymi wzorami na R (szczegoly transformacji danej przez
R mozna znalez¢ w pracy [29]) i operatorem rzutowym P na stan [grg»)
otrzymamy hamiltonian Hgg, ktory dziata tylko w przestrzeni dwuczastkowej.
Rownanie wlasne dla gluonium przybiera postac,

Hyglgrgn) = Elgaga) » (3.41)

gdzie warto$¢ wltasna I wyraza sie przez te sama mase M i te same pedy
Pt oco w (3.34), tzn. E = (P**+ M?)/P*. H,, wyraza si¢ nastepujacym
wzorem:

1 1
Hy=— (P+RNH\(P+R)———— .
e A IV i
Rozwijajac (3.42) w g do 2 rzedu, dostajemy wyrazenie na elementy macie-
rzowe Hgy, postaci,

(3.42)

(k| Hoyg Ky = (k|Ts + T3 + (Wi + Zne + Vi)

1 1 1
=Y Y |k, (3.43
v (Ek—TA—T#QJrEk/—TA—T“Q) WK, (3.43)

gdzie |k) i Ej to stany i warto$ci wlasne energii swobodnej T},
Ty|k) = Eilk) . (3.44)
Zgodnie z (3.43), Hy, przyjmuje postac

Hyg =Ty + T + Thoy + x(Weg + Zgg + Vig) + Vigg (3.45)
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gdzie Ty, TO™, Wy, Zyg, Vg sa réwne, odpowiednio Ty, T3, Wi, Zs,
Ve po obcieciu do podprzestrzeni dwugluonowej. Wktad od wyeliminowa-
nego sektora trojgluonowego jest reprezentowany przez dwa wyrazy w (3.45),
wyraz ngg oznacza poprawke do masy gluonu, a wyraz Vg4, opisuje oddzia-
tywanie dwu gluonéw efektywnych przez wymiane jednego gluonu efektyw-
nego. Ansatz na masy gluonéw w stanie trojczastkowym modeluje efekty
oddzialtywan w sektorze dwuczastkowym.

Oba te operatory i tylko one sa czule na ansatz o masie gluonu w stanie
trojczastkowym. Szczegdlowa postaé ngg 1 VRgq jest nastepujaca:

Vi = 92Z/[1234]SVR(12,34)\12><34|, (3.46)
1234

Vr(12,34) = foae fascayi(12,34) + 4f01 fe2pp(12,34), (3.47)
UR(12,34) = 9(1’1-[L‘3)ffg<:2(’l}dw+vfm), (348)

1 X1T3 Loy
Ky = _5[ 12 _ 5 T 51 _ 2 g

at? + as(wy — 23)v555 B2+ Taxa (1 — T3)V5 59
(3.49)
2(3,5,2 2(3,5,2 2(3,5,2

V32’572 — u2(7 ’ )+M3(7 ) )+/L5(, ) ) (350)

X2 X3 Zs

Indeksy pedow sa wprowadzone wedlug konwencji podanej na rys. 3.2.

2
2 g 2
They =31 Z/[12]ngg(12)|12><12| , (3.51)
12
2 _a? -y Yy
145,02) = = [frede ¥ sz - [+ sy )
1 M2 1 M?
(O T S
1 :Ulyxg,xly,a:l(l—y) L2 mQV:vl,xgy,mg(l—y)

gdzie N. = 3 dla grupy SU(3).

Na razie masy p?, dla i = 1,2,3 (ktore dla uproszczenia bedziemy dalej
oznaczaé nie piszac indeksow), we wzorach na v, sa nieznanymi funkcjami
pedow czastek obecnych w posrednim stanie trojgluonowym. Szczegbétowa
posta¢ mas u? jest dobrana na podstawie dwu kryteriow. Po pierwsze, po-
kazemy, ze uzyskanie skonczonego rownania wlasnego (3.41) gdy € — 0, jest
mozliwe dla pewnych wyboréw zaleznosci p? od pedéw. Po drugie przyj-
miemy jak najprostsza posta¢ p?. Mozna przypuszczaé, ze wiele réznych
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Rysunek 3.3: Ilustracja do konfiguracji pedow w T}’%Zg. Pierwszy rysunek od-
powiada pierwszemu sktadnikowi w nawiasie kwadratowym, podobnie drugi.

akceptowalnych wyboréw u?, prowadzi do podobnych wynikéw. Istotne wy-
daje sie by¢ $rednie zachowanie p2, a nie specyficzna postaé¢ funkcyjna. Cze-
Sciowo potwierdzaja to wyniki numeryczne. Dopdki wiec nie dysponujemy
innymi przestankami teoretycznymi lub doswiadczalnymi, to ograniczenie sie
do najprostszej mozliwej postaci p? jest uzasadnione.

3.4.3 Rozbieznosci malych x

Sktadniki w operatorze Hy, mozna podzieli¢ na takie, ktore sa skoiiczone
gdy € — 0, oraz takie, ktore sa rozbiezne w tej granicy. Pokazemy, ze,
odpowiednio dobierajac p?, mozna usunaé rozbieznosci malych z w Hy,.
Pogrupujmy sktadniki H,, nastepujaco:

Hy, = HI™+ HI (3.53)

HIM = T+ H(Wyy + VE™) + Viiin (3.54)
) m2 2 v v

Hgg - T;g + ngg + fA(Zgg + V;;C_f; )+ Vﬁgg ; (3.55)

in ;17 in 4ci i 4 ierai 4 i
przy czym ng; 1 Vizgg to te czesci Vyg 1 Viyg, ktore zawieraja vy, z rowania

(3.48), a V;g” i Vg;; to te ktore zawieraja vgi,.
H ggi" jest skoniczone gdy € — 0 i mozemy opusci¢ regularyzacje matych z

w HJ". Niemnicj, H/I" jest zalezne od pi?.
Przyjmiemy oznaczenia

2

99’

(

Hlow = ffZgg+V]g;Z7 (
(
(

Hmass - Tgégm2 + Tg

Hhigh = fA[%Clgiv - (ff - 1)Zgg] )
Hign = (I=1)ffZy.

Woéwcezas

HY = Hyass + Hiow + Huigh + Hjioh - (3.60)
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Cze$¢ wysokoenergetyczna

Zauwazmy, ze operatory Hpig, oraz Hgf;}i nie zaleza od ansatzu na u?. Cze-

Sci te pochodzg bezposrednio z transformacji podobienstwa, ktora rozwiazuje
problem rozbieznosci ultrafioletowych w teorii. Stad nazwa Hpign. W Hpigh
w obu wyrazach wystepuje czynnik (1 — ff), ktory zabezpiecza, ze w wyra-
zeniach wyprodukowanych przez procedure renormalizacji podczas oblicza-
nia efektywnego oddzialywania w rachunku zaburzen nie pojawiaja sie mate
mianowniki energetyczne. Punktem startowym dla procedury renormalizacji
jest lokalna teoria pola, sprzegajaca ze soba stany o dowolnie duzych ener-
giach. Transformacja podobienistwa pozwolita nam otrzymaé hamiltonian
efektywny H,., sprzegajacy ze soba juz tylko stany réznigce sie energiami nie
wiekszymi niz rzedu A\. Hamiltonian H). byl punktem wyjscia do redukcji
teorii o nieskoriczonej liczbie stopni swobody (cala przestrzen Focka czastek
efektywnych) do zredukowanego operatora dzialajacego w przestrzeni dwu-
czastkowej. Operator Hy;gn, wnosi do dynamiki w przestrzeni dwuczastkowej
wktady pochodzace od stanéw o duzych energiach, ktore zostaly uwzgled-
nione przez RGPEP podczas wyliczania hamiltonianu H..

Dowdd skonczonoSci Hp;gn dla € — 0 przebiega nastepujaco. Oznaczymy
roznice pedow podluznych gluonéow 11 3 (rys. 3.2) przez z = x; — x3. W
jadrze calkowym operatora Hy,g,, ktore oznaczamy przez hpign wystepuja
cztony z z > 0 jak i 2 < 0:

1 1
hnign = 5 AU = 1) [0(2)viign + 0(=2)v5ign] - (3.61)
Vin = ATat B — (21 + @) (22 + 1) (3.62)
Upigh = Unign(1 2 2,3 > 4). (3.63)

Gdyby we wzorze (3.61) wystepowaly wyrazy stale lub liniowe w 2z to hpign
bytby rozbiezny gdy € — 0. Jednak (wynik ten otrzymuje sie w przypadku
fr = exp[— (M, — Mp)% /N w Fa)

RJ_Q _ KJ_2
lim v, = lim vy, = —2(1 — 221)—F—75 2 + o(2%). (3.64)
z—0 z—0 (le _ Ii34)

Mimo, ze dla kazdej czesci z osobna, zaréwno dla z > 0 jak i z < 0, od-
dzialywanie jest rozbiezne gdy z — 0, to gdy uwzgledni sie sume obu czesci,
to rozbieznosé znika w sensie wartosci gtownej. Gwarantuje to skonczonosé
oddzialywania i pozwala na usuniecie regularyzacji malych . Dowdd skoni-
czonosci cztonu Hg;?;,g jest podany w dodatku B.2.5.
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Cze$é niskoenergetyczna

Pokazemy teraz, ze odpowiedni dobor u? pozwala zlikwidowaé rozbieznosci
matych 2 w Hjpy i Hypass. Weryfikacje adekwatnosci naszego ansatzu na p?
przeprowadzimy numerycznie przez poréwnanie naszych wynikow z wynikami
na sieci. Jadro catkowe operatora Hj,, ma postac

1
hlow(12a 34) = Q(Z)ff_Qvlow s (365)
z
Viow = 4K @B + (1 + x3) (22 + 74) . (3.66)
W granicy z — 0 mamy:

(sfy—rdp? T1TV2
B ffvpge = de™ o 2mET (3.67)
z2—0 (kiy — K31)?

Oznacza to, ze v> musi zachowywac sie jak 2°, gdzie § > 0, aby zlikwidowa¢
rozbieznosé¢ gdy z — 0. Poniewaz u? dla bozonéw wchodzi do wzoru (3.50) w
sposob symetryczny, to nasz ansatz musi zaleze¢ od pedow wszystkich czastek
obecnych w posrednim stanie 3-gluonowym, w przeciwnym bowiem wypadku
nie byloby mozliwe wyciagniecie wspolnego czynnika 2° w wyrazeniu na 12
Najprostsza postacig p?, spelniajaca powyzsze wymogi, jest

k= v (viwjry)° (3.68)

gdzie b jest parametrem o wymiarze pedu, a 6 > 0. Ten wyboér prowadzi do
nastepujacej postaci na v%:

v%(2,3,5) = 3b*(zow315)° . (3.69)

Sytuacja w gluonium jest odmienna niz w przypadku ciezkich kwarko-
niow. W pracy [16] jest pokazane, ze w przypadku QQ dla istnienia skon-
czonego potencjatu oddzialywania wystarcza by p? gluonu efektywnego w
sektorze |QQg) zalezalo jedynie od pedu wzglednego gluonu i pary QQ. Jed-
nak w naszym przypadku konieczne jest rozszerzenie tej zaleznosci na pedy
wszystkich gluonow, a nie tylko ped wymienianego gluonu. Wynika to stad,
ze przyblizamy skomplikowane oddzialywania miedzy czastkami w sektorze
trojciatlowym oraz sprzezenia z pozostalymi sektorami przestrzen Focka przez
czton typu masowego T' “2, ktore poprawia energie wszystkich gluonéw obec-
nych w tym sektorze niezaleznie, czy sa one tylko wymieniane, czy tez obecne
w stanie koncowym. Dlatego tez w przypadku gluonium mamy wktad od
trzech gluonéw i potrzebujemy p? w postaci (3.68). Dla uktadu QQ gdzie
jest tylko jeden posredniczacy gluon wystarcza prostsza formuta.
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Wyniki obliczeit numerycznych pokazuja, ze taka posta¢ u? podana we
wzorze (3.68) nie tylko eliminuje rozbieznosci w H,,, ale rowniez pozwala
na powstanie stanow zwigzanych dwoch gluonow dla catego zakresu wartosci
wartosci b i 6.

Czlon masowy

Drugim miejscem poza, Hj,, opisujacym wymiane gluonu efektywnego, gdzie
zalozony ansatz na p? odgrywa role w eliminowaniu rozbieznosci malych x
jest czton H,,.s5. O tym czy i jak powstaje stan zwigzany gluonow decyduje
kombinacja samooddzialywania gluonéw opisywana przez H,,,ss 1 potencjatu
wymiany gluonu opisywanego przez H;,,. Role masy w cztonie samooddzia-
tywania H,,qss petni

_a2m? I—y Yy
hmass :Nc/[yp]e z? T?(y,l—y) T+q+y(1_y):|

2

2
V:cz,any,m(l—y) + Vxl’my’m(l_y) ] , (370)

X
2 2 2 2
M= + TV gy w1y,m1(1-y) M + L2Vo) way,wa(1—y)

gdzie M? = p2/[y(1 — y)], a funkcje v? dane s przez (3.69).

Wynik ten jest konsekwencja przyjecia A\g = 0 we wzorze (3.24). Taki wy-
bor oznacza, ze czesé skonczong kontrcztonu masowego ktadziemy réwng zeru
i jest podyktowany zadaniem, aby H,,.ss nie zawieral rozbieznosci matych z.
Jedynie taki wybor czesci skonczonej kontrcztonu pozwala nam na zlikwido-
wanie rozbieznodci poprzez zaproponowang przez nas postaé¢ p?. 7 drugiej
strony, ten sam wyboOr oznacza, ze masa jednego gluonu, jako masa stanu
wlasnego hamiltonianu H)., jest nieskonczona w granicy € — (0. Nie jest
to dowodd, ze nasz opis wyjasnia uwiezienie gluonéw, ale mozna przewidzie¢,
ze nasz opis jest zgodny z zasada, ze gluony nie moga istnie¢ jako czastki
swobodne. Zwr6émy uwage, ze ten efekt, jakim jest mozliwos$¢ usuniecia roz-
bieznosci matych x w cztonach masowych, osigga sie za pomoca jednej i tej
samej postaci p? dla gluonéw efektywnych w sektorze trojczastkowym, ta-
kiej samej w wymianie jak i cztonach masowych. Zaréwno Viz’zlwl(ky) jak i
V317Z'2y,$2(1—y) sa proporcjonalne do [y(1—%)]°, co pozwala na otrzymanie skon-
czonego oddzialywania w granicy € — 0 w gluonium. Dzieki temu mozemy
usuna¢ regularyzacje r. w rownaniu stanu wlasnego, rownanie (3.41).



Rozdzial 4
Wymniki

Do zdiagonalizowania operatora H,,, danego rownaniem (3.41), uzyto bazy
zupetnej w sektorze dwoch gluonow efektywnych, przedstawionej w dodatku
B.1. Do obliczenn numerycznych konieczne bylo wybranie skonczonej liczby
wektoréw bazowych, dlatego tez ograniczono sie do n,,., funkcji radialnych
1 lnae funkeji katowych. Poniewaz [Js, Hy,] = 0, wiec do diagonalizacji wy-
brano baze, bedaca baza stanoéw wlasnych J;. Oznaczmy wartosci wlasne
operatora Js przez j,. Dla kazdego j, mozemy przeprowadzaé¢ diagonalizacje
H,, osobno. Przeprowadzono obliczenia dla przypadkow z |j,| = 0, 1,2, aby
moc porownaé otrzymane wyniki z wynikami na sieci [30, 31|, gdzie najlzej-
szy jest stan 07T (1.73 GeV), a nastepnym w kolejnosci jest stan 27 (2.4
GeV). Typowy przyklad wyniku diagonalizacji w rozpatrywanym zakresie
parametrow przedstawia rys. 4.1.

M. = 0) [GeV] [ M(j-] = 1) [GeV] | M(j- = 2) [GeV]

1.73 2.25 1.97

2.01 2.63 2.54

2.06 2.64 2.6

2.41 2.66 2.67

2.41 2.85 2.83
Tabela 4.1: Wyniki dla przypdaku A = 1.92 GeV, b = 2\, 6 = 0.2, as = 0.44,
Nmaz = 9, lmaz = 15. Wartodci na masy stanéw zwiazanych dwoch gluondw

efektywnych z |j.| < 2 mozna probowaé identyfikowa¢ z rozwiazaniami sieciowymi
na masy stanéw 0T+ 2T+ 0= 0*t+ 2%  Jednak tylko najnizsze stany z j, #
0 sa dobrze oddzielone od wyzszych stanéw wzbudzonych i dlatego na rys. 4.1
zaznaczylismy tylko 3 najnizsze stany dla j, = 0 oraz po jednym dla |j.] = 11
‘Jz‘ =2

Przypisywanie otrzymanych stanéw do multipletéw, odpowiadajacych usta-
lonemu momentowi pedu (spinowi) 0, 1 lub 2, kiedy te stany nie sa Scisle
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Rysunek 4.1: Przyktad mas najlzejszych gluoniow. Parametry hamiltonianu zo-
staly tak dobrane, aby wynik na 07+ o masie 1.73 GeV pokryt sie z wynikiem
otrzymanym na sieci. Linie ciagle oznaczaja wyniki otrzymane przez diagonaliza-
cje hamiltonianu, a linie przerywane reprezentuja wyniki z sieci. Réznice miedzy
tymi wynikami sa omowione w tekécie. Linie kropkowane tacza stany, ktére moga
naleze¢ do multipletu 27F, na zasadzie poréwnywania mas z rozwigzaniami na
sieci. Wartosci mas stanéw przedstawionych na rysunku, oraz masy kilku nastep-
nych stanéw wzbudzonych, zawiera tabela 4.1.

zdegenerowane (z powodu przyblizeri w opisie dynamiki), wymaga dyspono-
wania dynamicznym operatorem momentu pedu na froncie §wietlnym. Nie
znamy go w ogolnosci, i jest on na tyle skomplikowany w rzedzie ¢* dla glu-
onéw efektywnych z maltym A, ze w ramach niniejszej pracy jedynym kryte-
rium do uporzadkowania stanéw i poréwnania ich z multipletami z sieci jest
sama masa. Zbadaliémy wiele cech otrzymywanych stanéw wtasnych, ich
rozklad na radialne i katowe funkcje falowe oraz wartosci oczekiwane cha-
rakterystycznych wielko$ci, jednak otrzymane przez nas stany zwigzane sa
silnie relatywistyczne i wszystkie nasze metody analizy, oparte na intuicjach
nierelatywistycznych, okazaly sie nieskuteczne w rozstrzyganiu o catkowitym
momencie pedu stanéw wtasnych Hg,. W tej sytuacji uzyliSmy procedury
zaczynajacej sie od przyrownywania najmniejszej masy otrzymanej z hamil-
tonianu do najmniejszej masy otrzymywanej na sieci (wynik 1.73 GeV na
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mase stanu 07" pochodzi 7 referencji [30]). Istnieje duzy zakres rozsadnych
parametréow w hamiltonianie dla ktorych diagonalizacja prowadzi do podob-
nego wyniku. Wrynik ten, z punktu widzenia catej konstrukeji teorii jest
znaczacy, bo obliczajac hamiltonian efektywny dla QCDg w sektorze dwoch
gluonéw efektywnych, H,,, nigdzie nie wprowadzaliémy masy gluonéw dota-
czajac trzeci stan polaryzacji podtuznej dla masywnych czastek o spinie 1, a
powstawanie masy gluonium rzedu 2 GeV, pochodzi z silnych samooddzialty-
wan gluonéw zgodnie z regutami kwantowej teorii pola. Te samoodziatywa-
nia s kompensowane przez wymiane gluonu efektywnego tylko wtedy, gdy
samooddziatujace gluony znajduja sie blisko siebie.

Roznice mas powyzej stanu podstawowego nie sa w idealnej zgodno$ci z
siecig. Stosunek mas stanow 271 i 071 na sieci wynosi 1.39 [30]. W przeba-
danych przez nas przypadkach, gdzie parametr ansatzu b zmienial sie od 0.1\
do 7.5\, a 0 w zakresie od 0.07 do 0.6, nie znaleziono takiej wartosci stosunku
mas pierwszego stanu wzbudzonego do masy stanu podstawowego, dla j, = 0,
przy zadaniu, aby masa najlzejszego gluonium byta réwna masie stanu 07+,
z rachunkow na sieci. Uzyskana przez nas warto$¢ tego stosunku nigdy nie
przekraczala 1.2. Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna $miato powie-
dzieé, ze kluczowa trudnoscia w hamiltonowskim opisie gluonium na froncie
Swietlnym jest podanie dobrego operatora momentu pedu dla gluonéw efek-
tywnych i poprawienie ansatzu na pu? przez uwzglednienie Hy. do rzedu g¢*.
Niemniej, otrzymane przez nas wyniki sa jako$ciowo podobne do wynikéw z
sieci i wykazujg wiele dobrych cech teorii efektywnej, ktore omowimy pozniej.

Gdybyémy zrezygnowali z kryterium wyboru rozwiagzan na podstawie po-
rOwnywania z siecig stosunku masy pierwszego stanu wzbudzonego, do masy
stanu podstawowego, wowczas mozna znalezé przyklady rozwigzan, gdzie
$rednie (tzn. usrednione po j.) polozenie pierwszego stanu wzbudzonego,
lepiej odpowiada masie stanu 27+ z rachunkoéw na sieci, co ilustruje przyklad
podany w tabeli 4.2.

M(j, = 0) [GeV] | M([j] = 1) [GeV] | M(Jja] = 2) [GeV]
1.73 2.56 2.27
1.92 3.01 2.9
2.19 3.03 2.97
2.71 3.05 3.07
2.75 3.27 3.25

Tabela 4.2: 5 najmniejszych wartosci mas dla |j,| < 2 dla przypadku A = 2.14
GeV, b=2X 6 =02, as = 047, ez = 9, lmaz = 15. Rysunek 4.2 pokazuje
potozenie kilku najnizszych z tych stanéw w poréwnaniu z siecia. W poréwnaniu
z tabela 4.1 zmieniono A i as.



42

M
[GeV] 0—+ 2++
250f ----- ST , L .
24+ —---= o—_; ----- EEREE R R ST
++ 2;+
20 | 25
173+ =
10
0.0 }
0 1 2 i

Rysunek 4.2: Podobnie jak na rysunku 4.1, parametry hamiltonianu zostaty tak
dobrane, aby wynik na najmniejsza mase pokryt sie z wynikiem na sieci, 1.73 GeV,
na mase stanu 07+, W tym przypadku stosunek mas stanéw 2" i 07+, wynosi
1.11. Nadal nie otrzymuje sie degeneracji odpowiadajacej symetrii obrotowej, ale
wida¢ zmiane w polozeniach stanéw 21Hr i 2;+ w stosunku do przyktadu z rys. 4.1.

Charakterystyczne zachowanie sie rozwigzan na masy stanu zwiazanego
gluonow efektywnych w funkeji o, przedstawia rysunek 4.3. Masa stanu
zwigzanego rosnie do pewnej wartosci oy, ktora w prezentowanym przypadku
Jest rzedu 0.5, a nastepnie maleje. Poczynajac od pewnych a;, nie mamy
dodatnich rozwigzan na wartoéci wlasne operatora M?, przez co nie mozemy
wtedy mowié o istnieniu gluoniow. Swiadezy to o tym, ze dla zbyt duzych o,
rachunek sie zalamuje, co jest wynikiem tego, ze samoodzialywanie gluonow
staje sie stabsze niz wymiana efektywnego gluonu. Wartosé as, dla ktorej
rachunek sie zalamuje, jest zalezna od wielkoéci u?. Zaobserwowano ogélng
tendencje, ze im wieksze p2, tym dla wiekszych wartosci o, mozna prowadzi¢
obliczenia.
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Rysunek 4.3: Zalezno$¢ masy najlzejszego gluonium od «s. Maksimum w przy-
padku stanéw wzbudzonych jest usytutowane dla wiekszych wartosci as. A = 1.92
GeV, b=2X,0=0.2 npazr = 9, linae = 15 (te same parametry co na rys. 4.1).

4.1 Niezalezno$¢ rozwigzan od A\

Wiadomo, ze stala sprzezenia g w naszym hamiltonianie musi zaleze¢ od
A [21]. W naszym rachunku nie pojawilo sie biegniecie stalej sprzezenia,
gdyz jest on tylko drugiego rzedu, a ewolucja stalej sprzezenia zaczyna sie
od trzeciego rzedu. Niemniej, spodziewamy sie, ze wiagzanie gluonow w QCD
powstaje dla duzych stalych sprzezenia [15] i musimy traktowaé¢ ag, jako
wielko$é zalezna od parametru A. Niestety $cista zaleznosé a; od A dla ma-
lych A nie jest znana. Zmuszeni jesteSmy wybra¢ jakas postaé i rozwazamy
przyktad

o) 4

BETE R
1llogAéCD

(4.1)

To jest wiodacy rzad przyblizenia rozwigzania grupy renormalizacji na a(s)
dla macierzy rozpraszania [32| z zerowa liczba zapachow kwarkow, zastapi-
lismy tylko s przez A%, Podobny wzor otrzymuje sie Hygop, w rachunku
hamiltonowskim [21]. Nie mozemy spodziewac¢ sie, ze tak proste przyblizenie
as da wyniki pokrywajace sie z wynikami na sieci, ale naszym celem nie jest
otrzymanie na site zgodnodci z obliczeniami na sieci, lecz jakosciowa ocena
rzedow wielkosci, ktore otrzymuje sie w rachunku hamiltonowskim. Przede
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Rysunek 4.4: Stala sprzezenia a; w funkcji A z Agep = 522 MeV.

wszystkim interesuje nas mechanizm powstawania gluonium, a poréwnanie z
siecig mOwi nam czy teoria gluonow efektywnych moze byé¢ zgodna z wyni-
kami innych sformutowan QCD.

Whprowadzenie zaleznosci as(A) powoduje, ze elementy macierzowe, H,,,
sa funkcja szerokosci hamiltonianu )\, parametréw ansatzu na mase p?, bid,
oraz parametru bazy, A, okreslajacego pedowa szeroko$¢ najnizszej funkcji
radialnej. Uzywajac zdefiniowanych w dodatku B.2, zredukowanych elemen-
tow macierzowych operatora M? = PYH,, — P2 oznaczonych przez Igj-:n,j,,
i opuszczajac indeksy, mamy:

A2 )2
I=Ayep! | o250 4.2
QCD (}\2’)\2’A220D7 >’ ( )

z tym, ze \*/Acp wehodzi do tej zaleznogei tylko przez a,(A).

Agep wybraliSmy w ten sposob, by dla wartosci A = 1.92 dostac¢ a; =
0.44. Daje to Agcp = 522 MeV. Az 3 cyfry znaczace nie maja zadnej fizycznej
interpretacji i stuza tylko obliczeniom numerycznym. Wybér Agep ~ 500
MeV, wynika stad, ze wymusza na rachunkach aby masa najlzejszego glu-
onium wynosita 1.73 GeV. Wybrana warto$¢ Agcp rézni sie od standardowo
przyjmowanej, ktora jest rzedu 210 MeV. Jednak taka warto$¢ Agcp pocho-
dzi z analizy danych z eksperymentow, w ktorych udzial biora kwarki, naj-
czedciej liczba zapachow kwarkoéw wynosi 5. Poza tym, wartos¢ Agep ~ 210
MeV jest uzywana dla s ~ M2, gdzie My to masa bozonu Z. Perturbacyjne
wzory [33| na zmiane liczby zapachow kwarkéow z Ny = 5 dla s = My na
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Ny = 0 w naszym przypadku prowadza do wartosci Agep, ktora uzyta we
wzorze (4.1), dla A rzedu oczekiwanych mas gluonium, prowadzi do absurdal-
nie duzych wartosci a,. Ale zadna z dostepnych analiz nie stosuje sie do za-
kresu tak matych A jakie rozpatrujemy w naszym hamiltonianie dla gluonium
i nasz wybor jest w duzej mierze arbitralny. 7 drugiej strony wiadomo, ze
w $cidle rozwiazywalnych modelach 7z asymptotyczna swoboda [22, 23| stata
sprzezenia nie rosnie tak szybko jak na to wskazuje rachunek zaburzen, a
wlasciwy dobor wielkosci o, przy danym A, zbliza hamiltonian obliczony w
niskim rzedzie do odtwarzania wartosci wtasnej petnej teorii. Nasz wybor
Agep rzedu 500 MeV nalezy traktowaé jako probe oceny zgodnosci naszego
podejscia z oczekiwaniami i ocene rzedéw wielkosci.

Scisle rozwiazania otrzymane za pomoca Scistego H)., nie powinny zale-
ze¢ od A. Precyzyjnie moéwiac, tylko wartosci wlasne i inne obserwable nie
powinny zaleze¢ od A. Natomiast funkcje falowe moga zaleze¢ od A. Np.
dla bardzo duzych warto$ci A\, w poréwnaniu z masa stanu zwiazanego, bar-
dzo wiele sektoréw Focka moze mie¢ funkcje falowe rozne od zera, zas dla A
porownywalnych z masa stanu zwigzanego, tylko od funkcji falowych z do-
minujaca liczba czastek efektywnych, o rozmiarach rzedu 1/, oczekuje sie,
ze sy istotnie rézne od zera.

Jednak obliczenia Hy, prowadzone w drugim rzedzie rachunku zaburzen
oraz usuniecie rozbieznoéci matych z za pomoca ansatzu na u?, powoduja,
ze rozwiazania zagadnienia wlasnego dla Hy, maja prawo zmieniac¢ sie z .
Lamanie niezmienniczo$ci rozwigzan na obserwable wzgledem zmian A\ moze
by¢ naprawione odpowiednim doborem zaleznosci parametréw b i 6 w masie
1%, Gdyby taki dobor nie byl mozliwy albo prowadzit do drastycznie szybko
zmiennych funkcji, trudno byltoby utrzymac poglad, ze nasza procedura wta-
Sciwie przybliza rozwigzania teorii. Okazuje sie jednak, ze parametry b i
oraz warto$¢ oczekiwana p? w stanie trojczastkowym, niewiele zmieniaja sie z
A, kiedy ustali sie mase najlzejszego gluonium. W ponizszej tabeli prezentu-
jemy wyniki takiego doboru b1 §, aby masa najlzejszego gluoniu byta ustalona
na 1.73 GeV. Wyniki te zostaly uzyskane przy zatozeniu zalezno$ci pomiedzy
silng stala sprzezenia, a parametrem skali hamiltonianu efektywnego, A\, w
postaci danej wzorem (4.1). Tabela podaje po jednej parze wartosci b i 0
dla kazdego A\. Wartosci b i 6 mozna troche zmieniaé¢ zachowujac mase naj-
1zejszego gluonium bez zmian przy danym «g(A), ale zakres akceptowalnych
zmian jest niewielki (omawiamy to w nastepnym paragrafie). Istotnym fak-
tem, pokazanym w tabeli 4.4 jest to, ze w calym oczekiwanym zakresie \
istnieja rozsadne dobory b i 0. Zauwazmy, ze w podanym zakresie A, stala
sprzezenia zmienia sie od 0.29 do 0.72.
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MGeV] | b/A | 0 | ) | M(207)/MO0F) | M(2{") | M(257)
115 | 7.5 [0.085 | 5.05 1.07 1.97 1.87
153 |25 | 012 | 2.07 1.15 2.09 1.88
192 [20] 02 | 1.75 1.16 2.25 1.97
236 | 1.5 | 0.23 | 1.52 1.16 2.47 2.11
3.67 | 1.0 026 | 1.47 1.13 3.1 2.63

Tabela 4.4: Wartosci parametrow b i 8, w masie p?, dajace warto$¢ masy naj-
nizszego stanu gluonium réwne w 1.73 GeV, co odpowiada masie stanu 07 w
obliczeniach na sieci. Stala sprzezenia ag zmienia sie od 0.29, dla A = 3.67 GeV,
do 0.72, dla A = 1.15 GeV. Dane z tej tabeli czesciowo ilustruje rys. 4.5.

W wynikach podanych w tabeli 4.4, mozna zaobserwowad, ze b maleje, a
0 rosnie ze wzrostem A. Te tendencje sa zgodne z cala filozofia teorii. Im
wieksza A, tym potrzeba wprowadzenia ansatzu na mase gluonium powinna
by¢ mniejsza, ale tym silniej trzeba obcinaé¢ osobliwosci matych x, zeby dy-
namika efektywna w sektorze dwugluonowym, jako cze$¢ wiekszej dynamiki,
mogta przybliza¢ rozwigzania na wartosci wlasne. Aby dokladniej zbadaé
konsekwencje zaleznosci od parametrow b i 0 od A dla naszego ansatzu na
mase p? zdefiniowaliémy $rednig mase w kwadracie, przypadajaca na jeden
gluon efektywny, jako

1 1 T
(n?) = g/0 d:pl/o drs1%(2,3,5), (4.3)

gdzie v? jest dane wzorem (3.69), a zo = 1 —x1, ¥5 = x; — x3, zgodnie z ozna-
czeniami pedéw wprowadzonymi rysunkiem 3.2. Wynik zastosowania wzoru
(4.3) przedstawia rysunek 4.5. Jak wida¢ na rysunku, w miare zmniejszania
sie warto$ci A, a wiec w miare wzrostu «g, ro$nie i masa 1/ (u?), przy czym
charakterystyczna wielko$¢ /(u2) jest rzedu masy najlzejszego gluonium.

Ustalenie, dla kazdego A z tabeli 4.4, wartosci masy najlzejszego gluonim
z 7. = 0 na 1.73 GeV, spowodowalo zmiane wartosci najlzejszego gluonium
z |7.] =1 0 25%, a dla stanu z [j,| = 2 o 13%, podczas gdy A zmienila sie
o czynnik 5. W przypadku gdy A zmieniala sie o czynnik 7.5, odpowiednie
zmiany byly rzedu 60% dla |j,| = 1140% dla |j,| = 2. Pokazuje to, ze ansatz
na mase ma istotne znaczenie dla symetrii obrotowej w réwnaniu wlasnym
dla H,,. Np. stan 25" wydaje sie by¢ stabilny, a stany 2% i 25 reaguja na
zmiany A w zakresie od kilku do kilkudziesieciu procent.
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Rysunek 4.5: Srednia masa przypadajaca na jeden gluon efektywny w funkcji A,
przy zaleznosci as () danej wzorem (4.1). Dla kazdego A parametry bi 0 sa dobrane
tak, by masa M(071) = 1.73 Gev i przyjmujg wartosci z tabeli 4.2 (kazdy punkt
wymaga okoto 10 godzin czasu obliczeniowego dla $redniej klasy komputera PC, a
znalezienie rozsadnych wartosci b 1 d wymagato kilku obliczen na kazdy punkt).

4.2 Niezaleznoéé od wyboru parametréow u°

Dla réznych wartosci parametrow b i 6, okreslajacych wielkoéé masy 2, byli-
Smy w stanie odtworzy¢ w przyblizeniu te sama mase najlzejszego gluonium.
Tabela 4.5 pokazuje, ze zmiane parametru b o czynnik 3 mozna byto skom-
pensowaé taka zmiang parametru d, by rozwigzanie na mase stanu 0 po-
zostawalo niezmienione.

MO ) | b/ | 0| p?) | M(25T)/MOT) | M(27F) | M(25T)
172 [ 1.0 [0.085 | 1.12 1.19 2.16 1.91
172 [ 15[ 015 | 1.46 1.17 2.23 1.96
173 [20] 02 | 1.75 1.16 2.25 1.97
177 [3.0] 027 | 227 1.16 2.33 2.04

Tabela 4.5 Zaleznos¢ od parametrow b i d, dla A = 1.92 GeV, co przy przyjetej
przez nas wartosci Agcp = 522 MeV, odpowiada a, = 0.44.

Zauwazmy, ze roOwniez masy najlzejszych gluoniow z |7.| = 1,2 niewiele
sie zmieniaja. Sugeruje to, ze naprawa symetrii obrotowej wymaga bardziej
skomplikowanych zaleznosci 42 od pedéw czastek, w posrednim stanie troj-
czastkowym, by¢é moze zawierajacych pedy poprzeczne, aby mozliwe byto
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uzyskanie degeneracji stanow z wicksza precyzja. Z pewnoscia znajomosé dy-
namicznego operatora momentu pedu pomogta by w znalezieniu najbardziej
pozadanej postaci p?, dla odtworzenia degeneracji stanow i poklasyfikowania
ich w multiplety. Podobnie, zgadniecie zaleznosci p? od pedéw, dajace niezty
opis degeneracji, mogtoby by¢ pomocne w znalezieniu petnego operatora mo-
mentu pedu. Nie twierdzimy jednakze, ze sam ansatz na mase jest w stanie
rozwigza¢ problem symetrii obrotowej w sformutowaniu dynamiki na froncie
sSwietlnym, a jedynie, ze przy jego pomocy mozliwe jest poprawienie wynikow
na warto$ci mas standéw tak, by zblizy¢ je do wymagan symetrii obrotowe;.

Jedyna wielko$¢, ktora zmienia sie znaczaco ze zmianami parametrow
bid to wprowadzona wzorem (4.3), érednia masa w kwadracie. Jednak
jej definicja nie uwzglednia zadnej dynamiki i to moze byé¢ przyczyna jej
zachowania. Lecz nawet tak prosta miara jak (%), ma mniejsza amplitude
zmian niz parametry b i 6 (w zaprezentowanych przyktadach, b i § zmieniaja
sie 0 czynnik rzedu 3, a /(u?) tylko o czynnik rzedu 2).

4.3 Przypadek f) = exp[—(M2 — M?)?/ Y

W przypadku wyboru czynnika ksztaltu fy w postaci danej gaussowska za-
lezno$cia od r6znicy kwadratow mas inwariantnych, jak we wzorze (2.35)!,
zachowuja wazno$¢ wszelkie uwagi jakie podalismy dla f\, danego wzorem
(2.39). Nasze obawy, ze niezerowa granica w wyrazeniu (2.40), moze prowa-
dzi¢ do generowania duzych operatoréw przydiagonalnych? i przez to unie-
mozliwia¢ otrzymanie akceptowalnych wynikéw na masy stanéw zwigzanych
w niskim rzedzie rachunku zaburzen, okazaly sie nieuzasadnione. Czynnik
ksztaltu dany wyrazeniem (2.39), sprawuje si¢ lepiej niz fy = exp[—(M? —
M2)2/AY. By¢ moze ten czynnik generuje zbyt gwaltowna ewolucje grupy
renormalizacji dla rozwiazania na H)y., przez co, drugi rzad w g znajomosci
H, jest niewystarczajacy. Tabela 4.6 oraz rysunek 4.6, pokazuja charakte-
rystyczne wyniki dla przypadku czynnika ksztattu z tytutu niniejszego para-
grafu. Wartos$¢ o, = 0.24, przy A = 1.92 GeV, wymusza Agep = 172 MeV.
Rzedy wielkosci sa wiec dla takiego wyboru czynnika ksztaltu zachowane,
gorsza jest tylko degeneracja stanéow o réznych j,.

"Wyniki omawiane wezesniej otrzymano za pomoca f = exp[—(M, — Myp)?/12],(2.39).
2, Przydiagonalnoé¢” oznacza mala réznice, M, — M.
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Rysunek 4.6: Ilustracja zmiany fy = exp[—(M, — Mp)?/A?] na f) = exp[— (M2 —
M?)2/A1]. Wartodci mas sa podane w tabeli 4.6. Wartosci parametrow, A = 1.92
GeV, b = 2)\, § = 0.2, sy takie same jak w przypadku z rys. 4.1. Aby dla
tej wartosci A\ dosta¢ wlasciwg mase stanu 07T nalezato przyja¢ as = 0.24, co
odpowiada wartosci Agecp = 172 MeV ze wzoru (4.1). Zachowanie sie¢ pozioméw
energetycznych jak na rysunku, dla tego czynika ksztaltu jest typowe. npmer = 5,
lmaz = 15.

M(j, = 0) [GeV] | M1l = 1) [GeV] | M([j:] = 2) [GeV]
1.73 2.08 1.78
2.17 2.32 2.36
2.34 2.33 2.4
2.34 2.49 2.51
2.38 2.67 2.69

Tabela 4.6: Wartosci mas odpowiadajace rys. 4.6.

4.4 Stabilno$é numeryczna wynikow

Nasze obliczenia numeryczne mialy za zadanie podanie jakoSciowego obrazu
do jakiego prowadzi dynamika efektywnych gluonow wraz z ansatzem na mase
gluonow efektywnych, p?. Otrzymanie wartosci wlasnych operatora M? dla
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gluonium byto mozliwe jedynie na drodze numerycznej, przy czym komputer
byt potrzebny zaréwno do obliczenia elementéw macierzowych, I, operatora
MQ, jak i do zdiagonalizowania macierzy hamiltonianu efektywnego zbudo-
wanej z tych elementéw macierzowych. Elementy macierzowe [ byly dane
przez pieciowymiarowe caltki zawierajace osobliwe, kasujace sie wyrazenia.
Dodatek B.2 przedstawia funkcje podcatkowe dla elementéw macierzowych i
uzyte zmienne catkowania. Co prawda, mozliwe jest sprowadzenie pieciowy-
miarowych calek, do catek czterowymiarowych, dla pewnych wyboréow czyn-
nika ksztattu, f,, ale funkcje podcatkowe w takim przypadku wyrazaja sie
przez czasochtonne funkcje specjalne, co czyni taka redukcje wymiaru catek,
nieoptacalna.

4.4.1 Calkowanie numeryczne

Do obliczenia elementéw macierzowych, I, uzyto dwoch niezaleznych pro-
cedur calkowania numerycznego. Procedury ,Vegas” [34] oraz kwadratur
Gauss’a (uzywamy kwadratur Gauss’a-Czebyszewa, Gauss’a-Laguerre’a i Gauss’a-
Legendre’a). Ze wzgledu na bardzo duza liczbe koniecznych catkowan dla
znalezienia akceptowalnych parametréw b i §, oraz przeanalizowania réznych
wyboréw parametru bazy A, wiekszo$¢ wynikow otrzymano uzywajac kwa-
dratur Gauss’a. Procedura ,Vegas” stuzyta gtownie do weryfikacji poprawno-
Sci wynikow, otrzymywanych za pomoca kwadratur Gauss’a, oraz pozwolita
ustali¢ btad calkowania za pomoca kwadratur, ktory przyjeto za réwny od-
chyleniu standardowemu podawanemu przez procedure ,Vegas”, jesli wynik
catkowania za pomoca kwadratur znajdowat sie w granicach wyznaczonych
przez odchylenie standardowe.

Macierz operatora M? w uzytej bazie jest macierza przydiagonalng. Sto-
sunek najmniejszych niezerowych elementéw, obliczanych poprzez catkowa-
nie numeryczne, do dominujacych elementow jest rzedu 0.01. Precyzja wyli-
czania elementow macierzowych siegata od 0.1% dla elementow diagonalnych
do 100% dla najmniejszych elementéw pozadiagonalnych. Roznica rzedow
wielkoSci pomiedzy elementami diagonalnymi i najmniejszymi elementami
pozadiagonalnymi przektadala si¢ na blad w wyniku na najnizsze wartosci
wlasne macierzy M? rzedu 0.2% dla interesujacego nas zakresu stalej sprzenia
as (blad ten rosnie z «y).

Zrodlem wiekszych bledow jest prawidlowy dobér parametru bazy A,
patrz rys. 4.7. Blad ten szacujemy na 1%, dla najmniejszych warto$ci mas
gluoniow.

Obliczenia przeprowadzono dla dwoch wyboréw bazy, uzywajac jako funk-
cji katowych zwyklych harmonik sferycznych oraz funkcji definiujacych stany
wlasne fg, podanych w dodatku C. Roéznice w wartosciach mas dla najlzej-
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szych gluoniow, nie przekraczaly 0.5% w przypadku zastosowania obu tych
wyborow.

4.4.2 Zalezno$é¢é od parametru bazy A

Rysunek 4.7 pokazuje, ze w szerokim zakresie zmiennosci A wyniki diagona-
lizacji Hy, zmieniaja sie nieznacznie ze zming A.

M
[GeV]

174+

172

170

168+ _

1.66 -

0.55 0.85 14 17 2.0 2.6 3.8 AlGeVi

Rysunek 4.7: Zaleznosé rozwiazan od parametru bazy A. A = 1.7 GeV, b/ = 1.53,
0 = 0.115, ag = 048, Nypaz = 6, lmaz = 15. Szczegdlowe wartosci zawiera tabela
4.3.

A [GeV] [ M. = 0) [GeV] | M(Jj] = 1) [GeV] | M([j:] = 2) [GeV]
0.55 1.75 2.09 1.87

0.85 1.72 2.07 1.86

1.4 1.67 2.09 1.86

1.7 1.66 2.1 1.87

2.0 1.66 2.11 1.9

2.6 1.68 2.11 1.99

3.8 1.74 2.17 2.26

Tabela 4.3: Wartoséci najmniejszych mas dla j, =0, [j,| =11 [j.| =2. A=1.7
GeV, b/A = 1.53, 6 = 0.115, as = 0.48, Nynaz = 6, lmaz = 15.
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Zmiana A, przy ustalonym A, o czynnik bliski 7 powoduje zmiany w
masie najlzejszego gluonium o mniej niz 6%, a w przypadku, gdybysmy sie
ograniczyli do zmian A o czynik rzedu 3, wowczas czutos¢ w rozpatrywanej
masie bylaby tylko rzedu 3%. Mozna powiedzie¢, ze czulosé ze wzgledu na
wybor A jest mata, ale nie zerowa. Czulo$é¢ ta zalezy od wielkosci stalej
sprzezenia ay, ktorej uzywamy do obliczen. Dla matych o, wyniki sa dobrze
stabilne gdy A < A, natomiast dla duzych ay, dla A ~ A.

4.4.3 Zalezno$¢ od liczby uzytych wektoréw bazy

Otrzymane rozwiazania dos¢ szybko stabilizuja sie wraz ze wzrostem liczby
wektorow bazy, zaréwno przy zwiekszaniu liczby funkcji radialnych, jak i
funkcji katowych. [,,., wybierano jako liczbe nieparzysta, aby zawsze stan o
s = — (konwencja oznaczen stanéow polaryzacyjnych jest wyjasniona w do-
datku B.1) byl obecny podczas diagonalizacji. W sumie liczba wektoroéw bazy
wynosita do 300 i diagonalizacja hamiltonianu M2 nie przedstawiata proble-
mow numerycznych, tak jak obliczenie elementéw macierzowych M?2. Poniz-
sze dwa rysunki ilustruja stabilizacje rowiazan wraz ze wzrostem l,,qz 1 g

Dla nmae = 5 1 Lnae > 11 blad na warto$é masy najlzejszego gluonium nie

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1.81 11.81
> 1,78/ 11.78
8§ —

s
1.75) 11.75
1. 73! —_— 1.73

Rysunek 4.8: Masy najlzejszego gluonium dla ustalonego [, = 15 1 Npas
zmieniajacego sie od 1 do 9. A =1.92 GeV, b =2\, § = 0.2, a; = 0.44.

przekracza 0.2%, a dla pierwszego stanu wzbudzonego nie przekracza 0.5%,
za$ dla czwartego stanu wzbudzonego nie przekracza 6%. Wykorzystanie
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Rysunek 4.9: Masy najlzejszego gluonium dla ustalonego 100 = 9 1 lnas
zmieniajacego sie od 3 do 15. A =1.92 GeV, b =2\, § = 0.2, ay, = 0.44.

kwadratur Gauss’a i czeSciowa tabularyzacja jadra operatora M2 (stabula-
ryzowano jadro tego operatora po odcatkowaniu po zmiennych radialnych i
kacie wzglednym ~y, patrz dodatek B.2) pozwolito na obliczenia z I, = 15,
bez znacznego zwiekszania czasu potrzebnego na policzenie wszystkich ele-
mentow macierzowych, I, dla kazdego z wyboréw b, d i A przy ustalonym

A

4.4.4 Dokladnosé obliczen

Reasumujac uwagi poczynione w poprzednich czes$ciach rozdziatu, bltad w
warto$ci masy stanu podstawowego gluonium nie przekracza 2%, a dla kilku
kolejnych stanoéw rosnie osiggajac warto$¢ mniejsza niz 10% dla czwartego
stanu wzbudzonego. Bledy zwigzane z ograniczeniem sie tylko do sektorow
dwu i trojezastkowego oraz wprowadzeniem ansatzu na mase u2, podobnie
jak z ograniczeniem sie do rzedu g¢*, nie moga by¢ precyzyjnie oszacowane
i s prawdopodobnie wieksze. Osiggnieta dokladno$¢ numeryczna pozwolita
nam jednak wyciagna¢ wnioski o sensownosci zrobionych zatozen i dowies¢, ze
wyniki sg rezultatem analizy efektywnej teorii czastek, a nie przypadkowymi
liczbami.
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Podsumowanie

Pokazalismy, ze procedura grupy renormalizacji dla czastek efektywnych ot-
wiera droge do systematycznej analizy problemu stanéw zwiazanych w QCD.
Wstepny charakter tych badan wymusil na nas zrobienie uproszczen, z kto-
rych najwiekszym bylo wprowadzenie ansatzu na mase gluonéw w sektorze
trojgluonowym, kiedy rozwaza sie gluonium. Gluonium znalazto sie w cen-
trum naszego zainteresowania z powodu nieabelowych oddziatywan gluonow,
ktore prowadza do asymptotycznej swobody, niezaleznie od oddzialywan ja-
kie niosa ze soba kwarki. Procedura RGPEP, ktora ma na celu realizacje
programu Dirac’a zbudowania ab initio teorii kwantowej, spelniajacej zasady
szczegolnej teorii wzglednosci (o czym mowilismy na przyktadzie teorii ¢°)
pozwolita nam na przyblizenie skomplikowanego teoriopolowego problemu
stanoéw zwigzanych gluonéw przez rownanie Schrodingera dla uktadu dwoch
gluonow efektywnych.

W redukeji dynamiki gluonéw do sektora dwuczastkowego wprowadzamy
ansatz na mase gluonéow, ktéry usunal rozbieznosci matych x na poziomie
rOwnania wtasnego dla zrenormalizowanego hamiltonianu efektywnego. Za
pomocy obliczenn numerycznych pokazaliSmy, ze otrzymany w ten sposob opis
gluonium jest sensowny. Otrzymaliémy rozwiazania w postaci stanéow zwia-
zanych dwoch gluonow, ktore wykazuja staba czulosé na konkretna postaé p2.
Nasze wyniki nie tylko nie zaprzeczaja mozliwosci budowania opisu hadronow
za pomocy czastek efektywnych w QCD, lecz zachecaja do idei potaczenia
kwantowej teorii pola z modelami konstytuentnymi za pomoca procedury
RGPEP.

Wyniki jakie otrzymaliSmy na wartosci masy gluonium sa zgodne z wy-
nikami sieciowymi. Byliémy w stanie otrzymac¢ mase najlzejszego gluonium
taka sama jak przewiduje sie¢. Wynik ten otrzymalidmy dla A rzedu masy
gluonium, co jest warunkiem akceptacji opisu za pomocg czastek efektywnych
w teoriach z asymptotyczna swoboda. Stany wzbudzone ukladaja sie blisko

o4
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stanow otrzymanych na sieci wtedy, gdy parametr skali hamiltonianu efek-
tywnego jest jakosciowo wlasciwego rzedu i odpowiadajaca mu stata sprze-
zenia rowniez przyjmuje oczekiwany rzad wielkosci.

Diagonalizacje hamiltonianu efektywnego wykonano uzywajac bazy so-
bodnego momentu pedu dla gluonéw efektywnych. Choé¢ w obliczeniach nu-
merycznych mozna uzywaé i innych baz, to nasza konstrukcja wydaje sie by¢
elementem koniecznym dla przyszlej analizy korzystajacej z dynamicznego
operatora momentu pedu, jak tego wymaga program Diraca.



Dodatek A

Front Swietlny

Wspoétrzedne frontu $wietlnego sa zdefiniowane nastepujaco:
et =242, 27 =2"—23, 2t =(2'2?). (A1)

Niezerowe skladowe tensor metrycznego g** to g™~ = g~ = 2 oraz ¢* = —1,
dlai = 1,2. Iloczyn skalarny dwoch czterowektoroéw a i b jest wiec dany przez,

1 1
ab = §a+b_ + §a—b+ —atbt. (A.2)

Pochodne czastkowe:

0

i— — [
OF = 20- = 25—

(A.3)

Operator 1/07 zdefiniowany jest nastepujaco, dla funkcji f(z~) zachodzi,

1 _ 1 _ _ _
ol =1 [dre@ —y) 160, (A4)
gdzie e¢(z) = 0(x) — 0(—x).
Dla dowolnych dwoch pedow czastek p; i po mozna wprowadzi¢ rozktad
na ped calosci i ped wzgledny, zdefiniujmy:

ptt — pif'vi +p;-#’ (A.5)
2
1o+ +.1
PiPy —P1P
Ky = 212 2P+ L2 (= k1), (A.7)

Zamiana ta wiaze sie ze zmiana miar catkowania z [pips] na [P][zk],
[p1pa] = [Pl[zk], (A.8)

26
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gdzie [zk] jest dane przez,

rtdx

K] =

Pole gluonowe, A, ma rozkltad na operatory kreacji i anihilacji dany
wzorem (3.9). Jesli polaryzacje wybierzemy jako prawoskretna i lewoskretna,
wowcezas wektory polaryzacji maja postac:

(1,4), (A.10)

¢l
|
Sl

1 .
Spetniaja one nastepujace relacje:
etel = bp0r, (A.12)

> el = 6y, (A.13)



Dodatek B

Szczegoly obliczeniowe

B.1 Baza

W celu wykonania obliczen numerycznych musimy zdyskretyzowaé zagad-
nienie wlasne dla Hg,. W tym celu wybierzemy baze zupelng stanéw rozpi-
najacych podprzestrzei w sektorze dwugluonowym |gyg). W obliczeniach
numerycznych mozemy uwzglednié¢ jedynie skonczona liczbe wektoréw bazo-
wych, ktora decyduje o jakosci przyblizenia numerycznego.

Pojedynczy stan w przestrzeni rozpietej przez dwa gluony niosacy catko-
wity ped P = (PT, P1) ma postaé:

’P7 017 027 Cl, CQ) = NP+ /[P12] [xK]S(P_P12)¢017027C1702 (:L', KL)al.Jlo'lcl a;QUQCQ |O>
(B.1)

gdzie Pf;L = pf’L + p;’L, a NN to czynnik normalizacyjny.
Funkeje do, op.01.00(T, £1) mozemy podzieli¢ na czesé kolorowa i pedowa.

Po1,0,c1,02 (z, HL) = 061,029501702 (z, “l) . (B.2)

Poniewaz chcemy opisywac stany zwigzane w QCD to mozemy sie ograniczy¢
tylko do stan6w nie niosacych koloru netto. W naszym przypadku oznacza
to, ze [28|

Cereo = Oci oy - (B.3)
Gluony jako czastki bezmasowe maja dwie polaryzacje, ktére mozemy

wybrac¢ jako polaryzacje prawoskretng o =0 i lewoskretng o =0, tak wiec
stan dwugluonowy ma 4 stany polaryzacyjne. Zdefiniujemy nastepujaca baze

28
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w przestrzeni polaryzacji gluonow

|p1p27T> - Z ITHOC p2Oc|0> (B4)

|p1p27l> = Z ;106 p200|0> (B5)
1

s +) = 75 32 (thesthiodd) + ) (B.)

|p1p27 \/—Z< p10c p2®0|0> ploc ngc|0>> (B7)

Funkcje ¢s(x, k1), gdzie s =1, |, 4+, — roztozymy w bazie zbudowanej z wielo-
mianéw Laguerre’a i harmonik sferycznych. W przeciwienstwie do rachunkow
rownoczasowych, ze wzgledu na dynamiczny charakter generatoréw obrotu
wokot osi x i y, na froncie §wietlnym, nie wigze sie to ze zdefiniowaniem mo-
mentu pedu dla stanéw opisanych przez odpowiednie harmoniki sferyczne.
Jednak rzut momentu pedu na os$ z jest dobra liczba kwantowa do konstruk-
cji bazy, bowiem J, jest operatorem kinematycznym i komutuje z hamilto-
nianem. W rachunkach na froncie jest to wiec tylko wybor bazy zupetnej
standow. Mamy wiec

és(ma /QJ_) = Z Z Z CfblmRn (%) Yim(ev 90) ) (BS)

gdzie zmienne k, 0, ¢ okre$laja pewien wektor IZ, ktory wigze sie z x i K+
nastepujaco,

ko= kt, (B.9)

k= (;c — %) M, (B.10)

K = ZMQ, (B.11)
k3
cosf = ?:2x—1, (B.12)
K K
tanp = P (B.13)

A to parametr o wymiarze pedu charakteryzujacy szerokos¢ najnizszego wie-
lomianu Laguerre’a. Zamiast M? bedziemy uzywaé bezwymiarowej zmiennej
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w = M?/A?, wtedy
w
Ry, (w) = exp (-5) Ln(w), (B.14)
gdzie L,(w) to n-ty wielomian Laguerre’a.
W przypadku s =T, |, +, wktad daja tylko parzyste harmoniki sferyczne,
natomiast dla s = — tylko nieparzyste.

Rozktad ten wykorzystamy do zdefiniowania stanéw bazowych w jakich
przeprowadzimy diagonalizacj¢ hamiltonianu H,,. Zdefiniujmy

[P, i 8) = NP*/[Plz][M]g(P—Plz)Rn (w) Yj5. (0, 9)Ip1p2, s) , (B.15)

gdzie czynnik normalizacyjny N, wynosi

(B.16)

A to parametr charakteryzujacy szerokos$¢ najnizszej radialnej funkcji falo-
wej. Dla duzych wartosci n, obliczenia powinny by¢ powtarzalne dla réznych
wyborow A, jednak w przypadku uzycia jedynie kilku funkcji radialnych wta-
Sciwy dobor A jest istotny.

Tak zdefiniowane stany, |P;n,j,j.;s), spelniaja nastepujacy warunek
unormowania

(P05, 508 |Pin, g, 2y 8) = PYO(P — P')Opn 00,51 Osst - (B.17)

Poniewaz na froncie $wietlnym wybo6r harmonik sferycznych nie jest ni-
czym wyr6zniony, to mozemy zastosowaé inne wybory. Alternatywa jest na
przyktad baza swobodnego momentu pedu JB, przedstawiona w dodatku C.
Dla przypadku s =T, |, baza zbudowana ze stanéw wlasnych JB pokrywa
sie z wyborem harmonik sferycznych, natomiast dla podprzestrzeni rozpiete]
przez stany z s = + 1 s = —, mamy

. ors )
[Py, js Jzs %) = %PJF/[PHH%H](S(P — Ppp)
m? N ,
X Rn (A2> [I/[/vj—ij_z(x7/{: )|p1p27 +> + I/[/};Z(ZL’?/{ )|p1p2’ _>:| , (B18)

gdzie W5 i W, to odpowiednie funkcje pedow.
W obliczeniach numerycznych korzystamy z obu wyboréw.

W:. (0,¢) = ei(m+82)‘pWﬁm(x) . (B.19)

j7.jZ
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J.=m+s,, s, =F2dla s =T, | natomiast s, =0 dla s = +, —.
Ogolnie dowolny stan o pedzie P i rzucie momentu pedu na o$ z, rownym
J», mozna zapisa¢ w bazie stanow |P;n, j, j.; s),

|P7-]Z Z njs

njs

;S) . (B.20)

B.2 Rownanie wlasne

Zdefiniujmy zredukowany element macierzowy, 15 operatora MQ,

njn’j"
M? = P*H,, — P2, (B.21)
przez
P e AQP/, R
]ij_< 1, J, J1 SIVEIPS 1Y, ) a8 (B.22)
5(P — P

Warto$¢ 7, jest po obu stronach operatora M2 taka sama, gdyz [J., Hyl =0.
Wowcezas korzystajac z (B.17) i (B.20) rownanie wlasne (3.41) przyjmuje
postac

S I =M, (B.23)
n’j's’
s przyjmuje wartosci T, |,+, —, natomiast zakres n i j jest uwarunkowany

przez nasze mozliwosci obliczeniowe. Rownanie (B.23) sprzega ze soba stany
o wszystkich s. Macierz I** ma bowiem nastepujaca strukture

VA I AR A
oo/ o Y 1+ 1=
=10 o= | (B:24)

L S Sl

Dla j, = 0 czesci 7~ 1 I sa rowne zeru. W bazie stanow |P;n, j, j.; s),

3 S
elementy macierzowe [n] vy S8 rzeczywiste i macierz I jest symetryczna.

B.2.1 Elementy macierzowe M2

Elementy macierzowe sktadnikow operatora M?, zawierajace odpowiednio

t .
T997 Hmass: Hgéna thgh, H;;ze;h 1 Hlow 0znaczmy przez ]07 Imass; [fina [higha

[gf;fl i I}oy. Dodatkowo przez I; oznaczymy

Iy = Ipin + Tnign + Iisor, + Tiow - (B.25)
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B.2.2 Energia kinetyczna

ISS

0njn'y’

_ N2g%., / (k] R,y (1) R ()W, (6, 0) W5, (6, )MZ.
(B.26)

gdzie M? = k?/[z(1 — z)]. Iy daje sie policzy¢ analitycznie:

ISS

0ng;n'y’

A2535/(5jj/ [(271 + 1)(5nn/ - (n’ + 1)5n,n/+1 — (n + 1)(5n+17n/] . (B27)
Jak wida¢ przyjeta baza nie diagonalizuje energii kinetycznej, jednak nie

stanowi to jakiejkolwiek przeszkody w analizie rownania (3.41).

B.2.3 (Czes$é masowa

Iss N2925ss’

massnj;n'j’

B () R @) 03, (0,005, 0, Ve 4) . (B:25)

Jid=

Wykonujac catkowania po katach dostajemy wyrazenie, ktore obliczamy nu-
merycznie.

[frfaswn], = 2N A% 6, dx/ dy/ dw/ dw'

K L) )W, (015 (o) 20 (220 g1y

2 2
vy J:zya:(l Y) 517(1 z)y (1 z)(1-y)
i . (B.29)
M? + xl/l —z,zy,z(l—y) M2 + (1 o 33') z,(1-2)y,(1-2)(1-y)
gdzie
2
9
T B.30
o= (B.30)

Stata I' pojawiajaca sie w powyzszym wzorze jest w przypadku wyboru fy
danym wzorem (2.39) jest rowna

A2

Elementy macierzowe liczg sie bez probleméw w uzytych tu zmiennych.
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B.2.4 Cze$¢ oddziatywania
Bedziemy uzywa¢ nastepujacych oznaczen (patrz rowniez rys. 3.2 ).

rT=x1, Y=23, (B.32)
K = K12, pP = K3z, (B33)

Element macierzowy [ f;j'j;n,j, dany jest przez 6-cio wymiarowa calke (po

uwzglednieniu postaci wektoréw polaryzacji gluonow w odpowiednich konfi-
guracjach polaryzacyjnych).

I = NP / [wr][y7]

X Ry (wy) Ry (i)W, (01, 00Wir 5 (0,00 )05 (@, 575y, p7) . (B.34)
gdzie
hss’ = jfj;l + 535’ (hhigh + h;;;z + hlow) 5 (B35)

Jak wida¢ cztony z hpgn, h}"jzz i hyow sa diagonalne w wybranej bazie stanow
polaryzacyjnych. Zewnetrzny czynnik ksztaltu (tzn. ten czynnik, ktory jest
jawnie napisany w wzorze (2.32)), w uzytych tu zmiennych, jest dany przez

fr=exp [T (Vo — Vw)?] (B.36)

ss’

(I—a)y(l—y
gdzie przed ostatnim czlonem dla s =T, | wystepuje znak —, natomiast dla
s = +,— znak +. Wyrazenia z w* pochodza z tych czesci czlonow Vigg
i VRgg, ktore zawieraja vy,, dane wzorem (3.29). Sktadnik proporcjonalny

do czynnika fy bierze sie z oddzialywania czteropunktowego gluonow Wyg,.
Oznaczymy ot = (ay, a0), B+ = (81, B2) (ot i B+ sa dane przez (3.30-3.31)).

21

Wi = (DT + %) - 0w i (B.37)

Wl = (04251 - 04152>(2x2/ ! 3/) - 204L5l ) B.38
r—y

wl = 0, B.39

wt = —V2(ar —iag) (B — i) (1 — 2y + 2¢%) B.40

wl = 0 ’
21
wt = T y(a2ﬁ1 —a1f)(2ry —x —y) — QaLﬁL )

oy + i) (B +iB2) (1 — 2y + 2y?) |

(B.38)

(B.39)

(B.40)

w'T = V2(a; — i) (B —iB)(1 — 2y) (B.41)
(B.42)

(B.43)

= =V (B.44)

wh = —V2(n +ias) (B + i) (1 - 2y) (B.45)
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wl = —V2(ay 4 i) (B + i) (1 — 22 + 22?) | (B.46)
w = —V2(ay — i) (B — iB2)(1 — 2z + 22?) | (B.47)
wtt = 20181 - 22 + 227 — 2y + 2¢%) (B.48)
wtT = xm (o — a1 32)
x(z — 2% 4+ 22° +y — 2y* — 2wy + 4wy’ — 22%y),  (B.49)
wl = V2(ay +ias)(Br 4 i6:) (1 — 2z) | (B.50)
U)il = —\/_(al — iag)(ﬁl — Zﬁz)(l — 233) s (B51)
wt = I & (04251 — a1 f32)
X (z — 2:1: +y— 207+ 2¢° — 2xy — 2xy* +42%y),  (B.52)
w T = =218 —22)(1 - 2y) . (B.53)
Natomiast,
Phigh = ﬁfﬂff -1) [4§'~2OtlﬁL —(z+y)2—z- y)} ,(B.54)
1
Ry = CEmE (Hh=Dffle+y)2—z—y), (B.55)
1
hlow = (ZL‘ — ) ff [43<:204LﬁL (':C + y)(2 — T — y)} . (B56)

Korzystajac z (B.19) i wprowadzajac zmienng :

=9 — $r, (B57)

mozna wykona¢ catkowanie po kacie ¢,. Do obliczenia numerycznego zostaje
wiec pieciowymiarowa calka,

N.A?
Iffwn,,— as/ dv/ dx/ dy/ dwl/ dw, 0(x —y

wy + Wy ”75 ”rs ss’
: 9 :| L, (wl)Ln'<wT) ]]Z(x) 7'z ( )h (ZL’ wl7y7w7“77)
(B.58)

X exp {

Bjj/ to hjj’ odcatkowane po kacie ¢,, podobnie uﬁjjl

B = (U For+ Kz ) 05 F 020 B fo = Do (g + i, + i) €08 7,
(B.59)
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gdzie

at = z(1—2)y(1—y)(w+w,) —rv/z(1 — 2)y(1 — y)ww, cos .

= —2[(w; +w,)cos(j, —2)y —rtcos(j. — 1)v] ,
=0,
= V201 =2y + 2%

X [w; cos j,v + w, cos(j, — 2)y —rtcos(j, — 1)v] ,

= V2(1-2y)

x [wl €08 J.7Y + wy COS(jz - 2)7 - TtCOS(jZ - 1)7] )

=0,
= —2[(w; +w,)cos(j, +2)y —rtcos(j, + 1)v] ,
= V201 =2y + 2%

X [wy cos j.y + wy cos(j: + 2)y — ricos(j. +1)7] |

= —V2(1-2)

X [w; cos 7,7 + w, cos(j. +2)y —rtcos(j, + 1)y] ,

= —V2(1 — 2z +22?)

X [wy cos(j, — 2)y + w, cos j,y — rtcos(j, — 1)v] ,

= —V2(1 -2z + 22?)

X [wy cos(j, + 2)y + w, cos j,y — rtcos(j, + 1)7] ,

= —2(1 -2z +22° — 2y + 2¢°)

X [(wi +wy) = rtcosy]cosj.y

= 2z —22* +22° +y — 29° — 2zy + 4wy? — 22%y)

Xt sin j,7ysiny ,

Vet

r+y— 2y,

Analiza czlonu Iy,

(B.62)

(B.63)
(B.64)

(B.65)

(B.66)
(B.67)
(B.68)
(B.69)
(B.70)

(B.71)

(B.72)
(B.73)

(B.74)

Aby Ipign poddalo sie procedurom catkowania numerycznego musimy je po-
dzieli¢ na odpowiednie sktadniki. Dokonajmy nastepujacego podziatu hpgp.

Phigh = hi + ho + hs,

(B.75)
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gdzie
hy = lfA(G—GO)fflgl, (B.76)
hy = —fA (ffgl ff(b;1> Go, (B.77)
hy = —fkffo_lao, B.78

(B.78)

D = (1-2)a u—i—yﬂu, ( )
G = 41-2)y(l+z—y)a pt—(r+y)2—z—y)D,  (B.80)
(B.81)

(B.82)

Dy = lmD=a(l—w)(p" —x")", B.81

Gy = hmG =2zz(1—2)(1—22) (p? — K", B.82
1 1)\2

ffo = hH(l) ff =exp [—Fw] . (B.83)

Calki z h; oznaczymy przez I;. Mamy wiec,
Thigh =1 + I + I3 (B.84)

I; i I, wykonuja sie bez problemow. Czeé¢ I3 wymaga dodatkowej analizy.

00 00 2
[3nj;n’j/ :N292\/0 dwl/o dwr/o d')/

exp (_wl —g wr) L (wi) Ly (wy.) COS(jZ’Y)f?’jjl , (B.8Y)

gdzie

Ly = / dx / d=W3, (2)W5 (y)hs. (B.86)

Przeksztalcimy fgjj/ nastepujaco. Poniewaz pozorne osobliwosci zlokalizo-
wane s3 w obszarze matego z to I3;;: przeksztatcimy nastepujaco,

Ty — /0 i /0 " by W2 (2) (W3, =)= W3, (x)]
/dx/ 0z hy W?, ()W, (2). (B.8T)
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Pierwsza z tych catek oznaczmy przez ]~3a, a druga przez ]~3b. I~3a nie sprawia
juz zadnych trudnosci. I3, obliczymy zgodnie z pomystem przedstawionym
pod wzorem (3.64), zapiszemy wiec,

1 T 0
i},bzl/ da U dzh;+/ dzh3] We. (2)W5 . (x), (B.88)
2 0 0 te NE NARVES
gdzie hi = h3, natomiast hy = hz(1l < 2,3 < 4) odpowiada konfiguracji
dla przypadku, gdzie x3 > z;. Korzystajac ze wzoroéw (3.61-3.64) mozemy
usunac rozbieznosé w z z Iy w sensie wartosci glownej. Ostatecznie otrzy-
mujemy

12

12 K
Igb_/ d:L‘/ A=W, (2)W5, (2)- fA(ffo—l)(pp_—Kl)z, (B.89)

gdziedlaz <122 =w,az, =1—-2z,adlar>1/2mamyr_ =1-ur,a
xy = x. Tak przeksztatcone I3, liczy sie juz bez problemow.
Zmienne calkowania numerycznego

Ze wzgledu na obecno$¢ osobliwych wyrazen w Hg;“ do obliczenia elementow
macierzowych uzyjemy nastepujacych zmiennych (u,v,x, 2, §):

z = x—vy, (B.90)

w; = u+2y/zuvcosé + zv (B.91)
w, = u—2y/zuvcosé + zv , (B.92)
cosy = v (B.93)

Jw,

Jacobian zamiany zmiennych daje czynnik 4z,

1 1 o0 o0 2m
/dm/ dy/ dwl/ dw,,/ dvO(z —y
0 0 0 0 0
1 T [e'¢) 00 2m
:4/ dx/ dz/ du/ dv/ d¢z. (B.94)
0 0 0 0 0

Zmienne te wykorzystujemy do obliczenia wszystkich sktadnikow I; oprocz
I3y, ktore obliczamy w zmiennych (wy, w,, x, z,7).

B.2.5 Dowéd zbieznosci I}

Zaleznosci (B.91) i (B.92) powoduja, ze wystarczy rozwazy¢ przypadek gdy
R.(z) = Ry(z.) = 1 oraz Ws (z) = WS’ (y) = 1. Funkcja podcatkowa w
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wyrazeniu na I};fgsﬁ dla malych z wynosi, patrz wzor (3.59),

%exp(—u — 4v) [exp(—4zvcos®E) — 1] . (B.95)

Za sprawa nowych zmiennych w mianowniku stoi pierwsza potega z, a nie
druga. Czynnik exp(—u) pochodzi z definicji bazy, a w szczegdlnosci ze wzoru
(B.14), natomiast czynnik exp(—4v) to ff w granicy z — 0. Wyrazenie w
nawiasie kwadratowym pochodzi od (fy —1). Jedyne mozliwe zroédio poten-
cjalnych rozbieznosci tkwi w zachowaniu sie tej funkcji jako funkcji z. Dla
malych z, wyrazenie w nawiasie mozna zastapi¢ przez czynnik —4zv cos? ¢,
ktory kompensuje istnienie 2z w mianowniku. Dowodzi to skoriczonosci I;55.

W obliczeniach numerycznych nie korzystamy z zaprezentowanej tu gra-
nicznej postaci I} . Skoro wiadomo, ze zarowno Io, jak i I} sa skoficzone
to obliczamy sume tych wyrazen, nie sprawia ona bowiem zadnych ktopotow

w zaprezentowanych tu zmiennych.



Dodatek C

Baza swobodnego momentu pedu

Oznaczmy, Ly = Loepy(g = 0).

1
Lo = =577 (P fu) 1)
gdzie
fw/ = OFAY — OV A" . (C2)

Ze wzgledu na wektorowy charakter pol A" wyrazenie (2.7) musi by¢ zmo-
dyfikowane o dodatkowy czton [35].

1
M* = 5 /dede_ : (m“7+” — " T4 WpEﬁ;’A”) 0, (C.3)
zt=0
gdzie
Yy = oboy — ohoy. (C.4)
7 to ped kanoniczny sprzezony do A”,
oL
P = . C.5
T 90,4, (C5)
Wybieramy cechowanie AT = 0 i wykorzystujac A~ = 2(0+ A1) /0" eliminu-

jemy skladowe A~. Nastepnie wykorzystujac rozktad ( .9) i postac¢ wektorow
polaryzacji ,, dang przez (A 10-A.11) dostajemy:

MH = ZZ/ p"c lpoe (C.6)
Mt = ZZ/ apgcapgc, (C.7)

69
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) 19) 0
M"? =i Z /[p] Kpla—pQ - pza—pl) a;;ac] Apoc
- /[p] <a;OcapOC - aLOcapOc> ; (Cg)

1
p
- 2/[p]—+ (a;OcapOC — a;ocap06> . (C.10)

Operator swobodnego momentu pedu wigze sie z generatorami M*” naste-
pujaco:

1

J = F(M2 — MP), —o (M7= M, M12] . (C.11)

2

Do wyrazenia J wygodnie jest uzy¢ zmiennych j zamiast (p*,ph), [p] =
d’p/ (167°(p)).

. 0 0
1= % [01](755 750 ) o] o
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C.1 Stany wlasne J;
Znajdziemy teraz stany wtlasne operatora jg
J) = (i + 1)), (C.15)

w podprzestrzeni dwuczastkowej. Stan |U) wybierzemy w ten sposob, by byt
jednoczesnie stanem wlasnym operatora Js,

Js[W) = j[ W) . (C.16)

Wyrazimy |¥) korzystajac z bazy stanéw polaryzacyjnych zdefinowanej w
(B.4-B.7). W $rodku masy uktadu dwoch gluonéw mamy

). = [12902pipa,s). (©17)

Stan |U), niesie ped calkowity P+ = 0+, Pt =M, (M = /k2/[z(1 — )]),

co odpowiada P=0w przypadku réwnoczasowym, tak wiec
U(12) = PT167°0(PT — M)6*(PH)é(kt, x) . (C.18)

Korzystajac ze zmiennych (B.9-B.10) mozemy przedstawi¢ funkcje ¢(k*,x)
jako iloczyn funkcji zaleznej tylko od |k| i drugiej zaleznej tylko od katow
0,0,

o(*,z) = R(KNW (6, ¢). (C.19)
Przypadek s =T, |

T2 = / [12]P*2(27)%5(P+ — M)§2(P) [5%(#,@} ), (C.20)
J3| W) = /[12]P+2(27r)35(P+ — M)§?(PH)

gdzie

; 1
S? = —05, — cot 0y — —5—-0" (C.22)

sin?@ #¥’
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s, = —2dla 1 oraz s, = 2 dla |, co wynika ze wzoru (C.14). Jak widaé E
to operator rozniczkowy reprezentujacy ,zwykly” moment pedu. Réwnania
(C.15) i (C.16) sprowadzaja sie wiec do

SPWEL(0,0) = §(+1DWS.(0,9), (C.23)

o, s s
(—2% + Sz) W2 (0,0) = 3.W;.(0,0). (C.24)

Tak wiec dla s =T, | otrzymujemy rozwigzania w postaci harmonik sferycz-
nych

Vijz (97 90) = Y;'m(ev ‘:0) ) (025)

gdzie mozliwe wartosci to j = 0,2,4,... oraz m = —J, .., J, natomiast j, =
m + s,. Parzysto$¢ j wynika z tego, ze ¥(12) = ¥(21) dla stanow z s =T, |.

Przypadek s =+, —
W tym przypadku otrzymujemy,

J2|W) . = / [12]PT2(27)%6 (P — M)6*(P)

4,0080 0

olE) - Zsiﬁ@%

G2
% [S o)+ sin® @

¢|¢>} . (C.26)

J3|U) ., = /[12]P+2(27r)35(P+—M)(S?(Pi) {—i%gb(ﬁi,x)} |+), (C.27)

Wzor (C.26) oznacza, ze w przypadku gdy J5|W) # 0 to stan z s = + lub
§ = — nie moze by¢ stanem wlasnym joz‘ Stanem wlasnym moze by¢ tylko ich
kombinacja liniowa. Dla J3|¥) = 0, mozna znalez¢ rozwigzanie. Rownanie
rozniczkowe jakie musi w tym wypadku spetnia¢ W2, (6, ¢), to

(8 ) W) = 500+ W3l (©.28)

Rozwigzaniami sg stowarzyszone wielomiany Legendre’a P?(cos ) dla j > 2,
dla j < 2 rownanie (C.28) nie posiada normowalnych rozwiazan. Poniewaz
U(12) jest funkcja parzysta przy zamianie 1 < 2 w (C.17), a ¥(12) niepa-
rzysta, wiec dla s = + dopuszczalne sa parzyste wartosci j, a dla s = —
nieparzyste.

W celu znalezienia rozwiazan w przypadku J5|U) # 0 postuzymy sie
operatorami drabinkowymi,

Je=J£idy . (C.29)
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Ich dzialanie na stan |¥),, gdy J3|¥)+ # 0, jest nastepujace

Ty = 1[S00 1) + 40027 (€30
gdzie
Sy = +e 0, + ie*" cot 60, (C.31)
A 2 2 C
= lsiné’%' (C.32)

Dzialajac J1 mozna generowac pozostale rozwiazania na W7 (0, ¢). Oznaczmy
przez |¥; ;. ) stan o ustalonym j i j, wowczas

) = (Jo) [0 0)
— / [12)P*2(2m)*8(P* — PE)S(P-— PR (IR]) (Wi 1+) + W 1-)] -

(C.33)
Przyktad:
j=2, m=0: Wt =sin%6, W-=0,
j=2, m=1: Wt =2e%sinfcos, W~ = —2e%sinf,
j=2,m=2: Wt =2e?"(1+cos?f), W~ = —4e*% cosf .
j=3, m=0: Wt=0, W~ = cos 6 sin? .

j=3, m=1: Wt =—-2%sinfcosh, W~ =e“sinf(1+ 3cos20)/2,
j=3, m=2: Wt =—4e*?cos20 , W= = 2e%% cos 0(cos? 0 + cos 20)

j=3, m=3: W' =6e3sin20, W~ = —6e3?sin0(1 + cos?0) .
Oczywiscie,
(J)?[W20)s =0, (C.34)
(Je) | W30)s =0, (C.35)
dla s =+ lub s = —.

Po unormowaniu stanéw |V, ;) uzywamy ich jako alternatywnej bazy do
harmonik sferycznych.
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