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Rozwigzania zadan z egzaminu
z matematyki 2L

UWAGA: Rozwigzania drugiego i piatego zadania sg rézne w obu wersjach.
Warto zapoznaé sie z oboma rozwigzaniami.

WERSJA A

1. Rozwazana catka moze by¢ rozbiezna z powodu zachowania funkcji pod-
catkowej zaréwno dla x — 0 jak i * — oo, dlatego trzeba rozdzieli¢ ja
na dwie catki

o) 1 o)
/ z Pe?dr = / x Pe?dx +/ z Pe?dx = 1 + I,.
0 0 1
1
(a) Zbieznosé¢ catki I = | x Pe®dux.
0
Dla p < 0 funkcja podcatkowa jest w przedziale catkowania cig-
gta i ograniczona, wiec calka jest zbiezna. Dla p € (0,1) mozna

oszacowaé
0 <z Pe’ < xPeldlx < xfpe\q\’

/ 1Peldldy = oldl T — eldl < o0,
0 —-p+1j, 1—p
a zatem calka jest w tym przedziale zbiezna. Dla p > 1 zachodzi

oszacowanie
rPet® > rPeldle > xfpeflqh

1 1
/ z Py = e_|q|/ x Pdx = oo,
0 0

caltka jest rozbiezna.
o0

(b) Zbieznos¢ catki I, = z Petdx.
1
Dla ¢ > 0 funkcja podcatkowa nie dazy do 0 dla x — oo, wiec
calka jest rozbiezna. Dla q=0

/Oo z Pdx
1



Q

Rysunek 1: Zadanie 1, zbi6ér parametréw, dla ktoérych catka jest zbiezna.

jest zbiezna dla p > 1 a rozbiezna dla p < 1. Dla ¢ < 0 mozna
oszacowad
0 <axPel < e%m,

przy czym szacowanie to jest dobre jedynie dla dostatecznie du-
zych x (dla takich, dla ktorych 7 Pe3® < 1; taki z istnieje, bo
wyrazenie to dazy do 0 dla x — 00).

o0 2
/ ofr = Z oto
1 q

Rozwazana calka jest zbiezna tylko gdy zbiezne sg calki 1 i I5. Laczac
otrzymane w obu punktach warunki wida¢, ze catka jest zbiezna dla
q < 01ip<1. Obszar ten zaznaczono na rysunku 1.

00 2 4
= ——e? < 00.
! q

9 op i u(x) 2 u'(r) =2 _
/0 e dx = V(@) o2t vz :_%efm =
1 0 fo'e) fo'e)
= 2 |+ ze 2”Cdx—/ ze dx =
0 0 0
_Julr)=2  d(z)=1 |, 1 Cow g
= | V(@) = e p(z) = —le ze , —1—2 A e “dr =
1 R |
— __e—2x S
4 0 4




2. Niech
v = (1,2), Vo = (1, —3)
Wektory te spelniaja réownanie odpowiednio pierwszej i drugiej zadanej
prostej. Kat pomiedzy prostymi jest wiec rowny katowi pomiedzy tymi
wektorami

V1 * Uy
cosq = —————.
[oa]] floz
v v =1-142-(=3)= =5, |lul=vVI+4=v5, [ul =10,
-5 1
s = —— = ———,
VBVIO V2
T
1—471', Qg = 471'.

Macierz obrotu o zadany kat o ma postac
cosa —sina
0- ( . ) |
sina cosa

wiec znalezionym katom odpowiadaja obroty

Jak tatwo policzy¢

on-(4). on-(4)

Jedynie macierz O, daje w dzialaniu na wektor v; wynik proporcjo-

nalny do v, wiec to ten obrét jest rozwigzaniem.
1 1

- 5 5
Macierz obrotu: ( _‘/15 V2 ), kat obrotu: yiE

Uwaga: W tym zadaniu réwnie dobrym wynikiem bytoby o = 7 i
odpowiednia macierz obrotu. Jest tak poniewaz obrot prostej o kat
poélpelny (7) nie zmienia jej.

3. Niech y = 222. Woéwczas



Korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego mozna rozpisac
=2 y"=> -
n=0 n=0
Catkujac wyraz po wyrazie
= i—Ly"“JrC: i—y—n+(§’.
= n+1 = n

Statag C' mozna wyznaczy¢ rozwazajac przypadek y =0

0=1In y) => - ‘%n C = Z—O—n+c C.
n=1 n=1

Wyszto wiec
s
n=1 n ’
podstawiajac y = 222 otrzymuje sie wynik

Mo 2n

Zbieznos¢ na brzegach przedziatu zbieznosci:

1 (1)271
v= s z z__:

S 2“(—%)2" :

Znaleziony szereg potegowy jest wiec zbiezny dla x € (—%, %)

3|H



4. Na poczatku trzeba znalez¢ wartosci 1 wektory wlasne

T—A —6 2 _ _
det( 5 _2_>\>_/\—5)\+4—(A—1)()\ 4)
)\1:1 Ulz(l,l),

)\2:4 ’022(2,1>

(rachunki prowadzace do wyznaczenia wektorow wlasnych pominieto).
Znalezione wektory definiuja nowa baze. Macierz A w tej bazie ma

postac
= 10
2
A —<0 4>.

Pierwiastek z tej macierzy (jeden z czterech mozliwych) to

(1)

By zapisa¢ wynik w bazie standardowej trzeba skorzysta¢ z macierzy
przejscia (zbudowanej ze znalezionych wektoréw wtasnych)

(12 (-1 2
() e )

(pominigto wyliczanie macierzy odwrotnej — w tym przypadku B~! #
BT, bo B nie jest hermitowska). Wynik koficowy otrzymuje sie zamie-
niajac baze macierzy A:

A= BAB™,

3 =2
- (22).
5. Powierzchnia na ktora polozono kule dana jest réwnaniem
2= H2 4% 42

Taka powierzchnia ma minimum dla x = y = 0, wiec szukana kula musi
mieé¢ Srodek na prostej x = y = 0. Jej réwnanie ma wiec postac

2>+ + (2 — h)?* = R?,

gdzie h jest wysokoScia na jakiej znajduje sie §rodek kuli. Przeciecie
obu figur jest rozwigzaniem ukladu réwnan

{ ? +y? =22+ H?

I
o

2+ +(z—-h)?—R* = 0



Odejmujac te rownania stronami otrzymuje sie
—22+ H>—(z—h)>+ R>=0,

224+ H*— 224+ 22h—h*+ R*=0,
222 —2hz — H?> — R*+ h? = 0.

Jak widaé na rysunku zamieszczonym w treéci zadan, w najnizszej moz-
liwej pozycji linia styku sfery z powierzchnia jest okregiem lezacym w
plaszczyznie z = const. Oznacza to, ze znalezione rownanie ma dla szu-
kanego h tylko jedno rozwigzanie. Zatem rozwigzanie mozna znalezé z
warunku

A=0,
4h? — 8(—H? — R* + h?) =0,
—4h* + 8H? + 8R* = 0,
2H? 4+ 2R* = h?,
h =V2H?+ 2R

Wysokoé¢ h to odleglo$é srodka kuli od poczatku uktadu wspolrzed-
nych. Powierzchnia z = VH? + 22 + y? ma dla © = y = 0 wysokos¢
2z = H, wiec szukana odleglosé¢ to

d=h—H=+2H?+2R?>— H.
Dla R = 2H otrzymuje sie wynik

d=(Vi0-1)H.

WERSJA B

. Rozwazana caltka moze by¢ rozbiezna z powodu zachowania funkcji pod-
catkowej zaréowno dla x — 0 jak i x — oo, dlatego trzeba rozdzieli¢ ja
na dwie catki

o) 1 o)
/ 2Pe™dx = / zPe”®dy +/ 2Pe™®dx = I + L.
0 0 1
1
(a) Zbieinosé catki I, = / ey,
0
Dla p > 0 funkcja podcatkowa jest w przedziale catkowania ciagta
i ograniczona, wiec calka jest zbiezna. Dla p € (—1,0) mozna

oszacowac
0 < 2Pe ¥ < rPeldlz < xpelql’



1 oA 1
/ rPeldldy = eldl =2 | — oldl < 00,
0 p+1, p+1
a zatem calka jest w tym przedziale zbiezna. Dla p < —1 zachodzi

oszacowanie
TPel® > rPe~ldlz > xpeflqu

1 1
/ zPe”lildr = e"‘”/ rPdx = oo,
0 0
caltka jest rozbiezna.

(b) Zbieznos¢ calki I, = xPe”dx.
1
Dla ¢ < 0 funkcja podcatkowa nie dazy do 0 dla x — oo, wiec
caltka jest rozbiezna. Dla q=0

/OO zPdz
1

jest zbiezna dla p < —1 a rozbiezna dla p > —1. Dla ¢ > 0 mozna
oszacowad

0 < 2Pe™ ™ < e 2%

przy czym szacowanie to jest dobre jedynie dla dostatecznie du-
zych x (dla takich, dla ktorych rPe™3% < 1; taki x istnieje, bo
wyrazenie to dazy do 0 dla x — 00).

2
= —e
q

Rozwazana calka jest zbiezna tylko gdy zbiezne sa catki [; i I5. Laczac
otrzymane w obu punktach warunki widaé¢, ze calka jest zbiezna dla
qg > 01p> —1. Obszar ten zaznaczono na rysunku 2.

1 o0 2 [e’e)
= 22|+ Zre dr = / re 3 dx =
0 0 0
— ! = 2 < 12
— U/(SL’) x73m u (.T) 1 L s = _xe—3$ -z e—3a:dx _
v(x)=¢e v(zr) = —ze o 33Jo
2 o0 2
_ __8—390 _ =
27 0 27




Rysunek 2: Zadanie 1, zbi6ér parametréw, dla ktoérych catka jest zbiezna.

2. Niech v; = (1,3) bedzie pewnym ustalonym wektorem wskazujacym
punkt na prostej y = 3x. Niech vy = (Z,7) bedzie wektorem lezacym
na prostej y = —2x na ktory przechodzi wektor v; w wyniku szukanego
obrotu. Poniewaz wektor v, lezy na prostej y = —2z miedzy jego
wspotrzednymi zachodzi zwigzek

= —27.

<

drugie réwnanie uzyskuje sie z warunku zachowywania normy wektoréw
przez obroét
=2 | ~2
[o1]] = flvzll = 27 + 57 = 10.

Dwa znalezione rownania pozwalaja wyznaczy¢ wektor vy. Szczegdlowe
rachunki pominieto.

v) = (—\/5,2\/5), v? = (ﬁ —2\6).
Macierz obrotu o kat o ma postac
O - ( cos a —sina )
sinae cosa
Szukana macierz obrotu, pod dziataniem ktorej wektor v; przechodzi
na wektor vi spelnia rownanie

1
Oy = Vg,



coso; —sinog 1Y\ —/2
sinay  cosag 3)  \ 2v2 |-
Ten uktad réwnan liniowych mozna tatwo rozwigzaé

1 1
—, oS =—7%= = Q=
ol 1 NG 1

Analogiczny rachunek mozna powtorzy¢ dla wektora va. Otrzymuje sie

1 1 s
ﬁ’ COS (g = _ﬁ = Qo = Z+7T'
Cho¢ obu wynikom odpowiadajg inne obroty to tak na prawde jest to
to samo rozwigzanie. W drugim przypadku, po wykonaniu obrotu o 7
dodatkowo dokonano obrét o w. Obroét prostej o kat 7 nie zmienia jej.
Dlatego mozna przyjaé¢ o, jako kat obrotu. Otrzymany wynik to

1
Z), a=l.
7 4

. ™
S oy = —.
4

sin g = —

. Niech y = 322. Woéwczas

fly) =In(1+y),

1
/ —_—
f'(y) Tty
Korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego mozna rozpisac
Fy)=>(=y)"=>(-1)"y"
n=0 n=0

Catkujac wyraz po wyrazie

R S VAR M ae

n=1

Statag C' mozna wyznaczy¢ rozwazajac przypadek y =0

°S) yn oo n10 B

Wyszto wiec



podstawiajac y = 322 otrzymuje sie wynik
&

flay = 30 (-1 B s g B

n=1 n=1

Promien zbiezno$ci:

Zbiezno$¢ na brzegach przedzialu zbieznosci:

TR ) (R
r=—: 1 n—li: 1 n—1_<oo7
5 LU=y
n 1 2n
1 — n—1 3 (_ﬁ) - n—1 1
= —— " -1 — V3 —1 — < 00.
R L T T
> 1
(Zbieznos¢ szeregu » (=1)""'= wynika z kryterium Leibnitza.)
n=1 n
Znaleziony szereg potegowy jest wiec zbiezny dla x € [—%, %3]

. Na poczatku trzeba znalez¢ wartodci i wektory wlasne

T-x 03\ B
det( » _2_>\>_)\—5)\+4_()\—1)(A—4)

)\1:1 ’Ulz(—l,Q),
)\2 =4 Vo = (—1, 1)

(rachunki prowadzace do wyznaczenia wektorow wlasnych pominieto).
Znalezione wektory definiuja nowag baze. Macierz A w tej bazie ma

postacé
= 10
2
A_<04>

Pierwiastek z tej macierzy (jeden z czterech mozliwych) to

- (12)



By zapisa¢ wynik w bazie standardowej trzeba skorzysta¢ z macierzy
przejscia (zbudowanej ze znalezionych wektoréw wtasnych)

(-1 -1 A
(0 ) (e )

(pominigto wyliczanie macierzy odwrotnej — w tym przypadku B~! #
BT, bo B nie jest hermitowska). Wynik koricowy otrzymuje sie zamie-
niajac baze macierzy A:

A= BAB™,

-(20)

. Niech funkcja f opisuje powierzchnie, a funkcja g kule. Posta¢ funkcji
f jest dana w tresci zadania

fz,y) = H? + 22 + 32,

rownanie kuli na wysokoséci h nad poczatkiem uktadu wspoétrzednych

to
x2+y2+(z—h)2:R2:>z:hj:\/R2—:c2—y2,

wiec (znak ,,—” zostal wybrany, bo styczna do podloza ma by¢ poltowa

sfery)
g(x,y) =h— R — 2% -y

Zadanie to wygodniej jest rozwigzywa¢ w walcowym uktadzie wspol-
rzednych
r=rsing, y=1rcosao,

jak tatwo wyliczy¢

f(T, ¢) — \/ma
g(’f‘, ¢) = h - \/Wa

wida¢, ze obie bryly maja symetrie obrotows. (UWAGA: rownowazne
przejéciu do ukladu walcowego jest zauwazenie symetrii sferycznej i
polozenie y = 0.) W dalszej czesci funkcje f i g beda rozpatrywane jako
funkcje jednej zmiennej r. Sfera lezy na powierzchni, gdy w pewnym
punkcie 7y obie funkcje sa do siebie styczne, a zatem muszg zachodzié
dwa réwnania

f(ro) = g(ro),  f'(ro) = g'(r0),



otrzymano wiec uktad réwnan

{ H?+rj = h—\/R?>—r§,
T0 — T0

Z drugiego réwnania mozna wyliczy¢

H2+r§ ——RQ—TS,
1

2 _ L(p2_ g2

T’O—Q(R H)

Podstawiajac ten wynik do pierwszego réwnania, po prostych oblicze-

niach otrzymuje sie
h =1/2(H? + R?),

by obliczy¢ szukang wysoko$¢ d na jakiej nad dnem powierzchni znaj-
duje sie §rodek sfery trzeba od otrzymanego wyniku odjaé¢ odleglosé
dna powierzchni od poczatku ukladu wspotrzednych

d=h— f(0) = \/2(H? + R?) — H.

d= (2%5 — 1)H.

Dla R =3H



