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Rozwigzania zadan z II kolokwium
z matematyki 2L
WERSJA A
1. Réwnanie dowolnego okregu ma postaé
(¢ —a)’ +(y—b)" =1

gdzie (a, b) to wspotrzedne srodka, a r to promien. Srodek okregu musi
leze¢ na zadanej prostej, a wiec musi by¢ spelnione réwnanie

b = 2a+ 10.
Szukane réwnanie okregu musi wiec by¢ postaci
(z —a)®+ (y — 2a — 10)* = r2,
Podstawiajac wspotrzedne punktow A i B otrzymuje sie uktad rownan

{ (=4 —a)® + (—=2a — 10)* = 12,
(6 —a)® + (—2a — 10)* = r2.

Odejmujac te rownania stronami otrzymuje sie
(-4—a)’—(6—0a)’=0=a=1,

i dalej juz prosto mozna wyliczy¢

Rownanie szukanego okregu ma wiec postac

(x—1)° + (y — 12)* = 132

2. Macierz tej formy kwadratowej to

A



Na poczatku trzeba znalezé transformacje diagonalizujaca — w tym celu
trzeba wyznaczy¢ wartosci i wektory wlasne
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(Proste obliczenia prowadzace do wyznaczenia unormowanych wekto-
row wlasnych zostaly pominiete.) Znalezione wektory wtasne definiujg
transformacje diagonalizujaca
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Czesé liniowa formy kwadratowej zmienia sie pod wplywem tej trans-
formacji nastepujaco

~(32 - 12v3)z — (32v3 + 12)y =

det[ ]:)\2—20)\+64:()\—4)(>\—16).

1 1
= —(32-12v3) <§x’ - §y’> - (32v3+12) (—5:5’ + ?;/) -
= 242’ — 64y

Badana forma kwadratowa ma w nowych wspoétrzednych postaé
A(x')” + 16(y)* + 242’ — 64y + 84 = 0, (2)
4{(x')2 + 61‘/} + 16{(3/)2 - 4y'} +84 =0,
42’ +3)* = 9] +16[() —2)° — 4] + 84 =0,
Az + 32 +16(y —2)° — 36 — 64 + 84 = 0,
A2’ +3)* +16(y — 2)* = 16.
Mozna wprowadzi¢ nowe zmienne

2 ="+ 3,
y//:y1_2



w ktorych badana forma przyjmuje postaé
42" +16(y")? = 16,

2 2 2
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Widaé, ze jest to elipsa o potosiach dtugosci 2 i 1. Na rysunku 1
przedstawiono elipse zadang réwnaniem (4). Zamiana zmiennych (3)
to translacja figury o wektor (—3,1). Krzywa po tej operacji przed-
stawiono na rysunku 2. Zamiana zmiennych (1) to obrét. Jak tatwo

sprawdzi¢

V3 1 n o

5 2 | _| cos§ sing
_1 V3 —sinZ cosE |’
2 9 6 6

~1. (4)

czyli macierz ta wykonuje obrét zgodnie z ruchem wskazowek zegara
o kat %. Figure¢ jaka otrzymuje si¢ po tej operacji przedstawiono na
rysunku 3.

5 / de | x=t% | 62t o t3dt
- (@) Vi+ Yz |de=6t°dt | ) B8+2 ) t41
S:t+1 3 3 2
—1 — —1
=|t=s5—-1 :6/(8 )ds:6/8 35" +3s ds =
ds = dt 5 5

1 1 1
:6/(52—33+3—g)ds:6(553—3552+35—ln\5\)—|—C:

=257~ 95 + 185 —6In|s| + C =
=2t +1)*—9(t+1)>+18(t+1) — 6t + 1|+ C =
=2 — 32 + 6t + 11 —6In|t + 1| +C =
=2Vz = 3Yr + 63z —6In (Vo +1)+C,

(b) /sin3 xdr = /sin2 rsinzdr = / (1 — cos® a:) sin zdx =

:—/<1—t2)dt:—<t—%t3>+cz

1 1
:—t+§t3+C:—cosx+§cos3x+C,

t =cosx
dt = —sinzdzx
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Rysunek 1: Zadanie 2, wersja A. Krzywa zadana rownaniem (4).
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Rysunek 2: Zadanie 2, wersja A. Krzywa zadana réwnaniem (2).
(c) x3+x2+x:x(x2+:c+1).
Funkcje wymierng nalezy roztozy¢ na utamki proste

1 A  Bzx+C (A+B)z*+ (A+C)z+ A

z(x2+z+1) x+:p2+x+1_ r(x?+z+1)

Rownosé powyzsza zachodzi (jak latwo wyliczyé) dla A = 1,
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Rysunek 3: Zadanie 2, wersja A. Rysunek formy kwadratowej podanej w
zadaniu.

Rysunek 4: Zadanie 4, wersja A. Figura, ktoérej pole nalezy wyznaczyc¢.
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1 1 1
:§ln|x2+x+1|+§/—2dx:
(:c+%) +%

1
:§1n|x2+:p+1|+— dz =

14/ 1
SRS
y=:¢§ﬂi+%) L QVE- ”
=i =gl +a+1+ Z/yQHZ

1, 1
251n|x +x 41|+ —=arctgy =

V3

11\2+ +1y+1 t \/Z(+1)
= —-In|r X —= arc —| T —
2 33\t o) )

dz 1 9

—% arctg(% <x n %)) el

4. Na rysunku 4 narysowana jest figura ktorej pole nalezy wyznaczy¢.
Punkty przeciecia paraboli z prosta mozna wyliczy¢ z uktadu réwnan

{y—x2—2x:0 {y:x2+2x

a wiec

2 _
% —y+4=0 Y= 244 =" +2r=2r+4=

=1*=4=1¢€{-22}.

Szukane pole wyraza sie¢ wiec catka

[ o4y (4 20)]ar = [ (1-a?)do= (12— 20%)

2

-2

1 32
=444 -(8+4+8) =2,
T3848 =73

5. Zadanie to zostanie rozwigzane w biegunowym uktadzie wspo6trzednych.

I= /r2dm = /7’2p(7’)d5



W ukladzie biegunowym element powierzchni
dS = rdedr,
wiec

r= [Tag [ ar? or [
= [, do [[amptn) =or [ oo

Do obliczenia tej calki nalezy zgodnie ze wskazowka wykorzystaé¢ pod-
stawienie Eulera.

r=r+r2+1

b — V24l bi/2
]:QW/LZ dz = TH dr :27T/+\/ +1d_x:
a m dz = —T2+1d7“ atvVaZfl T
der __ dr
T V2l
fi3 T b+vb2+1
2271' hl xXr bivbt1 2271'111—.
(In | |>’a+\/m a+vVaZ+1
WERSJA B

. Réwnanie dowolnego okregu ma postac
(—a)’ + (y = b)° =17

gdzie (a, b) to wspotrzedne §rodka, a 7 to promieri. Srodek okregu musi
leze¢ na zadanej prostej, a wiec musi by¢ spelnione réwnanie

b= —2a+ 10.
Szukane réwnanie okregu musi wiec by¢ postaci
(z —a)® + (y + 2a — 10)* = 2,
Podstawiajac wspotrzedne punktow A i B otrzymuje sie uktad rownan

{ (4 —a)® + (2a — 10)* = 12,
(=6 — a)® + (2a — 10)* = 2.

Odejmujac te rownania stronami otrzymuje sie
(4—a)—(-6-0a)’=0=a=—1,
i dalej juz prosto mozna wyliczy¢
b=12, r=13.
Roéwnanie szukanego okregu ma wiec postac

(z+1)*+ (y — 12)* = 132



2. Macierz tej formy kwadratowej to

10 -8
M = .
( -8 10 )
Na poczatku trzeba znalezé transformacje diagonalizujaca — w tym celu
trzeba wyznaczy¢ wartosci i wektory wtasne

10—\ -8 ] B
det[ 5 10_)\__)\—20/\+36—(>\—2)()\—18).

v (AR - (2D)

v [33G][2) -2

(Proste obliczenia prowadzace do wyznaczenia unormowanych wekto-
row whasnych zostaly pominiete.) Znalezione wektory wtasne definiuja

transformacje diagonalizujaca
[10] 6)

x PR—
Y
Czes¢ liniowa formy kwadratowej zmienia sie¢ pod wplywem tej trans-

formacji nastepujaco
2220 — 14V/2y =

—22\f<f —i >_14f<*f' V2 )

N
VMol

2
= 8z’ + 36y’
Badana forma kwadratowa ma w nowych wspoétrzednych postac
2(z')” + 18(y')° + 82" — 36y’ + 8 = 0, (6)
2((2)° +42'] +18[(y)* — 2| +8 =0,
2[(2'+2)" — 4] +18[(y = 1)’ — 1] +8 =0,
2z’ +2)° +18(y' —1)> =8 — 18 + 8 =0,
2z +2)° + 18(y' — 1)* = 18.



Mozna wprowadzi¢ nowe zmienne
= + 2,
y// _ y/ -1
w ktorych badana forma przyjmuje postac

2(a")? +18(y")° = 18,
@) | W)

3—2 + T =1. (8)
Wida¢, ze jest to elipsa o polosiach dtugosci 3 i 1. Na rysunku 5
przedstawiono elipse zadang réwnaniem (8). Zamiana zmiennych (7)
to translacja figury o wektor (—2,1). Krzywa po tej operacji przed-

stawiono na rysunku 6. Zamiana zmiennych (5) to obrét. Jak latwo

sprawdzi¢
[g —g ] _ lCOS% —sin%]

Vi1 sinZT cosZT
2 2 4 4

czyli macierz ta wykonuje obrét przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara
o kat 7. Figure jaka otrzymuje si¢ po tej operacji przedstawiono na
rysunku 7.

de | z=t° 6t°dt o tPdt
)/\/5—5/5_ dz = 6t°dt /t3—t2_ t—1

s=t—1 3 2
3 1
=|t=s5+1 —6/ d3:6/8 tds"+3ds+ ds =
ds = dt 5

1, .1
:6/(5 +3s+ 3+ )d5—6(33 —|—3§

=25+ 95+ 185+ 61n|s| + C =
=2(t—1)*+9t -1+ 18(t —1)+6In|t —1]+C =
=2+ 32 + 6t — 11 +6In|t — 1| +C =
= 20/z 43T +6YT +6In|Yr—1|+C,

(b) /cos3 xdr = /0052 zcoszdr = / (1 — sin® a:) cos xdx =

/(1 —?)dt = <t— %tf’*) L O =

1 1
:t—§t3+C:sinx—§sin3x+C’,

s2+3s+1nysy)+0:

t=sinx
dt = coszdx




Rysunek 5: Zadanie 2, wersja B. Krzywa zadana réwnaniem (8).
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Rysunek 6: Zadanie 2, wersja B. Krzywa zadana réwnaniem (6).

(c) x3+x2+x:x(x2+:c+1).
Funkcje wymierng nalezy roztozy¢ na utamki proste
r+1 A  Bzx+C (A+B)z*+ (A+C)z+ A
z(x24+z+1) =« 22+zx+1 r(x?+z+1)
Rownosé powyzsza zachodzi (jak latwo wyliczyé) dla A = 1,
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Rysunek 7:
zadaniu.
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Rysunek 8: Zadanie 4, wersja B. Figura, ktérej pole nalezy wyznaczyc¢.

B=-1,0=0.
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/7x /( 2c+1 B 1 >d:p—
2 4+rx+1 2 2 4+2c+1 224z2+1 N

:§1n|x2+x+1|—%/@dx:
mu+x+u—% % R M
(3T
- i)
= dy=\/ida 1n|x +x+1|——\[/y+1

dz = \/gdy

1, 1
:51n|x + x4 1| — —=arctgy =

V3

11|2+ + 1 L arct \/Z(+1)
=—In x — —= arc —|lz+ =
g 1T /3 res\Vs\t g )

1 1
/dezln\x|—§ln\x2+x+1]+

34 a? +x
+2 aretg ( +1)>+C
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4. Na rysunku 8 narysowana jest figura ktérej pole nalezy wyznaczy¢.
Punkty przeciecia paraboli z prosta mozna wyliczy¢ z uktadu rownan

a wiec

= 22—20+42 = 2242 =

y—22+2r—-2=0 y=1x?—2x+2
20—y+2=0 y=2r+2

=2 —4dr=0=a(r—-4)=0=z¢c {0,4}.

Szukane pole wyraza sie wiec calka

/04 [(23: +2) — (;1:2 —2x + 2)}d3; — /04 (4:6 _ x2)dx _ (2:52 _ %x3)

32
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=2.16— =(64) =
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5. Zadanie to zostanie rozwigzane w biegunowym uktadzie wspotrzednych.

I= /erm = /sz(T)dS
W ukladzie biegunowym element powierzchni
dS = rde¢dr,

wiec

r=["as [ am or [ 1A
= rrep(r) = 2w i
/0 ¢/cz pr) /a vr2+1
Do obliczenia tej catki mozna wykorzysta¢ podstawienie Eulera, ale

prosciej jest zignorowa¢ wskazowke i zastosowa¢ podstawienie (a poza
tym funkcje pierwotng bardzo tatwo w tym przypadku odgadna¢)

241 o
a2+1 \/E

b2+1
= (VP + 1 - Va1 1).
a*+1

r=r2+1
dx = 2rdr

9 /b rdr
= 27T _— =
a \/T‘2+1

=72V
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