1. Matematyka Fizyki Kwantowej: Czes¢ Druga

Piotr Szankowski

I. PRZESTRZEN WEKTOROWA

Kolejnym punktem naszej jest ogdélna struktura matematyczna mechaniki kwantowej, ktéra jest strukturg prze-
strzeni wektorowej zwanej przestrzenig Hilberta.

A. Definicja przestrzeni wektorowej V' nad cialem liczb zespolonych

Zbior V nazywamy przestrzeniq wektorowg jesli:

1.V jest zamknieta ze wzgledu na mnoZenie wektoréw przez skalar (liczbe)— Istnieje operacja mnozenia wektora
(elementu V') przez liczbe (skalar), taka ze jesli v nalezy do V i a jest liczba (n.p. rzeczywista, zespolona), to
av takze nalezy do V.

Vack VEV =aveV (1)

2. V jest zamknieta ze wzgledu na dodawanie wektorow— Istnieje operacja dodawania wektoréw, taka ze jesli v i
w naleza do V i a oraz b sg liczbami, to av + bw takze naleza do V.

Vaopek V,WEV =>av+bwelV (2)

B. Baza

Wektor postaci

N
VvV = Z’Uiei, (3)
i=1

nazywamy kombinacjg liniowg wektorow eq, eq, ..., en ze wspolczynnikami rozkladu vy, vs, ..., UN.
Zbior wektoréw, {er, es,. .., ey} nazywamy liniowo niezaleznym gdy zachodzi
cie1+...+tceyey=0&c;=...=cy=0 4)
Zbiér wektoréw, {e1,es,...,en}, ktory jest liniowo niezaleiny i maksymalny stanowi jedna z mozliwych baz prze-

strzeni wektorowe;j.
Tlosé¢ wektorow bazowych nazywamy wymiarem przestrzeni wektorowej.
Dowolny wektor mozna w jednoznaczny sposob przedstawié¢ jako kombinacje liniowa wektorow bazy
Wektory w skonczenie wymiarowej przestrzeni wygodnie jest reprezentowaé w postaci macierzowes:

U1
N Vo
vV = Z v;€e; = . (5)
i=1 :
UN

Dodawanie wektoréw i mnozenie przez skalary tltumaczy sie w nastepujacy sposéb:

avy +bw;

N a vy + bws
av+bW=Z(avi+bwi)ei= . . (6)
i=1 :
avy +bwy

Przyktady —



1. Przestrzen strzalek o wspdlnym poczatku z mnozeniem przez liczbe rzeczywista A zdefiniowanym jako rozcia-
gniecie/skrécenie strzalki o skalg [A| gdy [A] > 1/ |A] < 1 oraz odwrécenie zwrotu strzalki gdy A < 0. Dodawanie
jest zdefiniowane przez regule réwnolegloboku.

Jedna z baz w tej przestrzeni stanowia trzy wzajemnie prostopadle strzalki, ktore definiuja osie uktadu wspol-
rzednych. A wiec wymiar tej przestrzeni wynosi trzy.

2. Przestrzen zespolonych funkcji, 1 : R — C , z mnozeniem przez liczbe i dodawaniem zdefiniowanym w zwykly
sposdb.
Jedna z baz jaka mozemy wybraé w takiej przestrzeni jest zbior fal ptaskich {py(z) = e %}, cr. Jak widzimy
wektory bazowe sa numerowane ciaglym parametrem, a wiec wymiar tej przestrzeni jest nie tylko nieskonczony,
ale nawet nieprzeliczalny.

Zadania

Zadanie 1: Znajdz wspolczynniki rozktadu wektora

-2
v = -1 ) (7)
1
w bazach
(17 [o] [o]
Bi={|0]|,|1],]0]}, (8)
_O_ _0_ _1_
(17 [17 [o]
Bo={[1|,|0],[1]} 9)
_O_ _1_ _1_
Czy zbiér
1 0 2
Bs={[0|,|1],]|3]} (10)
0 0 0

jest baza w trojwymiarowe]j przestrzeni wektorowej?
Rozwigzanie —

Wsp6lezynniki rozkladu w bazach to: (—2,—1,1) w By i (—2,0,1) w By. Zbiér Bs nie jest baza, bo po pierwsze:
wektory nie sa liniowo niezalezne:

2 1 0
3 =210[+3]|1]{, (11)
0 0 0
po drugie: zbidr nie jest maksymalne, np. wektor
0
0 (12)
1

jest liniowo niezalezny od pozostatych.

C. Przestrzen stanéw ukladu kwantowego

W mechanice kwantowej stany ukladu sa opisane przez wektory z zespolonej przestrzeni wektorowej. Przyjmijmy, ze
bedziemy oznaczaé wektory stanu greckimi literami (bez pogrubienia i strzalkil): U, ®, ¢, ¢, x, ¢. Wymiar przestrzeni
stanéw potrzebny do opisana danego ukladu zalezy od jego fizyki. Na przykltad



1. Kwantowy bit - Kubit — z definicji jest to uklad, ktérego stany mozna opisa¢ wektorami z dwuwymiarowe;j
przestrzeni o bazie {¢g, p1} (oznaczenia stanéw bazowych maja kojarzy¢ sie z mozliwymi stanami klasycznego
bitu: 0 lub 1). Stan kubitu jest wtedy opisany przez

¢
Wiubit = Copo + C1p1 = [C? } : (13)
Fizycznymi realizacjami takiego ukladu moze by¢ n.p. foton, dla ktérego stan g to pozioma polaryzacja, a
stan ¢ to polaryzacja pionowa. Innym przykladem moze by¢ elektron unieruchomiony w kropce kwantowej w
dostatecznie schtodzonym krysztale. Stanem 0 moze by¢ ustawienie spinu w “gére”, a stanem 1 - spin w “dél”.

2. Czgstka swobodna — do opisu tego ukladu potrzebna jest przestrzen wektorowa zlozona z funkcji o nieprzeli-
czalnie duzym wymiarze. Jak wspomnieliSmy wczesniej jedng z mozliwych baz jest zbior fal plaskich {or(x) =
e~} cr. Wektory stanu nieprzeliczalnie wymiarowej przestrzeni stanéw zwykle nazywa sie funkcjami falowy-
mi:

¥(z) = /_ " (k) pn(z)dk = /_ 7 c(k)e e ar (14)

W przypadku nieprzeliczalnie wymiarowej przestrzeni wspélezynnik rozktadu, c¢(k), jest ciagla funkcja! (pordw-
naj ten przyklad z problemem propagacji paczki falowej)

3. Czgstka uwwieziona w studni potencjalu — gdy ruch czastki jest ograniczony przez potencjal przestrzen stanéw
staje si¢ przeliczalnie wymiarowa! Oznacza to, ze baza sktadaé sie bedzie z nieskonczonej liczby funkcji falowych,
ale w przeciwienstwie do przypadku swobodnego indeks numerujacy te funkcje bedzie dyskretny: {¢;(x)}i=1,2,....
Wtedy funkcja falowa “spulapkowanej” czastki wyraza si¢ przez sume:

Y(z) = Zci%(ﬂf)- (15)

Wspélezynniki rozktadu, {c;}i=1,2,..., znowu sa po prostu zbiorem (co prawda nieskonczonym) liczb zespolonych.
Niestety, w tym przypadku macierzowa notacja przestaje dziataé¢, bo “stupki” musialyby by¢ nieskonczenie
wysokie (sprébuj co$ takiego napisaé...).

D. Zasada superpozycji

Jedna z najwazniejszych konsekwencji opisu stanu ukladu kwantowego przy pomocy przestrzeni wektorowej jest
zasada superpozycji. Przywolajmy ponownie przyktad bitu i jego kwantowego odpowiednika - kubitu. Bit mozemy
zdefiniowaé jako obiekt fizyczny, ktéry moze znalezé sie w jednym z dwéch stanéw: {0,1}. Kwantowy odpowiednik
klasycznych stanéw bitu to stany bazowe kubitu:

(bit w stanie 0) < Wyypit = ©o = |:(1):| ) (16)
. . 0
(bit w stanie 1) < Wyypis = p1 = { 1 } . (17)

Jednakze, kubit moze znajdowaé sie w znacznie wiekszej iloéci standéw! Dowolna kombinacja liniowa, lub inaczej
superpozycja, stanéw bazowych jest stanem kwantowym, a wiec nic nie stoi na przeszkodzie aby kubit znajdowal sie
w stanie

C
Yiubit = Coo + c1p1 = [C? ] . (18)

Chcialoby sie powiedzieé, ze taka superpozycja opisuje bit, ktory jest jednocze$nie w stanie 0 i w stanie 1. Niestety
(albo stety), ten naiwny obrazek jest zbyt ubogi aby mdgl dobrze opisaé rzeczywistosé. Dlaczego tak uwazamy? Zwr6é
uwage, ze méwienie o “byciu jednoczesnie w sprzecznych, z klasycznego punktu widzenia, stanach” wrzuca do jednego
worka stany takie jak ¢g + 1 1 @9 — ¢1. Ale z punktu widzenia mechaniki kwantowej te stany sa tak samo rézne
jak stany ¢g i 1 — tzn. sa to takze stany ortogonalne, ktore moga tworzyé¢ baze. A wiec ten pélklasyczny opis stanu
kwantowego jest zupelnie do niczego, skoro nie byl w stanie uchwycil tak waznego faktu. Prawda jest taka, ze nie



mozna zrozumieé superpozycji postugujac sie klasycznymi intuicjami, trzeba po prostu zaakceptowaé, ze mamy tu do
czynienia z czym$ zupelnie nowym i niepojetym dla naszych klasycznych moézgéw. Jedyne co mozemy zrobié to sie
zwyczajnie do tego przyzwyczaic.

Przyktadem ukladu, ktéry mozna opisaé jako kubit jest przestawny kot-zombie pana Schrodingera, ktory miat
znajdowaé sie w superpozycji dwoch stanéw: “kot zywy” i “kot martwy” (bit 0, bit 1). Schrodinger wymyslit swojego
kota-zombie aby pokaza¢ dziwnosé mechaniki kwantowej; gtéwnie chodzito mu o barwne zilustrowanie szczegdlnej roli
pomiaru w procesie przejscie ze Swiata kwantéw do $wiata klasycznego. By¢ moze sobie przypominasz, ze Schrodinger
zawsze dokanczal swoja historie méwiac, ze jego nieumarty kot byt zombie tylko do momentu otwarcia pudta, w ktérym
kreatura byta uwieziona. Po otwarciu wieka, opowiada Schrédinger, okazywalo sie, ze z prawdopodobienstwem |co|?
kot jest martwy, a z prawdopodobiefistwem |c;|? kot jest Zywy (i nie chce pozreé naszych mézgéw!). Otwarcie pudta
w tej historyjce jest pomiarem, ktéry niszczy superpozycje i redukuje stan kwantowy do jednego ze standéw bazowych
(tzw. kolaps stanu kwantowego):

¢o , z prawdopodobiefistwem |co|?

¢1 , z prawdopodobiefistwem |cq|? (19)

pomiar
Ukubit = Copo + c1p1 ——— {

II. ILOCZYN SKALARNY
A. Definicja
Przejdziemy teraz do zdefiniowania pojecia dtugosci wektora stanu (normy) i pojecia rzutu jednego wektora stanu

na drugi ( “przekrycie” stanéw).
Tloczynem skalarnym nazywamy odwzorowanie (-|-) : V' x V — C, ktére ma nastepujace wlasnosci:

1. Symetria
(®|W) = (W|®)* (20)
2. Biliniowo$¢:
(®|a¥ + b¥') = a(P|T) + b(®|P), (21)
z symetrii wynika, ze
(aW + bW’ |®) = a*(V|D) + b* (V'|D) (22)
3. Dodatnio okreslony:
(¢)|T) >0, (23)
przy czym
(TP =0« ¥ =0. (24)

Zespolona przestrzen wektorowa z iloczynem skalarnym nazywa sie przestrzenig Hilberta, za zwyczaj oznaczana H.
Norma — norma wektora stanu jest zdefiniowana jako

19| = V(P[P). (25)

Z wlasnosci (23) iloczynu skalarnego wynika, Zze norma jest nie ujemna liczba rzeczywista i jest réwna zero tylko dla
wektora zerowego.

Wektory ortogonalne — jedli iloczyn skalarny dwoch wektoréw stanu znika, mowimy, ze te wektory sa do siebie
ortogonalne:

(T jest ortogonalny do @) < (¥|P) =0 (26)

Baza ortonormalna — baze zlozona z wektoréw wzajemnie ortogonalnych, ktére maja norme réwna 1 nazywamy
baza ortonormalna:

{pitiz12,..8 & (pilws) = diy (27)



gdzie
_Jl,i=y
5”'{0,1'7&]' 2
W mechanice kwantowe]j zawsze bedziemy uzywaé baz ortonormalnych!
Przyktady —

1. Przestrzen Hilberta o skoficzonym wymiarze. Wybieramy baze¢ ortonormalna: {¢;};=1, . n. Niech stany ¥ i
maja nastepujace rozklady w tej bazie

N C1 N dy
U= ZCiSDi =], &= Zdi%‘ =1 : (29)
i=1 cn i=1 dn
Tloczyn skalarny miedzy stanami ¥ i ® definiujemy jako:
N N
(T|®) =) > cidilpiles) (30)
i=1 j=1

W mechanice kwantowej nie uzywamy innych baz niz bazy ortonormalne, wiec (p;|¢;) = d;;

N
(we) = Y- cid, (31)

co mozemy zapisaé jako mnozenie dwoch macierzy:
dy
(U|®) =TT =[cf,....ch] | & |, (32)
dn
gdzie Ut = (U7 = (UT)* nazywa sie sprzezeniem hermitowskim.

2. Przestrzen funkcji falowych. Iloczyn skalarny w takiej przestrzeni jest zdefiniowany przez catke:

(W16 = /V (@) $(@)dz, (33)

gdzie V' to cala przestrzen konfiguracyjna uktadu. N.p., dla ukladu, ktérego ruch jest ograniczony do jednego
wymiaru dostaniemy

wle) = [ " 4 @)(e)de, (34)

Zadania

Zadanie 2: Udowodnij nier6wnos¢ Cauchy’ego - Schwartz’a
[(W]@)] < [[¥[][[2]]. (35)
Rozwigzanie —
Rozwazmy wektor
X = (2[¥)® — (D[D)W. (36)
Obliczamy norme x:
(xIx) = (@) (@[x) — [|2]*(¥]x) = [(2[T)[*||@[]* — || @[] |(@w)[*+
— [[IP(@IT)* + [|@][*|[W]|* = [|@[I*(||@[]*|1¥]* — (2]¥)[*) > 0. (37)
Ale [|®]|* > 0, wige
I@IPI1E|* — (@[W)[* > 0= [(@]T)] < ||| ¥]]- (38)



Zadanie 3: Udowodnij, ze ortogonalne wektory sa liniowo niezalezne.

Rozwigzanie—
Rozwazmy zbiér wektoréw {U, s, ..., ¥y }. Mamy pokazaé, ze jesli
(Wiw,) =0, dlai#) (39)
to jedynym rozwiazaniem réwnania
N
D Ui =0 (40)
i=1
jest ¢4 = ... =¢cn = 0. W tym celu bierzemy stronami iloczyn skalarny réwnania (39) z ¥y:

<\I/1| ZC}I’» =0 (41)

Mz

i (U1 |0;) (42)
=1

ai|[1|* =0, (43)
ale ||¥1]] > 0, wiec ¢; = 0. Powtarzamy procedure z kolejnymi ¥; i dostajemy, ze kazdy kolejny ¢; = 0.

Zadanie 4: Oblicz iloczyn skalarny miedzy funkcjami falowymi oy (x) = (27) /2 exp(—ikz).

Rozwigzanie —

www=§/(m”H“=m—w, (44)
71—700

skorzystaliSmy z wyniku zadania 3 z poprzednich ¢wiczen. Tak wiec warunek ortonormalnosci bazy nieprzeli-
czalnej wyraza sie wzorem (44).

Zadanie 5: Wyraz wspétczynniki rozktadu wektora w bazach ortonormalnych

1. Baise = {@i}i=1,...N
2. Bcont = {Sﬁk}keR

Rozwigzanie —

Ad. 1: Rozpisujemy wektor ¥ w bazie

N
i=1

obliczamy iloczyn skalarny ¥ z j-tym wektorem bazowym:

N N
(@10) = cilpslei) =Y eidji = 5, (46)
i=1 i=1

a wiec
¢; = (o). (47)

Ad. 2: Rozpisujemy funkcje falows 1) w bazie



obliczamy iloczyn skalarny (x) z funkcja bazowa ¢ ():

et = [~ ar ([~ anei i) ) etr) =

— 00 — 00

= / h dkd(k — K )e(k) = c(K'), (49)

— 00
a wiec

oo

ob) = (it = [ giaila)do (50)

B. Interpretacja fizyczna iloczynu skalarnego

Liczbe zespolona (¥|®) nazywamy amplitudg prawdopodobienistwa dla zajscia procesu: uktad przeszed! ze stanu ®
do stanu ¥. Modul kwadrat amplitudy prawdopodobienstwa interpretujemy jako prawdopodobienstwie zajscia tego
procesu. Sprzezenie zespolone amplitudy prawdopodobienstwa opisuje proces zachodzacy w przeciwnym kierunku, bo
(w[0)” = (V|).

(U|¥), czyli norma stanu ¥, nie jest interpretowana jako amplituda prawdopodobienstwa, gdyz nie opisuje on
zadnego procesu. Jednakze, zgodnie z probabilistyczna interpretacja mechaniki kwantowej, kety opisujace fizyczne
stany musza byé unormowane do jednosei ((U|¥) = 1).



