1. Matematyka Fizyki Kwantowej: Czes¢é Trzecia

Piotr Szankowski

Cwiczenia nr. 3 : Podstawowy aparatu matematycznego mechaniki kwantowej.

I. OPERATORY

Operator to odwzorowanie AV — V', ktore dziala na stan, w efekcie produkujac inny stan:
AU =T’ (1)
Operator jest liniowy gdy zachodzi
A(aU +b®) = aAV 4 bAD (2)

A. Operatory w skoinczenie wymiarowych przestrzeniach

Podobnie jak w przypadku wektoréw, operatory mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej. Punktem wyjscia jest
obserwacja, ze ze wzgledu na wlasnosé liniowosci, aby okresli¢ dzialanie operatora na dowolny wektor wystarczy
wiedzieé¢ jak ten operator dziala na wektory ortonormalnej bazy {@;}i=1,.. ~-

N N
Ap; = = (pil@i)ei =D (pilAp;)pi (3)
=1 i=1
Zestaw wspoOtczynnikéw
(pilAp;) = (@il Alp;) = Ay (4)

nazywamy elementami macierzowyms operatora. Zobaczmy jak wyglada dziatanie operatora na dowolny stan w jezyku
elementéw macierzowych:

N
N N N Zizl Ajic
AV = Z Acip; = Z Z ciAjip; : (5)
i=1 i=1j=1 Zfil A ic;
Co jest rowne mnozeniu dwoch macierzy:
27],'\;1 Alici A11 AlN C1
: =1 : : : (6)
SN Aive Ant oo Ann ] | en
Przyklady —
1. W tréjwymiarowe] przestrzeni Euklidesowej wybierzmy ortonormalng baze
1 0 0
(o], 1101} (7)
0 0 1

W tej bazie, operator odbicia wzgledem plaszczyzny xy jest zdefiniowany przez macierz

o [r0 0]
A=1]101 0 |[. (8)
100 —1]
Takie A rzeczywiscie odbije z-owa sktadowa wektora:
10 0] [z [z
01 yl=1v (9)
00-1]|= | —=



2. W informatyce kwantowej jedna z podstawowych bramek logicznych jest bramka Hadamarda, ktora transformuje
stany bazowe kubitu {¢o, ¢1} na ortonormalne stany:

; po + p1

Hpy="—-—"= , 10
%o NG P+ (10)

Hopp = $o—P1 _ o_. (11)

V2

Wykorzystamy te definicje do obliczenia macierzy bramki Hadamarda:

Hoo = (ol Heo) = —=({ol1) + (wole1)) = ==, (12)

SIS
%

Hoi = {polHp1) = (13)
Hyp = (p1|Hpo) = —=, (14)
N 1
Hiy = (p1|Hpr) = 5 (15)
co nam daje

: Hy Hyy 1111
H = = — . 16
o ] = va 1) o)

3. Za pewne bardzo dobrze pamietasz, ze mnozenie macierzy (a co za tym idzie dzialanie operatoréw liniowych)
nie jest przemienne

AB + BA (17)

B. Operatory w przestrzeniach funkcji falowych

W przypadku przestrzeni funkcji falowych o nieskonczonych wymiarach nie mozna oczywiscie zastosowaé macierzo-
wego zapisu operatorow liniowych. Jednakze pojecie elementu macierzowego operatora ciagle jest dobrze okreslone.
Dla przestrzeni z przeliczalng baza, {¢;(z)}i=12,.., definicje (4) zadziata réwnie dobrze:

Ay = (oitden) = [ " i) (A (2))d, (18)

z tg réznica, ze teraz mamy nieskonczenie wiele elementéw macierzowych. Dzialanie operatora na dowolny stan wyraza
sig przez nieskonczone sumy:

Ap = "eidp; =D > Ajicipj(x). (19)
i=1 im1 j=1

Dla baz zawierajacych nieprzeliczalnie wiele funkcji, {¢r(x)}rer, element macierzowy staje sie funkcja od dwéch
zmiennych:

oo

Al k) = (oulow) = [ i) @), (20)

—00

a dziatanie operatora na dowolny stan ma postaé¢ podwdjnej catki
Ad(z) = / dk (k) Ay () = (21)
— 0o

Przyktady —



1. Operator rézniczkowania:

Dxi() = 5-4() (23)
2. Operator mnozenia przez x:
Xo(x) =z (x) (24)
3. Operator mnozenia przez funkcje f:
fio(z) = fx)d(x) (25)

Zadania

Zadanie 6: Znajd# element macierzowy operatora rézniczkowania Dy = 8/dx w bazie fal plaskich {py(z) =
(27) =Y/ 2 exp(—ikx) her.

Rozwigzanie —
Z definicji
D) = (pulDxor) = 5= [ e e et -
x (K, kDX Pk o | oz
i
= et =R — sk — k) (26)

—5- .

Zadanie T7: Znajdz element macierzowy operatora mnozenia przez x w bazie fal plaskich {¢x(z) = \/%e*“”}ke]}g.

Rozwigzanie —
Z definicji

X 1 [ g
X(k.K) = (pelXou) = o- / e

- - Y —i(k'—k)z — ’r_
o Ok /,oo ‘ g 0k = k)
(27)

Zadanie 8: ZnajdZ element macierzowy operatora mnozenia przez funkcje f ( f = f(z)) w bazie fal plaskich.
Rozwigzanie —

7 definicji
fk k) = <80k|f80k'> = %/_ e““f(x)e_ik/mdx =
1 > - 1
= > [m f(x)eil(k —k)z _ %f[f](k" . k), (28)

gdzie F[f](k) to tzw. transformata Fouriera funkcji f.

II. HERMITOWSKIE SPRZEZENIE

Hermitowskie sprzezenie operatora, AT, to operator zdefiniowany réwnaniem
(ATW|®) = (V[AP), (29)

dla dowolnej pary wektoréw & i .
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Sprawdzmy jaki jest zwigzek miedzy elementami macierzowymi Ai At W przestrzeni stanéw o przeliczalnym
wymiarze mamy:

(AN = (wilATgs) = (ATgjlen)* = (p;|Adpi)* = A3, (30)
Cayli: ()T = (()")" = (())".

W przestrzeni o nieprzeliczalnym wymiarze:
(AN (k, k') = (prl AT o) = (pr|Apr)* = A*(K', k), (31)

przestawienie kolejnoéci argumentéow w elemencie macierzowym to ciagly odpowiednik transpozycji.

Zadania

Zadanie 9: Znajdz sprzezenie hermitowskie operatora rézniczkowania D = 8/
Rozwigzanie —

Z definicji operator sprzezonego (29):

@lpv) = [~ anr(a) (252 - (32)
oo oo 0 *
@~ [ (%) v - (39)
0 -
e’} o * R
[ (50 vt = Dol (39)
a wiec
Df = —D. (35)
Zadanie 10: Znajdz sprzezenie hermitowskie operatora mnozenia przez funkcje rzeczywista f.
Rozwigzanie —
Z definicji operator sprzezonego (29):
@lfo) = [ dog" (@) (f@)v(0) = (36)
— [ delser ol via) - (37

- / (F@)é(@))" ¥(x) = (F1 o), (38)

a wiec

fr=F (39)

III. WIDMO OPERATORA

Kazdy operator posiada zestaw wektorow, ktére przeksztatcaja sie pod wplywem tego operatora w bardzo prosty
spos6b

Ady = agy (40)

gdzie a jest liczba (moze byé 0 lub dowolna inna liczba zespolona). Liczba a to warto$é wlasna operatora A odpowia-
dajaca wektorowi wlasnemu ¢, .

Widmo (spektrum) operatora to zbiér wszystkich jego wartosci wlasnych.

W mechanice kwantowej operatory reprezentuja wielkosci fizyczne, takie jak ped, moment pedu itd. Wartosci wlasne,
to mozliwe wartosci jakie dana wielko$é fizyczna moze przyjmowaé (stad kwantyzacja niektérych wielkoscei fizycznych).
Wektory wlasne operatora, to stany uktadu, w ktérych dana wielko$¢ fizyczna przyjmuje konkretna wartosc.

W zwiazku z tg interpretacja, zadamy aby operator reprezentujacy jaka$ wielko$¢ fizyczna miat tylko rzeczywiste
wartosci wlasne. Jak si¢ okazuje, operatory samosprzezone lub hermitowskie spetniaja to zadanie.



A. Wtlasnosci operator6w samosprzezonych

Operator H nazywamy hermitowskim jesli zachodzi
H'=H (41)
Mozna pokazaé, ze:
1. Wszystkie wartoéci wlasne sa rzeczywiste

2. Kazdy operator hermitowski ma dimV wartosci wlasnych, ktérym odpowiada dimV wektoréw wlasnych (dimV’
to wymiar przestrzeni Hilberta, ktérej dziata operator H)

3. Wektory wlasne, ktérym odpowiadaja rézne wartosci wlasne sa wzajemnie ortogonalne

Druga i trzecia wlasno$é implikuje, ze z wektoréw wlasnych hermitowskiego operatora mozemy skonstruowaé orto-
normalng baze!

B. Problem wlasny: przypadek skonczenie wymiarowy

Problem wlasny, czyli problem polegajacy na wyznaczeniu widma i wektoréw wlasnych operatora. W przypad-
ku skonczenie wymiarowych przestrzeni jest to dobrze znany z algebry elementarnej problem znalezienia wartosci i
wektoréow wlasnych macierzy N x N. Opiszemy tu krok po kroku procedure prowadzaca do rozwiazania.

1. Wybieramy dowolna baze {¢;}i=1,.. .~
2. Wyznaczamy macierz operator Hw wybranej bazie, tj. obliczamy elementy macierzowe
H;j = (pi|Hepj), (42)

a nastepnie ukladamy te elementy w tablice (reprezentacje macierzowa):

H11 e HlN
SRR (43)
HN1 e HNN
3. Wypisujemy réwnanie witasne
H11 HlN Cge) Cge)
oo : =e| (44)
Hyi ... Hyn CS\C}) cg\?)
H11—6 HlN Cge)
& : . : j =0, (45)
Hy1 ... Hyy —e CS\C})

(

gdzie e to szukana warto$¢ wlasna a cf) to wspolezynniki rozkltadu wektora wlasnego odpowiadajacego tej

wartosci wlasnej.
4. Réwnanie (45) ma nietrywialne rozwiazanie (tzn. ¢, # 0) wtedy i tylko wtedy gdy
H11 —€ ... HlN
det S : =0 (46)
HNl ce HNN — €

5. Rozwiazujemy réwnanie (46). Pierwiastki tego réwnania to wartosci wlasne {e; };=1,... n (hermitowskie operatory
maja zawsze N takich pierwiastkéw).



6. Wektor wtlasny,
Cgei)

cg\?i)

odpowiadajacy danej wartosci wlasnej e; znajdujemy podstawiajac ta warto$¢ wlasna do réownania wlasnego
(44) co daje nam uklad N réwnan na N wspélczynnikéw rozkladu cg-ei).

Zadania

Zadanie 11: Pokaz, ze operator Hadamarda jest hermitowski.
Rozwigzanie —

TR AT

Zadanie 12: Znajdz widmo i funkcje wlasne operatora Hadamarda.

C. Problem wtasny: przypadek nieskonczenie wymiarowy

Metoda opisana w poprzedniej sekcji dziala tylko i wylacznie w przypadku skoniczonego wymiaru przestrzeni, kiedy
mozemy uzy¢ reprezentacji macierzowej operatorow i wektoréw. W przypadku nieskoniczenie wymiarowych nalezy
rozwigzaé rownanie wlasne

Ho(z) = E¢(x), (49)
ktore za zwyczaj jest pewnym liniowym, czastkowym réwnaniem rézniczkowym, a co za tym idzie, nie mozna podaé
prostej recepty na rozwiazanie tego problemu. Mozna powiedzie¢, ze wszelkie zagadnienia mechaniki kwantowej, w
konicu sprowadza sie do znalezienia rozwiazan réwnania wlasnego (49).

Zadania

Zadanie 13: Pokaz, ze operator pedu P = —iD = —i0/0x jest hermitowski.

Zadanie 14: Znajdz widmo i stany wlasne operatora pedu P= —id/0x.
Rozwigzanie —

Wypisujemy réwnanie wlasne dla operatora P:

- 0¢p(x)
~in 22 ), (50)
Podstawiamy postaé rozwiazania ¢,(z) = aexp(Az) do réwnania (50):
—ihAe N = pel®, (51)
stad dostajemy, ze
.p
A== 52
i (52)

A wiec operator p ma nieprzeliczalnie wiele wartosci wlasnych p € R, méwimy, ze p ma widmo ciagte. Kazdej
wartosci wlasnej odpowiada funkcja wlasna dana wzorem

bp(x) = ae''® (53)
Odpowiednio dobierajac wspélczynnik a mozemy skonstruowac z ¢, baze¢ ortonormalna:
<¢p|¢p’> — |CL|2/ dxe—i(P—p/)z/h — 27rh|a|25(p—p'). (54)

Zgodnie z konwencja normujemy wybieramy a = (27h) /2.



IV. RELACJE KOMUTACJI
Komutator operatoréw jest zdefiniowany jako
(A, B = AB - BA (55)
Zadania

. . . , P _ . A _ x0Y(x)
Zadanie 15: Oblicz komutator operatoréw potozenia X1 (x) = 2¢)(z) i pedu Pi(x) = —ih=5 .

Rozwigzanie —
Komutator operatoréw jest operatorem, sprawdzimy bezposrednim rachunkiem jak on dziala na dowolng funkcje
falowa:
(X, Pl () = X (Py(2)) = P(X¢(x)) = (56)
e 0v() | Ory(x)
= —ihX o +ih 9 (57)
o) D)) _
= —ih (x e Y(x) —x ) (58)
a wiec
(X, P| = ihl, (60)

gdzie I to identycznoéé - operator, ktéry nie robi nic: 11 = 1.

Zadanie 16: Dane sg dwa operatory hermitowskie AiB. Pokaz, ze jesli A i B komutuja (sa przemienne), to
wektory wlasne operatora A sa tez wektorami wlasnymi operatora B.
Rozwigzanie —

7 zatozenia mamy, ze
[A,B]= AB - BA=0= AB = BA. (61)
Niech ¢, bedzie wektorem wlasnym A odpowiadajacy wartosci wlasnej a:
Agy = ad,. (62)

Teraz podzialajmy komutatorem A z B na ten stan:

0= [A’ B]¢a = A(qua) - B(A¢a) = A(Bd)a) - aéd)a, (63)
stad
A(B¢a) = a(B¢a)7 (64)

a wiec wektor ¢/ = B, takze jest wektorem wlasnym Ao tej samej wartosci wlasnej co ¢q. Stad wynika, ze ¢
musi by¢ proporcjonalny do ¢, (dlaczego?), czyli:

¢' = Bo, = b, (65)

gdzie b jest liczba. Réwnanie (65) oznacza, ze ¢, jest takze stanem wlasnym Bz wartoscia wlasna rowna stalej
proporcjonalnosci b.

Wnioski —

Gdy obserwable A i B sg reprezentowane przez komutujace operatory hermitowskie zawsze mozna wybraé baze
ortonormalna, ktéra bedzie zlozona z wektoréw wlasnych obu operatoréow. Innymi stowy, jesli ukltad jest w stanie
o okreslonej wartosci wielkosci A to takze ma okreslona wartosé B.
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Zadanie 17: Dane sa dwa operatory hermitowskie AiB , ktére maja nieznikajacy komutator: [A, B] # 0. Pokaz,
ze nie jest mozliwe jednoczesne zmierzenie wartosci wielkosci fizycznej A i B z dowolna doktadnoscia (Zasada
nieoznaczonosci Heisenberga).

Wistep —

Zalézmy, ze uklad znajduje sie w stanie ¥. W ogdlnoéci ¥ jest superpozycja stanéw wlasnych A lub B:

V=Yg, =5 Py, (66)

gdzie ¢q, (¢p,) to stany wlasne operatora A (B) odpowiadajace wartoéciom wlasnym a; (b;) (WAZNE: [4, B] # 0
stany wlasne A nie sa stanami wlasnymi B!). Wykonujac pomiar wielkoSci A (lub B) nie mozemy by¢ pewni
jaki wynik otrzymamy. Mechanika kwantowa pozwala nam przewidzie¢ prawdopodobienstwo otrzymania danego
wyniki, np. pomiar A na stanie ¥ da a; z prawdopodobienstwem \CEA)|27 itp.

Innym waznym pytaniem jakie mozemy zadaé w takiej sytuacji jest: jakg warto$é¢ A (B) otrzymamy jesli wie-
lokrotnie (idealnie - nieskoriczenie wiele razy) powtérzymy pomiar na identycznie przygotowanych stanach W2
Innymi stowy, jaka jest warto$é¢ érednia A (B)? Odpowiedz jest dana przez wzér

(A) = (U]|AD). (67)

Jak w kazdym problemie natury probabilistycznej sama wartos¢ srednia niesie tylko czeé¢ interesujacych infor-
macji. Najprostsza wielko$cia, ktora informuje nas o dokladno$ci estymacji mierzonej wielkosci przy pomocy
$redniej jest dyspersja, zdefiniowana jako sredni kwadrat odchylenia od wartosci $redniej:

(A= (A)%) = (4%) - ((4))*. (68)
Zauwaz, ze dla stanu wlasnego A dyspersja znika:
<¢a|A2¢a> = a2|‘¢a||2 =a’ = <¢)a|A¢a>2' (69)

Nasze zadanie bedzie polegaé¢ na pokazaniu, ze jesli A nie komutuje z B, to jesli na jakim$ stanie dyspersja
jednej wielkosci maleje, to dyspersja drugiej rosnie.

o

Zadania pomocnicze —

Na poczatek zdefiniujemy kilka wielkosci i pokazemy pare faktéw, ktore pdzniej nam sie przydadza.

1. Odchylenie od Sredniey:

A=A (4), (70)

B=B-(B). (71)

Wriasnosci tych operatoréw niewiele sie réznia od wlasnosci oryginaléw:

—

At — (Ay = A — (A) = 4, (72)
(A) = ((4) =0, (73)
o3, (74)

;:I>>‘ :J>>‘
I

—~

~
|
Y

—~
—~
S
~—
[ V)
~
I

i analogicznie dla B. Operatory z kreska maja taki sam komutator jak operatory oryginalne:

A, B] = (A— (A)(B - (B)) — (B — (B))(A - (4)) = (75)
= AB - BA=|[A, B, (76)
bo liczby komutujg z dowolnym operatorem.

2. Sprzezenie hermitowskie iloczynu operatoréw:

(AB)f = BTAT, (77)



co natychmiast wida¢ z definicji operatora sprzezonego:
(V[ABY) = (AT0|BY) =
= (BTATW|0), (78)
z drugiej strony mamy, ze
(V|(AB)Y) = ((AB)"|V), (79)

skad wynika réwnosé (77).

3. Komutator operatoréw tez jest operatorem. Dla wygody nazwiemy ten operator:
[A, B] = ihC, (80)

wtedy C' jest operatorem hermitowskim (mozna to sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem). Poréwnaj ta
definicja z komutatorem potozenia i pedu:

(X, P] = ihl, (81)
w tym przypadku C=1.

Rozwigzanie —

Przejdzmy do wladciwego zadania. Zacznijmy od zdefiniowania pomocniczego operatora
G=A+i)\B, (82)

gdzie X jest dowolng liczbg rzeczywista. Dla dowolnego stanu zachodzi:

0 < ||GY|]? = (G¥|GY), (83)
wykorzystujemy definicje operatora sprzezonego
0 < (U|GTG). (84)
Obliczamy sprzezenie G na boku,
N —T - = —=
Gt=A + (i\)*B =A—i)\B, (85)

gdzie uzyliSmy wlasnosci (72). Wstawiamy ten wynik i wymnazamy operatory GliG:

=2 = =

—2
0< (A +)X°B —i\AB — BA)). (86)

Zgodnie z (74), (76) i (80) dostajemy:
0 < 0% + A20% + Mi(C). (87)

Nierownosé ta musi byé spelniona dla dowolnego A, a to oznacza, ze wyréznik dwumianu z prawej strony musi
by¢ nie dodatni:

A =h¥C)? - 40%0% <0, (88)
stad dostajemy zasade nieoznaczono$ci Heisenberga:
2.2 5 h* ane
oa0p = (C)7, (89)

wracajac do oryginalnych oznaczen

(A, B)). (90)



