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Rozdziat 14

Stany stacjonarne w potencjale
centralnym

14.1 Postawienie problemu

Jednym z najwazniejszych probleméw mechaniki kwantowej jest wyjasnienie struktury atomu.
W najprostszym atomie — atomie wodoru — proton i elektron oddziatuja coulombowsko. Jest
to oddzialywanie centralne, dlatego tez rozdzial niniejszy poswiecimy oméwieniu kwantowo-
mechanicznego problemu ruchu czastki w polu sit centralnych.

e Najpierw przypomnimy problem klasyczny — tzw. zagadnienie Keplera.

e Omoéwimy stacjonarne réwnanie Schrodingera z potencjalem centralnym. Pokazemy, ze
wygodne jest przejscie do wspotrzednych sferycznych.

e Rozpoznajac operator catkowitego momentu pedu, utworzymy odpowiedni zupelny zbior
obserwabli komutujacych. Pozwoli to przeprowadzi¢ separacje zmiennych, co w konsekwen-
¢ji zredukuje wyjsciowe, trojwymiarowe rownanie Schrodingera do tzw. rownania radialnego
(juz jednowymiarowego). Przedyskutujemy tez najwazniejsze wlasnosci tego rownania.

e Pokazemy, ze kwantowo-mechaniczne zagadnienie ruchu dwoch cial mozna (podobnie jak w
mechanice klasycznej) sprowadzi¢ do problemu ruchu wzglednego w ukladzie srodka masy.
Problem dwoch ciat zostaje w ten sposéb sprowadzony do zagadnienia Keplera dla ciata o
masie zredukowanej. Przejscie takie jest mozliwe dla wszystkich potencjatéw centralnych.

14.1.1 Przypomnienie klasycznego problemu Keplera

Rozwazmy czastke o masie p poruszajaca sie w pewnym polu, przy czym (przynajmniej na razie)
nie precyzujemy charakteru tego oddziatywania. Zalozymy ponadto, ze nieruchome centrum pola
jest umieszczone w $rodku uktadu wspotrzednych. Energia potencjalna czastki jest dana pewna
funkcja V' = V(r), zalezna jedynie od odlegtosci czastki od centrum pola. Mowimy, ze czastka
porusza sie w polu o potencjale centralnym. Na czgstke dziata sita

dr T

F=—gradV(r) = — dv(r) (F> . (14.1)

Sita jest wiec zawsze radialna. Wobec tego moment pedu czastki wzgledem centrum

—

L = ©¥xp = const. (14.2)

jest stala ruchu. W konsekwencji ruch czastki zachodzi w jednej plaszczyznie (jest plaski).
Dowody tych stwierdzen mozna znalezé w podrecznikach mechaniki klasyczne;j.
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Czastka jest w punkcie ¥ wzgledem centrum sity S i ma

R predkosé v. Predkos$é czastki mozna rozlozyé na sktadowe
g . radialna i sktadowa styczna (prostopadla do r) zwiazana
*\ LN z wartosciag momentu pedu
X v “
Vi, ’ dr L]
| T w=" ey = (14.3)
oV, t ur
n
Calkowita energia czastki to
r E = L4V
i ~
s = 2 (v2+92) + V(). (14.4)

Eliminujac |V |, energie wyrazamy przez
Rys. 14.1: Rozklad predkosciczastki.

—

2

K2 £
E == V(r). 14.5
2 UT‘ + 2 IU/TQ + (T) ( )

Wobec tego klasyczny hamiltonian czastki poruszajacej sie
w nieruchomym, centralnym polu potencjalnym V'(r) ma postac

>

I
2u  2ur?

+ V(r), (14.6)

gdzie ped radialny p, = pdr/dt jest pedem kanonicznie sprzezonym ze wspoétrzedna r. Mo-
ment pedu £ moze zosta¢ wyrazony poprzez zmienne (7,6, ¢) oraz kanonicznie sprzezone pedy
(Pr, P, Dy)- Z mechaniki klasycznej wiadomo, ze

1
ﬁzp?%—

7 P (14.7)
Zwr6émy jeszcze uwage, ze w hamiltonianie H danym réwnaniem (14.6) rozdzieliliSmy energie
kinetyczng na dwa czlony, czton radialny i "obrotowy". Wynika to stad, ze przyjeliémy potencjal
niezalezny od katéw. Katy i pedy z nimi sprzgzone "siedza" wylacznie w L2, Gdyby interesowala
nas tylko ewolucja r, to poniewaz L= const, hamiltonian H jest wylacznie funkcjg zmiennych
radialnych. Wowczas z réwnan Hamiltona

2 )
Jest to praktycznie problem jednowymiarowy z efektywnym potencjatem
)
Verp(r) = 3 T V(r), (14.9)

gdzie pierwszy czton to tzw. czton "odsrodkowy". Rozwiazanie problemu ruchu czastki w polu
centralnym jest doktadnie omawiane w trakcie kursu mechaniki klasycznej. W przypadku poten-
cjatu grawitacyjnego V(r) o« 1/r uzyskujemy wtedy dobrze znane zagadnienie Keplera opisujace
np. ruch planet wokét gwiazdy centralne;j.
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14.1.2 Hamiltonian kwantowo-mechaniczny

Odwotujac sie do analogii klasycznej rozwazymy teraz kwantowo-mechaniczny odpowiednik pro-
blemu ruchu czastki w polu o potencjale centralnym. Hamiltonian czastki poruszajacej sie w
takim polu (na mocy zasady odpowiedniosci) bedzie wigc w reprezentacji polozeniowej mieé
postacé
= 2
~ P h 9
— 4+ V(r) = ——V* 4+ V(r). 14.10
b V) = - @ (14.10)
gdzie laplasjan V2 i r = /22 + y2 + 22 wyrazone sa we wspoirzednych kartezjariskich (tak jak
tego wymaga zasada odpowiedniosci).
Bedziemy szuka¢ rozwiazan stacjonarnego réwnania Schrodingera, czyli standéw wlasnych
hamiltonianu (14.10). Szukamy wiec rozwiazan réwnania

h2

l— o VZ 4 V(r)] U(F) = EU(F), (14.11)
1

Potencjal V(r) ma symetrie sferyczna, wobec tego bardziej pozyteczne sa wspolrzedne sferyczne.

Laplasjan we wspotrzednych sferycznych ma postaé¢ (dla dowolnej funkeji & = ®(r, 0, ¢))

1 0 0P 1 0 0P

2 . - Y 2 Y . 3 -

vie = r2 or (T (97‘) + r2sinf 00 (sm& )
1 0%d

Wystepuja tu czynniki r—2, wiec przypadek gdy r = 0 trzeba analizowaé szczegdlnie uwaznie. Na
podstawie przedstawionych w poprzednich rozdzialach rozwazan o orbitalnym momencie pedu
wiemy, ze operator L? w reprezentacji polozeniowej i we wspotrzednych sferycznych wyraza sie

wzorem
n 1 0 o) 1 02
L = — i — ( 9) —— - 14.13
[sin@ o0 \*"%90) T sin?00g2 (14.13)
Poréwnujac laplasjan (14.12) i catkowity moment pedu (14.13) dostajemy
19 0P L
2 2
b = —— — ) - == . 14.14
v r2 or (r or > h2r? ( )

co mozemy wykorzysta¢ w hamiltonianie, po lewej stronie rownania (14.11). Po uporzadkowaniu,
hamiltonian czastki o masie u w polu sity centralnej ma postaé

- R0 (5,0 L
H = - Pl G V(r). 14.15
2ur? or <T 67“) + 2ur? + V) ( )
Celem naszym jest teraz rozwigzanie stacjonarnego réwnania Schrodingera, czyli zagadnienia
wlasnego
29 (40 L2
- = = — Vv U(r,0 = EV(r,0 14.16
2HT2 87" <7’ 87") + 2/”'T2 + (7’) (T7 780) (7’, 790)7 ( )

we wspolrzednych sferycznych.

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 157



6.03.2010 14. Stany stacjonarne w potencjale centralnym 158

14.2 Separacja zmiennych

14.2.1 Zupelny zbiér obserwabli komutujacych

Wiemy, ze trzy sktadowe operatora momentu pedu dzialaja jedynie na zmienne katowe. W kon-
sekwencji komutuja one ze wszystkimi operatorami dziatajacymi na zmienng radialna. Wobec
tego z postaci hamiltonianu (14.15) wynika, ze

[FI, E} =0, (14.17)

Przemienno$é¢ hamiltonianu i sktadowych Ly jest odbiciem faktu, ze hamiltonian jest niezmien-
niczy wzgledem obrotéw. Oczywiscie H komutuje réwniez z L2. Mimo, ze L, Ly, L, sa stalymi
ruchu (bo komutuja z H), to jednak nie komutuja miedzy soba. Jako zupelny zbiér komutuja-
cych obserwabli wybieramy H, L2 oraz L. Operatory te okreslaja wspoélne stany wtasne. Mamy
zatem do rozwigzania zagadnienia

A~

HUE) = EU(®F), (14.18a)
L2U(F) = RI(I+1)U(F), (14.18b)
L3U(F) = hmY(D). (14.18c¢)

Wiemy juz, ze (w reprezentacji potozeniowej) harmoniki sferyczne sa funkcjami wlasnymi ope-
ratoréow L2 oraz Ls. Mozemy wiec napisa¢

L’ Yim(0,0) = RU1+1) Yim(6, 9), (14.19a)
LSYZm(ea‘p) - hm}/}m(ﬁ,(p> (14'19b>

Hamiltonian (14.15) mozna zapisaé takze jako

A L2 . B2 9 0
H=H,+— dzi H, =— —(r?= ) 14.2
+ =l gdzie 22 or <r 87") + V(r) (14.20)

Wtedy stacjonarne réwnanie Schrodingera (14.16) ma postaé

. L2 . .
(Hr n 2) U=EY, Wb 2w?(H, - E)V=-L, (14.21)
2ur

przy czym lewa strona ostatniego réwnania zalezy jedynie od zmiennej radialnej, a prawa od
zmiennych katowych. Wobec tego funkcja falowa ulega faktoryzacji na cze$é¢ radialng i katowsa

U = U(F) = U, 0,¢) = R(r)Yim(0, ). (14.22)

poniewaz wiadomo jakie sg funkcje katowe - funkcje wlasne L2 oraz Ls. Przy takim zalozeniu

widzimy, ze automatycznie spelnione sa réwnania (14.18b) i (14.18¢c). Zatem zaleznosé katowa
funkecji wlasnych hamiltonianu czgstki o masie p w polu sit centralnych jest znana. Pozostaje
rozwazenie rownania (14.18a), to jest

HY(F) = EU(F). (14.23)

Z réwnania tego poszukiwaé¢ bedziemy zaleznosci od zmiennej radialnej, a wiec radialnej funkcji
falowej R(r). Zaleznosé katowa jest bowiem w pelni zawarta w harmonikach sferycznych.
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14.2.2 Radialne réwnanie Schrédingera

Rozwazamy wiec réwnanie

B9 [, L2
‘bwzm(Tw>+mﬂ+V“ﬂW”—E““ (14.24)

gdzie szukana funkcja falowa jest postaci danej w rownaniu (14.22). Podstawiajac ja do wzoru
(14.24) pamietamy, jak operator L? dziala na harmoniki sferyczne (por. (14.19a)). Operacje
rozniczkowania wzgledem zmiennej radialnej nie wptywaja na harmoniki sferyczne, ktoére po
prostu sie skracaja. A zatem tatwo otrzymujemy

R d (QdR> N R2l(l+1)R

_ = i = F 14.2
2r? dr T + V(r)R R(r), ( 5)

2ur?
co stanowi radialne rownanie Schrodingera. UzyliSmy w nim zwyklych pochodnych, a nie czast-
kowych, bo funkcja R(r) jest zalezna tylko od jednej zmiennej. Jak juz wspominali$émy, trzeba
uwaznie przeanalizowa¢ zachowanie funkcji R(r) w otoczeniu punktu r» = 0. Podkreslmy takze,
ze w rownaniu radialnym (14.25) liczba kwantowa [ jest parametrem, wobec tego w przestrzeni
rozwiazan wydzielone sa podprzestrzenie o ustalonym [. Co wiecej, dla kazdego [ mamy (2] + 1)
mozliwych wartosci liczby magnetycznej m, ktora w (14.25) jawnie nie wystepuje.

Oczekujemy zatem, ze energie - wartosci wlasne hamiltonianu zaleze¢ beda od orbitalnej
liczby kwantowej [, a takze od pewnej innej liczby kwantowej, ktéra oznaczmy na razie przez a.
Podobna zaleznosé¢ wykazywaé wiec beda takze funkcje R(r). Dlatego piszemy

R(r) = Ry(r). (14.26)

Oczywiscie sens liczby « pozostaje do ustalenia. Zgodnie z powyzszym, rownanie (14.25) mozna
zapisaé

R d 2
AN NAY AR TES)
2ur? dr dr

o V(T‘)} Ra(r) = EaRal(r). (14.27)

Czlon rozniczkowy w (14.27) mozna uprosci¢ przyjmujac funkcje radialna w postaci

Rat(r) =+ tho(r). (14.28)

Woéwcezas, po wykonaniu rézniczkowania, dostajemy

1 d QdRal> 1 d {2( d 1 )} 1 dPuy,
14 _Ltd al.. Y 14.29
r2 dr (r dr 2a | \ar " 1(r) r dr? ( )

Wykorzystujac te zaleznos¢ w rownaniu (14.27) dostajemy réwnanie radialne dla funkeji wq (7).
Skracajac czynnik r—1, otrzymujemy
fi d*ug(r)  RA(1+1)
2 dr? 2412

Ual(1) + V(1) uai(r) = Eapuar(r). (14.30)

Zas przy uwzglednieniu dokonanych podstawien, petna funkcja wlasna ma postaé

U(r) = %uaz(r) Yim (0, ), (14.31)

jest wiec numerowana przez trzy liczby kwantowe «, [, m. Liczby [ i m sa znane, natomiast liczbe
a nalezy znalezé.
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Zauwazmy, ze rownanie radialne (14.30) mozemy zapisaé

n? d?
_ﬂ@"‘veff(r) e(r) = E¢(r) (14.32)
gdzie
RA(+1)
Verp(r) = V(T)+72W2 (14.33)

jest to wigc rownanie jednowymiarowe dla potencjatu efektywnego Vers (ale r > 0). Zwroémy
jeszcze uwage, ze

_y Py o RlAY (;) _ WC’) (14.34)

2ur? 2u 2ur3 r

Zatem przyczynek cztonu h2l(I 4+ 1)/(2ur?) do potencjatu ma charakter odpychajacy, "centryfu-
galny".
14.2.3 Zachowanie sie funkcji radialnych w r =0

Nalezy zbada¢ zachowanie sie funkcji R(r) w otoczeniu r = 0. Rozwazmy mala kulke w otoczeniu
punktu r = 0. Oczekujemy, ze strumienn prawdopodobienistwa przez taks sfere powinien znikaé
gdy r — 0

P v

Czynnik 72 wynika z tego, Ze pole sfery jest proporcjonalne do kwadratu promienia sfery. Co
wiecej, oczekujemy, ze prawdopodobienistwo znalezienia czastki w r = 0, takze powinno dazy¢
do zera gdy objeto$é¢ kulki dazy do zera. Zatem

|\If|2’l“3

—— 0. (14.36)

Powyzsze warunki maja oczywiscie wplyw na ksztalt funkeji u(r) wchodzacej do radialnego row-
nania Schrodingera (14.30). Warunki (14.35) i (14.36) dotycza tylko funkcji v poniewaz funkcja
falowa ma posta¢ ¥ = RY},, = (u/7)Y},. Wykonujac elementarne rézniczkowania, z rownania
(14.35) dostajemy

u d [u” vt d [(u 9 du* . du
{d()_d(ﬂ = (“dr‘“ dr>' (14.37)
A wigc warunki (14.35, 14.36) maja dla funkcji u(r) postaé
du* . du
ufr ——— 0. (14.38b)

Teraz nalezy zbadaé jakie sg konsekwencje tych dwoéch warunkéw dla rozwigzan réwnania ra-
dialnego (14.30). Aby dokona¢ niezbednych oszacowan przyjmijmy potencjal w postaci V(r) =
h2Vork/(2u). Woéwczas réwnanie (14.30), po pomnozeniu obustronnie przez 2u/h? przybiera
ksztalt

d*u I(l+1 20
_W+ (7“2 )u—l—VOrku:h?Eu. (14.39)
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Zazadajmy teraz aby u = r®. Rownanie (14.39) daje przy takim zalozeniu

—s(s=1)+1(l+1) Vo kio 2uE

Jesli k > —2, to dla bardzo malych r dominuje w (14.40) pierwszy czton po lewej, drugi albo
jest staly, albo zaniedbywalnie maly. Zatem asymptotycznie dla r dazacego do 0 powinno by¢
-1 —-il+1
_so D+ D (14.41)

r2

Latwo zauwazy¢, ze ten warunek jest spetniony dla
s1 = —lI, oraz sp=1+1. (14.42)

7 powyzszych rezultatéw wynikaja nastepujace wnioski.

e Dla potencjatu V(1) ~ r¥ przy k > —2, funkcja u(r) spelniajaca radialne réwnanie (14.30)
zachowuje sie w otoczeniu r = 0 jak

u(r) ~ Cyr=t 4 Coyr!t! (14.43)

Jednakze u(r) musi spelia¢ takze fizyczne warunki (14.38). Jest to mozliwe tylko wtedy

! musimy z przyczyn fizycznych odrzucié.

gdy C1 = 0. Zatem rozwiazanie r—
e 7 przyczyn fizycznych wynika wiec, ze dopuszczalne rozwigzania radialnego réwnania Schro-

dingera (14.30) musza spelnia¢

u(r) ——5— 0. (14.44)
Innymi stowy, w otoczeniu r = 0 funkcja radialna R(r) = u(r)/r powinna si¢ zachowywaé
jak

_u(r) !
R(r) = . — (14.45)

Pamietamy przy tym, ze orbitalna liczba kwantowa jest nieujemng liczba catkowita.

Na uzyskane warunki natozone na funkcje radialng mozna spojrzeé¢ inaczej. Formalnie rzecz
biorac, réownanie radialne (14.30) dopuszcza r < 0, co jednak jest niefizyczne. Mozemy przyjac,
ze V(r) = oo dla r < 0. Obszar ten jest niedostepny dla czastki, wiec musi tam by¢ R(r) = 0.
Ciaglosé funkcji falowej wymaga wiec aby R(r) — 0 dla r — 0. Zadanie (14.45) zapewnia wiec
konieczng ciagtosé.

14.3 Podsumowanie

14.3.1 Rownanie radialne

Analizowalismy czastke o masie u w polu o potencjale centralnym i takim, ze
V(r) ~rF  gdzie k> -2 (14.46)

Stacjonarne réwnanie Schrodingera, ze wzgledu na symetrie potencjalu pozwala na nastepujace
wnioski:
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(i) Funkcje wlasne hamiltonianu, sa jednoczesnie funkcjami wlasnymi operatorow L2 oraz Ls.
Okresdla to ich zaleznosé katowa, a wiec mamy

Uq] (T)

U(r) = Uaim(r,0,¢) = Yim(0,¢) (14.47)

(ii) Funkcja radialna uq;(r) spelia radialne rownanie Schrodingera

h72 d?ue (1) n R+ 1)

o dr? iz tetr) V() ualr) = Eua(r). (14.48)

Funkcja radialna wu,(r) musi tez spetnia¢ warunek

Ugi(r) ———— 0. (14.49)

r—0

(iii) Pelna funkcja falowa musi by¢ unormowana, musi wiec zachodzié¢

/d37’ |T(F))*> = /dQ/ r2dr |Uagm (1,0, 0)|* = 1. (14.50)
0

Ze wzgledu na sfaktoryzowana posta¢ (14.47) pelnej funkcji falowej warunek normowania
takze sie faktoryzuje.

/d?’r o ()2 /dQ Yim(0,0) > = 1. (14.51)

Poniewaz harmoniki sferyczne sg z definicji unormowane do jednoéci, wiec w koiicu zostaje
nam warunek normalizacji radialnej funkcji uq;

/d3r lug ()] = 1. (14.52)

(iv) Pozyteczne jest czasami zapisa¢ warunek normalizacji dla tzw. pelnej funkcji radialnej w
postaci Ra (1) = (1/7) uai(r). Oczywiscie z warunku (14.52) wynika natychmiast

/ & |Ru(r)? = 1. (14.53)
Zauwazmy, ze warunek zbieznosci funkcji uq(r) przy r dazacym do zera, zapewnia dobra
zbieznos¢ calek.

Na zakoniczenie, zwroémy uwage, ze moze sie tak zdarzy¢, ze indeks o odpowiada widmu cigglemu
energii E,;. Wowczas indeks « przyjmuje wartosei ciagte i warunek normalizacyjny (14.52) trzeba
wtedy zapisa¢ w postaci warunku ortonormalnosci

/ &y (1) g (r) = Sw S(a — ). (14.54)

Oczywiscie dla widma dyskretnego indeks « jest tez dyskretny, wtedy delta Diraca przechodzi w
delte Kroneckera.

14.3.2 Liczby kwantowe

7 powyzszej analizy stacjonarnego roéwnania Schrodingera dla czastki o masie p poruszajgcej
sie w potencjale centralnym V' (r) wynika, ze funkcje falowe ¥, zaleza co najmniej od trzech
indeksow — liczb kwantowych. Co najmniej, bo nie wiemy z gory jaki jest charakter liczby «, byé
moze jest ona multiindeksem. Rozwazane funkcje falowe sg funkcjami wlasnymi operatorow H
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— hamiltonianu, catkowitego momentu pedu L2 oraz L3 — rzutu momentu pedu na o$ z. Funkcje
U im odpowiadaja wartoSciom wlasnym

FE, — energia;
R21(1+1) — pelmy moment pedu;
hm — rzut momentu pedu na o$ z.

Naturalne jest wiec nazwaé: o — radialna liczba kwantowa (czasem gloéwna). [ i m to orbitalna i
magnetyczna liczba kwantowa (nazewnictwo z teorii momentu pedu). Czesé katowa funkeji falo-
wej nie zalezy w zaden sposob od potencjatu (pod warunkiem, Ze jest on sferycznie symetryczny).

14.3.3 Degeneracja zasadnicza i przypadkowa

Energie F,;, czyli wartosci wlasne hamiltonianu nie zaleza od magnetycznej liczby kwantowej
m. A wiec dla konkretnych (ustalonych) liczb « i [ mamy (2] + 1) réznych funkcji falowych
odpowiadajacych tej samej energii. Funkcje te sa oczywiscie wzajemnie ortogonalne, jako rézne
funkcje wlasne operatora L3. A zatem Energie E,; sa co najmniej g, = (20 + 1)-krotnie zde-
generowane. Jest to degeneracja o charakterze zasadniczym, wynikajacym z symetrii sferycznej
potencjalu V (r). Inne degeneracje, zwiazane z liczbami kwantowymi « i [ moga tez mie¢ miejsce,
ale nie muszg. Zalezy to konkretnego problemu. Te dodatkowe degeneracje bywaja wiec zwane
przypadkowymi, bowiem rézna jest sytuacja w réznych przypadkach.

14.4 Zagadnienie dwoch ciat

W Uzupetnieniach przypominamy klasyczne zagadnienie dwoch cial. Przypominamy, w jaki spo-
sOb problem ten sprowadza sie do ruchu wzglednego w uktadzie srodka masy. Podobny sposéb
postepowania mozna takze wykorzystaé w mechanice kwantowej. Dotyczy to jednego z najwaz-
niejszych uktadoéw fizycznych jakim jest atom wodoropodobny: dodatnio natadowane jadro i elek-
tron o tadunku ujemnym oddzialujace coulombowsko, ktéry szczegétowo oméwimy w nastepnym
rozdziale. Ponizsze rozwazania sa wiec swego rodzaju przygotowaniem do kwantowo-mechanicz-
nego opisu atomu, choé¢ oczywiscie stosuja sie takze i do innych uktadéw. W Uzupelnieniach
przedstawimy model molekuty dwuatomowej bazujacy na wprowadzonych tu pojeciach.

14.4.1 Separacja zmiennych w mechanice kwantowej
Obserwable zwigzane ze $rodkiem masy i z ruchem wzglednym

Rozpatrujemy tu uktad fizyczny ztozony z dwoch czastek (bezspinowych) oddziatujacych za
posrednictwem potencjatu centralnego V' (r12). Na razie nie precyzujemy fizycznego charakteru
tego oddzialywania. Opis uktadu rozpoczynamy od uktadu LAB, w ktérym obu czastkom przy-
porzadkowujemy operatory (obserwable) potozenia i pedu 1), p() oraz ¥?), p2). Operatory te
spelniaja relacje komutacyjne

[w(‘m)7 pl(cn)] — il Gy (14.55)

gdzie wskazniki m, n = 1,2 numeruja czastki. Operatory odpowiadajace réznym czastkom sa
przemienne (niezalezne). Odwotujac sie do klasycznych relacji, na mocy zasady odpowiedniosci,
mozemy oczywiscie zbudowaé¢ nowe operatory potozenia
#() (2
= mi T mo T
_ 0 _ 1 + ma

r = , R = , (14.56)
mi + ms
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ktoére nazwiemy operatorami potozenia wzglednego i potozenia §rodka masy. Analogicznie, przez
odwotanie sie do klasycznych wyrazen (patrz Uzupetnienia) skonstruujemy operatory pedu

5(1) _ 5(2) o
5 = mep® —mp® B — 50 1 5O, (14.57)
mi1 + me

Powstaje w tym miejscu pytanie, czy operatory skonstruowane tak jak to robiliSmy w fizyce
klasycznej sg "dobrymi" operatorami. Aby sie o tym przekonaé¢ rozwazymy reguty komutacyjne
spelniane przez nowo wprowadzone operatory. Nietrudno sprawdzié¢, ze nowe operatory spetniaja
relacje komutacyjne

[.Tj, pk] = ihéjk, [Xj, Pk] = ih(Sjk, (14.58)

Istotnie, na przyktad mamy

(@), pk] =

1 (2)

[(1) 2 map,’ — mip, ]

R I
m1 + ma

(1) mzp(l) (2) M1 p(2)
= |2V, —k ), —k (14.59)
T my +me 77 my 4+ ma
bowiem komutatory zawierajace operatory réznych czastek znikaja. Wobec tego dalej
. - ma2 (EOINCY mi @ 2
[z, pr] i+ ma {mj » Py } + M1 + My {x] » Py }
mo . mi . .
= ———— ihd; ——— ihdj = ihdg. 14.60
mytmy O e mg Ok T Ok (14.60)

jak nalezatoby oczekiwaé¢ dla operatorow potozenia i pedu. Ponadto pary operatoréow (¥, p) oraz
(R, P) sa wzajemnie niezalezne, to znaczy komutuja. I znéw dla przyktadu sprawdzamy

mq zcg-l) -+ mo x(2) mo p](Cl) — mlp,(f)

X; = J
X5 pe ] my + mo ' mi + ma
Jrmame ro () ()] o ame ro2)  (2)] _
Comy +mo [xj » P } my + ms [mj » Pr ] =0 (14.61)

bowiem operatory roznych czastek komutuja, a pozostate komutatory sg identyczne i rowne ih d .

Poniewaz pary operatoréw (I, p) oraz (I:_i, 13) spelniaja kanoniczne relacje komutacyjne,
wiec nic nie stoi na przeszkodzie, aby interpretowaé je jako operatory potozenia i pedu. Co
wiecej mozna bez trudu skonstruowaé dla nich odpowiednie reprezentacje. Sa wiec one réwnie
dobre jak wyjsciowe operatory wlasciwe dla LAB. Zauwazmy, ze w analogiczny sposéb mozemy
zbudowaé operator momentu pedu dla CMS. A zatem operator

L = Fxp, (14.62)

bedzie operatorem momentu pedu ruchu wzglednego (dla fikcyjnej czastki o masie zredukowane;
u wzgledem nieruchomego centrum sity). Natomiast

Len = Rx P, (14.63)

jest momentem pedu ruchu catosci wzgledem LAB. Mozna oczywiscie sprawdzié, ze tak wpro-
wadzone operatory beda spelia¢ kanoniczne relacje komutacyjne dla momentu pedu (jest to
oczywiscie konsekwencja relacji komutacyjnych (14.58) dla polozen i pedow).
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14.4.2 Wartosci i funkcje wltasne Hamiltonianu

Kwantowo-mechaniczny hamiltonian uktadu dwoch czgstek mozemy zapisaé¢ za pomoca opera-
torow LAB

i 135

2m1 2m2

H = + V(Flg), (1464)

albo tez za pomoca nowych operatorow (odpowiadajacych CMS)

—

=2 2
p P > . my my
H = — — |4 d = —. 14.65
o t oo T (r), gdzie p e— ( )
Hamiltonian (14.65) jest suma dwoch sktadnikow
H = Hepn + Hya, (14.66)

gdzie H,,, = P2 /2M jest hamiltonianem uktadu dwoch czastek jako catosci, zas

52
Hyy = — r 14.
rel 21 + V() (14.67)

stanowi hamiltonian ruchu wzglednego. Oba sktadniki komutuja
[Hem, Hre] = 0. (14.68)

Wobec tego mozemy szukaé rozwiazania zagadnienia wlasnego, w ktérym oba operatory maja
wspoOlne stany wlasne.

Hcm‘¢> = Ecm‘¢>a (1469&)
Hrel|'¢> = Er|1/]> (14'69b)

7 powyzszych réwnan wlasnych wynika, ze catkowity hamiltonian spetnia

H"(/)> = (Hcm + HT61)|¢> = (Ecm + ET)|1/}>a (1470)

a wiec odpowiadajace mu energie wlasne sg sumag energii ruchu uktadu jako catosci i energii
ruchu wzglednego.

Dla operatoréow r i R naturalna jest reprezentacja potozeniowa parametryzowana dwoma
wektorami polozeri: |F, R). Funkcja falowa o(f,R) = (F,R|v¢) jest wicc zalezna od dwoch
zmiennych wektorowych, czyli od sze$ciu wspotrzednych. Operatory pedu w tej reprezentacji to

p = —ihVy, P = —ihVg. (14.71)
Zmienne T oraz R sg niezalezne, zatem mozemy szukaé funkcji wtasnych hamiltonianu w postaci
iloczynu

SER) = o@nl)  tojest  (RR|Y) = (o) (Rln). (14.72)

Zagadnieniom wlasnym (14.69) odpowiadaja wiec rownania

Hcm’77> = Ecm|7]>a (1473&)
Hyell ) Erle). (14.73D)
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ktoére w reprezentacji potozeniowej wygladaja nastepujaco

B2 - -

p(t) = E o(7), (14.74b)

Postaé pierwszego z tych réwnan jest doktadnie taka sama jak dla czastki swobodnej o masie M.
Dlatego tez jego rozwiazanie (patrz (9.55) to

_ 1 iP-R
przy czym zachodzi relacja
]_32
Eon = BYYi >0, (14.75b)

co oczywiscie jest energia kinetyczng uktadu jako calosci. Energia ta jest nieujemna i nie jest

skwantowana (innymi stowy ma widmo ciagle). Oczywiscie bardziej interesujace fizycznie jest
rownanie (14.74b), ktore dotyczy ruchu wzglednego czastek (ruchu fikcyjnej czastki o masie
zredukowanej wokot centrum sily). Jego rozwiazania, tj. posta¢ funkeji falowych i dopuszczalne
wartosci energii F, zaleza od konkretnej postaci potencjatu V(r). W przypadku pola centralnego,
gdy V(r) = V(|r]) = V(r), rozwiazanie rownania (14.74b) sprowadza sie do oméwionego powyzej
zagadnienia ruchu czgstki o masie p w polu centralnym.

Podsumowanie

Badanie stacjonarnego rownania Schrodingera dla uktadu fizycznego ztozonego z dwoch (bezspi-
nowych) czastek o masach m; i mg, dla ktérych energia potencjalna ich oddzialywania zalezy
tylko od ich wzglednego polozenia sprowadza sie do:

e Pelna funkcja falowa wyrazona w zmiennych CMS; tj. przez r i R (odpowiednio potozenia
wzglednego i polozenia srodka masy) ma postaé

. P R
G(F,R) = (27rhl)3/2 exp<Z . ) o(F), (14.76)

gdzie ped P jest pedem uktadu jako calodci.

e Energia kinetyczna ruchu uktadu jako calosci wynosi

P2

Ecm = oM’

gdzie M = my+ms. (14.77)

Energia FE.,, jest nieujemna i dowolna (nieskwantowana).

e Energia calkowita uktadu jest sumag
E = E.,, + FE,, (14.78)

gdzie E, jest energia ruchu wzglednego.
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e Dla ruchu wzglednego trzeba rozwiazaé stacjonarne réwnanie Schrodingera

R, N By
—gp Vi T VE) | 0@ = B o®), (14.79)

gdzie masa zredukowana wynosi

mima
= — 2 14.79b
. mi1 + msy ( )
Rownanie (14.79a) dla V() = V(r) (pole centralne) sprowadza sie do zagadnienia omo-
wionego w pierwszych czedciach rozdziatu, a wiec w rezultacie do radialnego réwnania
Schrodingera.

Poszukiwanie funkcji falowej ¢(r) odbywa sie wiec dalej (po okresleniu potencjatuV'(r)) w sposéb
przedstawiony relacjami (14.47)—(14.53).

kokokokockokok oskockok sk ok okok sk kok sk okok sk ok ok ok o3k ko ok ko
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Rozdziat 15

Atom wodoropodobny

UWAGA : W rozdziale tym traktujemy elektron jako czastke bezspinows. In-
nymi stlowy, nie bierzemy pod uwage faktu, ze elektron posiada spin
1/2. W dalszych rozdzialach rozwazymy znaczenie spinu i oméwimy
jak jego uwzglednienie modyfikuje otrzymane tutaj rezultaty.

15.1 Wprowadzenie

Atom sktada sie z jadra i elektronow. Jako calosé jest elektrycznie obojetny, tadunek jadra i
chmury elektronowej wzajemnie sie znosza. W sklad jadra wchodza protony i neutrony zwane
hadronami, bowiem sa one zwigzane sitami jadrowymi (oddzialywania silne, ktorych natury i
wlasnosci nie bedziemy tu omawia¢). Masy protonu i neutronu wynosza

mp = 1.672% 10727 kg, my = 1.675% 1077 kg, (15.1)
Mase jadra atomowego mozna w przyblizeniu wyliczy¢ ze wzoru
M = (A—Z)mN + Zmp, (15.2)

gdzie A — liczba masowa, Z — liczba atomowa (tadunek jadra). Na ogoél masa jadra jest nieco
mniejsza niz M wynikajaca ze wzoru (15.2). Wiaze sie to z tzw. defektem masy obecnym ze
wzgledu na energie wigzania nukleonéw w jadrze.

Masa elektronu wynosi

me = 9.1%1073! kg, (15.3)

jest wiec blisko 2000 razy mniejsza niz masa nukleonu. Masa zredukowana elektronu w atomie

Mm, 1 me>
= ° —me— ~ 1— ¢ 15.4
a M +me e 1+me/M e ( M)’ ( )

niewiele sie rézni od masy elektronu. Rozmiary jadra atomowego sa okoto 5 rzedéw wielkosci
mniejsze niz rozmiary atomu jako calosci. Dlatego tez potraktujemy jadro jako obiekt punktowy
obdarzony masa M i tadunkiem Ze. Jadro jest zrodlem coulombowskiego pola elektrycznego, w
ktéorym znajduje sie elektron. Energia potencjalna elektronu w tym polu dana jest wzorem

, gdzie 68 =

2
75 Ze (15.5)

dey
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Rozwazaé tu bedziemy atom ztozony z elektronu i jadra, ktére uznajemy za czastki punkto-
we (obdarzone masa i tadunkiem elektrycznym). Jest to wiec uktad dwoch cial, ktore oddziatuja
za pofrednictwem potencjalu centralnego. Rezultaty poprzedniego rozdzialu moga wiec z po-
wodzeniem byé zastosowane do opisu atomu wodoropodobnego. Zatozymy, ze atom jako catosé
spoczywa (tzn. jego srodek masy jest nieruchomy, co zreszta nie ma tu wiekszego znaczenia).
Ruch wzgledny elektronu (wzgledem $rodka masy, praktycznie pokrywajacego sie z jadrem ato-
mu) opiszemy za pomoca hamiltonianu

=2
H=F _ 7 (15.6)
21 r

co jak wiemy, sprowadzi si¢ do analizy odpowiedniego radialnego réwnania Schrodingera.

15.2 Stabilnosé atomu

15.2.1 Dyskusja klasyczna

Zanim przejdziemy do kwantowo-mechanicznego opisu atomu wodoru rozwazmy przez chwile
model klasyczny. W modelu tym elektron krazy po orbicie (dla prostoty kotowej) wokol jadra
atomowego. Sita Coulomba spelnia role sity dosrodkowej, zatem

p? B
r r2’

(15.7)

gdzie v — predkosé elektronu, zas r promien orbity. Obliczajac z tego réwnania ped elektronu
p = pv znajdujemy jego energie kinetyczna

2
P g
B = = = = 15.8
kin 2,LL o0 ( )
Wobec tego catkowita energia elektronu w klasycznym atomie to
BB p
Eiot = Ekin + Epot = 2771 - ; = - 277’ (159)

Energia E;, nie jest ograniczona z dolu, bo r moze byé dowolnie mate. Elektron poruszajacy
sie po orbicie kotowe]j porusza sie z przyspieszeniem (dosrodkowym). Elektrodynamika klasyczna
moéwi, ze tadunek poruszajacy sie z przyspieszeniem emituje fale elektromagnetyczne. Fale te
unosza energie, ktora traci elektron. Energia elektronu (ujemna) coraz bardziej maleje, wiec r
maleje. Elektron na orbicie o promieniu r jest niestabilny, i w koricu spada na jadro. A wiec w
modelu klasycznym rozmiary atomu powinny by¢ takie same jak rozmiary jadra. Stwierdzenia te
sg ewidentnie sprzeczne z do§wiadczeniem. Rozmiary atomu sg o kilka rzedéw wielkosci wieksze
niz jadra (wskazuje na to stynne doswiadczenie Rutherforda). Widzimy wiec, ze fizyka klasyczna
nie moze poprawnie opisa¢ struktury atomu.

15.2.2 Dyskusja kwantowo-mechaniczna

Na gruncie mechaniki kwantowej mozna przeprowadzi¢ bardzo proste oszacowania wskazujace,
ze atom jest stabilny. Elektron w atomie posiada pewien $redni ped (p) i znajduje sie w pewnej
sredniej odleglosci () od jadra. Obie te $rednie mozemy (z grubsza) przyjac jako charakterystyki
rozmycia obu wielkosci, ktore musza, spetniaé¢ zasade nieoznaczonosci

(p)(r) > h — (p) > <Th> (15.10)
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Oszacowanie (15.10) pozwala stwierdzi¢, ze energia kinetyczna elektronu

2 2
(Egin) ~ <§Z > QM?MQ. (15.11)
Szacujac teraz energie catkowita, mamy
(Etot) = (Ein) + (Epot) > L b (15.12)
2u(r)*  (r)

bowiem ( Fy;, ) zastapilismy (zgodnie z (15.11) ) czyms$ wiekszym. Podkreslmy, ze prowadzimy tu
jedynie oszacowania rzedow wielkosci, a nie Sciste obliczenia (np. szacujemy 1/7 jako 1/(r), a nie
$cisle przez (r~!)). Zbadajmy teraz dokladniej wyrazenie stojace po prawej stronie nieréwnogci
(15.12). WprowadZzmy w tym celu funkcje

h? 16}
= - —. 15.13
f@) = 5 - 2 (15.13)
Nietrudno sprawdzié, ze funkcja ta ma minimum, bowiem
6] h? h?
fllz) = 5 - — =0, dla =z = —. 15.14
(x) = — 2 e (15.14)
Warto$é minimalna tej funkcji to
2
Jmin = — gfﬂ (15.15)

Jesli wiec w (15.12) zastapimy prawa strone jej minimalna wartoscia réwna fiin, to nieréwnosé
bedzie "tym bardziej" prawdziwa. Mamy wiec
2k

2h2°
Nieréwnoéé ta, bedaca konsekwencja zasady nieoznaczonosci, orzeka, ze energia catkowita elek-

tronu w atomie jest ograniczona z dotu. Elektron nie moze straci¢ dowolnie duzej energii, a
wiec nie moze spasé¢ na jadro. Mechanika kwantowa, w przeciwienistwie do klasycznej, zapewnia

(Eiot) > (15.16)

stabilnos¢ atomu. Co wiecej, minimalizacja prawej strony nieréwnosci (15.12) zachodzi dla

h2
(r) ek (15.17)
co stanowi oszacowanie rozmiaré6w atomu gdy elektron ma minimalng energie. Mechanika kwan-
towa wyjasnia stabilno$¢ atomu na podstawie prawa przyrody jakim jest zasada nieoznaczonosci.
Zdumiewajacy jest fakt, ze oszacowanie (15.16)) energii elektronu dokladnie pokrywa sie ze $cisle
obliczong energia jonizacji (energia najnizszego poziomu energetycznego). Oszacowanie () dane
w (15.17)) takze jest bliskie cistemu wynikowi.
Przechodzimy teraz do $cistej dyskusji kwantowo-mechanicznej, ktora w petlni potwierdzi
otrzymane tu oszacowania.

15.3 Kwantowo-mechaniczna teoria
atomu wodoropodobnego

15.3.1 Roéwnanie radialne — dyskusja wlasnosci

Roéwnanie radialne dla atomu wodoropodobnego

W przypadku kwantowo-mechanicznym, energia potencjalna elektronu w polu coulombowskim
jadra jest dana wzorem (15.5). Jest to potencjal sferycznie symetryczny (centralny) i zachowuje
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sie jak r*, k > —2. Wobec tego zgodnie z ogdlnymi wlasnosciami rozwiazan rownania Schrodin-
gera dla potencjaléow centralnych, funkcje falowe w reprezentacji potozeniowej sa postaci
1
walm = Ral(r) Ylm(9,s0), = ; Ual(r) Yim(ig,@), (1518)

przy czym, zgodnie z teorig przedstawiona w poprzednim rozdziale, funkcja radialna musi spet-
nia¢ radialne rownania Schrodingera (juz z potencjalem coulombowskim)

K2 2 h2 I(1+1) J6]
_ _ = o = E. u, . 15.19
24 dr2 24 r2 r u 1(7’) LU Z(T) ( )

Ponadto, z ogblnej teorii wiadomo, ze funkcja radialna uqy;(r) w otoczeniu zera musi zachowywacé
sie jak

T —
Liczba kwantowa « jest na razie blizej nieokreslona, Wyniknie ona z rozwiazania rownania ra-
dialnego.

Widmo hamiltonianu

Klasyczny przyciagajacy potencjal coulombowski jest zmodyfikowany przez tzw. czton centryfu-
galny tak, ze ruch ciala zachodzi w potencjale efektywnym
2

Vpp(r) = — g + 2,1;742 (15.21)
gdzie L jest momentem pedu wzgledem Srodka masy. Moment pedu jest w polu centralnym
zachowany, wiec drugi czton w (15.21) ma charakter dominujacy dla matych odlegtosci r. Dla
duzych r dominuje natomiast przyciggajacy czton coulombowski. W rezultacie potencjal efektyw-
ny ma minimum, co mozna w elementarny sposob sprawdzi¢, badajac funkcje Verr(r). Typowy
ksztalt takiego potencjatu efektywnego przedstawiony jest na rys.(15.1), z ktorego jednak nie
nalezy wyciagaé zadnych wnioskéw ilosciowych.
Wracamy teraz do dyskusji przypadku kwantowego. Mozna wtedy wykazaé, ze widmo (zbior
energii F,;) sklada sie z czesci dyskretnej i czesei ciaglej. Wynika to z nastepujacego rozumowa-
nia. Dla energii £ > 0 ruch klasyczny jest nieograniczony przestrzennie. W rezultacie, robwnanie
radialne ma fizycznie dopuszczalne rozwiazania dla E > 0, takie ze widmo energii jest ciagte.
Wowczas odpowiednie funkcje falowe (typu zblizonego do fal ptaskich) sa nienormowalne w kwa-
dracie, wiec trzeba je normowaé do delty Diraca. Z drugiej strony, dla ' < 0, ruch klasyczny jest
ograniczony. Dla tego przypadku réwnanie radialne ma fizycznie dopuszczalne rozwiazania tylko
dla dyskretnych wartosci E,;. Widmo jest wiec dyskretne i funkcje wlasne normowalne jak zwy-
kle do jedynki. W przypadku kwantowo-mechanicznym role potencjatu centryfugalnego odgrywa
drugi czton (zalezny od orbitalnej liczby kwantowej I) w nawiasie kwadratowym w réwnaniu
radialnym (15.19).

15.3.2 Rozwiazanie réwnania radialnego

Zamiana zmiennych w réwnaniu radialnym

W swietle powyzszych uwag przechodzimy do dyskusji rownania radialnego (15.19). Mnozymy
je stronami przez czynnik —2u/h?,

d? 1(1+1) 2u 1 2uBq

77 2 + b2 Ul (1) = 2 Ual (7). (15.22)
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Vers(r))

Rys. 15.1: Klasyczny potencjal efektywny w atomie wodoropodobnym.

Chcemy teraz pozby¢ sie wspolczynnika przy czlonie 1/r w operatorze po lewej. Dokonujemy
podstawienia

h? 4dme
= S iy 15.23
w(B/2) pe? (15.23)

przy czym wielko$¢ a, nazwiemy promieniem Bohra. Nowa zmienna p = r/as jest bezwymiarowa.

r:paB:p@, gdzie ag
Z

Nastepnie zamieniamy zmienna w operatorze rézniczkowania

d dp d 1 d d? dp d d 1 d?
a_ s _ -4 a e _ 4 (15.24)
dr dr dp ag dp dr? dr dp dr a? dp?
Wykorzystujac powyzsze podstawienia w rownaniu radialnym, dostajemy
d? I(1+1) 2 2uFqy
d7,02 - 2 + ; Uar(p) = — 72 a% Ual(p)- (15.25)
Przeksztalcamy wspotczynnik po prawej stronie, korzystajac z (15.23)
2uEqy (47eoh)? Ew
Qa = = 5 1526a
2 OB al %MZ2€4 E, 4 ( )
gdzie
uz?et
Ep = —/—. 15.26b
77 92 (4meyh)? ( )

Pokazemy poézniej, ze wielko$¢é E;p jest energig jonizacji atomu wodoropodobnego. Czyli nasze
rownanie radialne w zmiennej p = r/as ma postac

d? (l+1 2 FE,
( ) + — | ualp) + El
IB

dp? 2

uar(p) = 0. (15.27)
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W dalszej analizie rownania radialnego (15.27), ograniczymy si¢ do przypadku
Eqy <0, (15.28)

a wiec do widma dyskretnego (ktore zreszta otrzymamy). Dlatego tez mozemy wprowadzi¢ ozna-
czenie pomocnicze w postaci dodatniego parametru

. Eozl
Es

T > 0. (15.29)

Wobec tego nasze rownanie radialne przybiera postaé

2 Il+1) 2
( i ) | > - 22| uailp) = 0, (15.30)

dp? p

dla zmiennej p = r/as. Przypomnijmy, ze zgodnie z (15.20) funkcja radialna (po zamianie
zmiennej) musi spelnia¢ warunek

Ual(p) 0. (15.31)

p—0
Uwzglednienie zachowania asymptotycznego

Przeprowadzimy jakosciowa dyskusje rozwiazania rownania (15.30) dla duzych p > 1. Dla ta-

1

kich p cztony p~! i p~2 przestaja odgrywaé znaczaca role. A wiec asymptotycznie, rownanie to

redukuje sie do

d? 9

Rozwiazaniem tego rownania (réwnanie oscylatora z urojona czestoscia) jest

uai(p) = exp(£pAar) - (15.33)

L p=2 zaniedbali$my) dla dostatecznie

Jest to oczywiscie rozwigzanie przyblizone (cztony p~
duzych p. Funkcja radialna u,;(p) zgodnie z ogolnymi regutami postepowania przy potencjatach
centralnych) musi by¢ unormowana do jednosci. A wiec rozwiazanie asymptotyczne ze znakiem
+ w eksponencie musimy odrzucié¢ jako nienormowalne, a tym samym fizycznie nie do przyjecia.

Szukaé¢ wiec bedziemy rozwiazania rownania radialnego (15.30) w postaci

ual(p) = exp(—pAat) far(p), (15.34)

gdzie nowa, nieznana funkcja fu;(p) musi zosta¢ znaleziona. Zwr6é¢my w tym miejscu uwage, ze
wyrdzniamy tu exp (—pAq;), ale formalnie nie odrzucamy rozwiazania z plusem, tj. exp (+pAa1),
"siedzi" ono na razie ukryte w funkcji fo;. Trzeba je bedzie zidentyfikowaé i przy koricu obliczen
odrzuci¢ jako niecatkowalne. Postulat (15.34) musimy teraz wstawi¢ do rownania (15.30) i znalez¢
odpowiednie réwnanie dla funkeji fui(p).

Krok polegajacy na obliczeniu drugiej pochodnej funkcji u,; danej postulatem (15.34) i
podstawienie do (15.30) opuszczamy, (proste ¢wiczenie z rozniczkowania). Po podstawieniu, czton
wyktadniczy uprosci sie. W rezultacie otrzymamy réwnanie tylko dla funkcji fo;(p), ktore ma
postac

d? B 2/\ali n (2 . l(l+1)> fal(P) — 0. (1535)

dp? dp p p?
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Zanim przejdziemy do kolejnych krokéw rozwigzania tego réwnania przypominamy warunek
(15.31). Ze wzgledu na postulat (15.34), latwo wida¢, ze funkcja f,;(p) musi spelnia¢ analo-
giczny warunek

fa(p) — =50, (15.36)

bowiem czynnik wyktadniczy dazy do jedynki, gdy p — 0.

Rozwigzanie przez szereg potegowy

Przedstawimy pewna metode rozwigzywania rownania rozniczkowego (15.35) (przy warunku
(15.36)), polegajaca na poszukiwaniu rozwiazania w postaci szeregu potegowego

far(p) = p° D Cop? = Y Cyp™® (15.37)
q=0 q=0

Czynnik p® przed szeregiem wynika stad, ze musimy zapewnié¢ spelnienie warunku (15.36). A wiec
szereg nie moze rozpoczynaé sie od wyrazu wolnego. Nie wiemy jednak, jaka jest najnizsza potega
zmiennej p. Stad czynnik p® z przodu. Sensowne jest wiec przyjaé, ze Cy # 0. W trywialny sposob
obliczamy pierwsza i druga pochodna szeregu. Wynik tych obliczen wstawiamy do réwnania
radialnego (15.35) otrzymujac

[e.e]

S (g+s)(g+s—1)Cyptt?
q=0

— 20 Y (q+s) Cqptt!

q=0
+2) 0 Cupt™Th — U1+ 1)) Cept? = 0. (15.38)
q=0 q=0

W réwnaniu tym grupujemy wyrazy, pierwszy i ostatni oraz dwa pozostale. Dostajemy

i [(g+s)(g+s—1)—1(1+1)] ququH
q=0
" i 2[1=Xailg+9)] Cp™™ " = 0. (15.39)
q=0

Z pierwszego szeregu wyodrebniamy wyraz z numerem ¢ = 0. Mamy wiec
[s(s—1) — 1l +1)] Co p*2

+ i [(g+s)g+s—1)—1(1+1)]C,p+s—2
q=1

+ Y 2[1=Aulg+5)] Cpt™t = 0. (15.40)
q=0

W trzecim czlonie eliminujemy ¢ = 0 przez podstawienie ¢ = ¢ + 1, wiec ¢ = ¢’ — 1, przy
czym ¢ = 1, 2, ... . Przepisujemy réownanie (15.40) z przenumerowanym ostatnim cztonem i
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otrzymujemy

[s(s — 1)~ (I +1)] Cy p°

+ 3 [(g+8)g+s—1) =11 +1)] CypT2
q=1

oo
+ Y 21 =A@ —1+38)] Cyy p7 72 = 0. (15.41)
q'=1
Tym samym w obu szeregach mamy najnizsza potege zmiennej p rowna s — 1. Zaniedbujac

prim w ostatnim czlonie, taczymy oba szeregi i dostajemy réwnanie

[s(s—1) =1 +1)] Cyp*?
+ S {[la+s)g+s—1)—1(1+1)]C,
q=1

+ 2[1=Aa(g—148)] Cyr} p?™572 = 0. (15.42)

Uzyskane réwnanie musi by¢ spelnione dla kazdego p. Wobec tego musi znika¢ wspoétczynnik w
pierwszym cztonie, a takze wszystkie wspotczynniki szeregu. Poniewaz z zalozenia Cy # 0, wiec
powyzsze rownanie jest rownowazne nastepujacej parze roéwnain. Pierwsze wynika z pierwszej linii
formuty (15.42) i ma postaé¢

s(s—1)—1Il(l+1) = 0. (15.43a)
Drugie rownanie wynika z zadania znikania wspotezynnikow w drugiej i trzeciej linii wzoru (15.42)

[(g+s)a+s-1)—11+1)]Cy =
= —2[1-2ulg—1+9)] Cyon, (15.43b)

i obowiazuje dla ¢ > 1. Jak wiec wida¢, rownanie to jest zwiazkiem rekurencyjnym, w ktérym
Cy pelni role stalej dowolnej (lub tez jest znane skadinad).
Teraz z rownania (15.43a) mamy

s> —s—1(1+1)=0. (15.44)
Jest to warunek, ktory juz badaliSmy przy ogélnym réwnaniu radialnym, a zatem
s1=1+1, S0 = —I. (15.45)

W ogélnym kontekscie méwilismy, ze pierwiastek sy = —I trzeba odrzucié, bowiem nie zapewnia
on wlasciwego zachowania funkcji radialnej w otoczeniu zera. I teraz postepujemy podobnie
odrzucajac to rozwiazanie. Wybieramy, jako fizyczne jedynie

s=s=1+1 (15.46)

Skoro wiec wyktadnik s jest juz okreslony, to wstawiamy go do rownania (15.43b), ktore wobec
tego przyjmuje postacé

[(g+1+D)(g+D)-1(1+1)]Cy =
= —2[1-dalg+1)] Cpr. (15.47)

Wymnazajac i upraszczajac mamy w koricu

qg+20+1)Cy = —2[1=Au(g+1)] Cyr. (15.48)
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Stad oczywiscie wynika zwigzek rekurencyjny

1 —Aa(g+1)
C, = —2—"2 2 C, 4, rZy czym > 1. 15.49
g dlar2+1) Cit przy czym (15.49)
Traktujac staty Cy # 0 za znang mozemy wiec zbudowaé caly szereg. Wobec tego poszukiwang

funkcje radialna mozemy przedstawié¢ w postaci sfaktoryzowanej
oo
uat(p) = exp(—prat) P Y Cyp, (15.50)
q=0

gdzie zmienna p zwiazana jest ze wspolrzedna radialng r = app. Funkcja ta ewidentnie spel-
nia warunek uq;(p) 0. Problem wiec sprowadza sie do wyznaczenia Cy i do analizy
powyzszej relacji rekurencyjne;j.

15.3.3 Dyskusja rekurencji i kwantowanie energii

Wspoélezynniki szeregu bedacego rozwiazaniem naszego réwnania radialnego speiniaja relacje
rekurencyjna (15.49). Parametr A\, jest, ogdlnie rzecz biorac, dowolna liczba rzeczywista (jej
kwadrat to wartos¢ wlasna energii). Wobec tego licznik relacji rekurencyjnej jest na ogdt rozny
od zera dla dowolnego catkowitego ¢. Dla duzych ¢ z (15.49) mamy w przyblizeniu

2ol
T s == Cy1. (15.51)

Zalézmy, ze obowiazuje powyzsza relacja. Wtedy napiszemy

2 i
q

dy = dy1. (15.52)

Stad w oczywisty sposéb mamy dalej

(2A)?

d, =
q q|

do. (15.53)

Odpowiada to rozwinieciu w szereg funkcji

00 00
D dgpt = )
q=0 q=0

(2Ma
!

q
. ) do p? = do exp(2Xaip) (15.54)

Poréwnujac ten wynik z funkcja radialng (15.50) widzimy, ze jesli licznik relacji rekurencyjnej
(15.49) nie znika, to dla duzych p, gdy odgrywaja role przede wszystkim duze liczby ¢, funkcja
radialna zaczyna sie zachowywacé jak

Uat(p) & exp (—pAar) P17 exp (2par) , (15.55)

co jako niecatkowalne, jest fizycznie niedopuszczalne. Zauwazmy, ze analizujac asymptotyczne
zachowanie uy(p) wspomnielismy, ze przy faktoryzacji jak w (15.34) nie ginie rozwiazanie za-
chowujace si¢ jak exp (+pAy;). Wlasnie sie¢ nam ono pojawilo z powrotem.

Musimy wiec odrzucié¢ te rozwiazania, ktore daja szeregi nieskoriczone. A zatem w relacji
rekurencyjnej musi sie tak zdarzy¢, ze dla pewnego q licznik znika

V Aalg+l)—1=0. (15.56)
q=keN
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Woéwcezas wspotezynnik Cj, = 0. Na mocy rekurencji wszystkie nast¢pne wspotczynniki Cj4, = 0,
ostatnim niezerowym wspoélczynnikiem jest C_1. Szereg si¢ wiec urywa — staje si¢ wielomianem
zmiennej p. Funkcja radialna przyjmie postaé

k—1
uat(p) = exp(—prat) P Y Cypt, (15.57)
q=0

i tym samym jest calkowalna w kwadracie, czyli normowalna.
Musi wiec istnie¢ taka liczba catkowita k > 1 (bo ¢ > 1), ze

1
Aatlk+1)—1 =0 - Aal = . 15.58
al( + ) al k+1 ( )
Wedtug wprowadzonego oznaczenia (15.29) warunek ten zapisujemy
Eo 1
Aal = - =% = dl k>1. 15.59
al Ep k+1 ) a ( )

Uzyskany rezultat jest rownowazny kwantowaniu energii — wartosci wtasnych radialnego réwna-
nia Schrodingera. Utozsamiajac nieokreslong dotad liczbe kwantowa « z dodatnig liczbg catko-
wita k, mozemy napisaé

EIB

B = — —218
kl (k+l)27

dla k> 1. (15.60)
Oznacza to, ze mamy warunek kwantowania energii. Sposrod energii E,; < 0, tylko te spetniajace
warunek (15.60) prowadza do fizycznie akceptowalnych (normowalnych) rozwiazan. Wszystkie in-
ne energie daja rozwigzania nienormowalne — fizycznie nie do przyjecia. Do dyskusji kwantowania
energii w/g (15.60) wrocimy dalej.

15.3.4 Funkcje radialne — ogdlne sformulowanie

Wstawmy teraz warunek kwantowania w postaci (15.58) do relacji rekurencyjnej (15.49). Otrzy-
mujemy dla ¢ > 1

1— g (g+1)
q(qg+20+1)

Gy = Cy-1, (15.61)

co po elementarnych przeksztalceniach mozna zapisaé¢ w postaci

-2 k—q
E+1 q(g+20+1)

Cq = Cy-1. (15.62)
Jak juz wiemy szereg urywa sie (gdy ¢ staje sie rowne k), dajac wielomian stopnia k—1. Uwzgled-
niajac jeszcze warunek kwantowania (15.58) w funkcji radialnej (15.57), mamy

k—1
upi(p) = eXp(k:—fl) P Z Cq r’, (15.63)
q=0

gdzie, konsekwentnie, zamiast « piszemy o = k.
Wspotezynniki Cy wyznaczamy z rekurencji (15.62). Dla ¢ = 1 mamy
-2 k-1

G = Etrl 212

Co. (15.64)
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Nastepnie z (15.62) i z powyzszego dostajemy
—2 k—2

C = T 2 (21 + 3) ¢
-2 \%  (k—-1)(k-2)
= Co. 15.65
<k+l> 1-2(20+2)(20+3) ° (15.65)
Postepujac tak dalej uzyskujemy
-2 k—3
Cs = k+1 3(20+4) 2
-2 \3 (k—1)(k —2)(k — 3)
= ) 15.66
<k+l) 1-2-3Q21+2)21+3)20+4) ° (15.66)
Poniewaz
(k—1)!
E—1(k—=2)-----. k—¢q) = ————F——| 15.67
(k= D(k=2) o (k=g) = 7 (15.67)
nietrudno wiec jest kontynuowaé omawiang procedure, ktéra prowadzi do wniosku, ze
2 7 (k—1)! (20 + 1)!
c, = (-1)1 C 15.68
1 (=1) (k—l—l) (k—1—-¢q)! ¢ @2 +1+¢q)! 0 ( )

co w oparciu o relacje rekurencyjng (15.62) mozna prosto udowodni¢ przez indukcje matema-
tyczna wzgledem numeru q. Zwr6émy uwage, ze lewa strona w (15.67) ewidentnie zeruje sie dla
q = k. Prawa strona ma wtedy w mianowniku czynnik (—1)!, ktéry dazy do +oo. A zatem prawa
strona (15.67) takze zeruje si¢ dla ¢ = k. Dlatego tez mozemy stwierdzi¢, ze Cy—y = 0, co w
$wietle poczynionych uwag widac z (15.68).

Otrzymane wyrazenie na wspotczynniki Cy; mozemy podstawi¢ do wzoru (15.63). Wracajac
jednoczesnie do zmiennej r, podstawiamy p = r/ap i otrzymujemy

upi(r) = Co exp < —— ) rit

(k + l) ap
k—1
D2 (k-1 20+ 1) 2 d
= (k—1—-g)!(2l+1+¢q)q (k+1)ag
przy czym czynnik a;(lﬂ) wciggnelismy do statej Cy, ktora wyznaczymy oczywisdcie z warunku
normalizacyjnego
o 2
/ dr |ug |* = 1. (15.70)
0
Pela funkcja radialna wynika z (15.69) i ma postac
1
Rkl(r) = 7 ukl(r)

- e (i) lkzg = ()

(k—1)! (20 +1)!
k—1-q)l@+1+q! "

Zwyczajowo funkcje radialne (15.71) podaje sie w nieco innej, choé catkiem rownowaznej postaci.

(15.71)

Wrécimy do tego zagadnienia w czasie dyskusji uzyskanych wynikéw w nastepnych paragrafach.
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15.4 Dyskusja uzyskanych rezultatow

15.4.1 Rzedy wielkosci parametrow atomowych

Dozwolone wartosci energii elektronu w atomie wodoropodobnym (wartosci wlasne hamiltonianu)
wynikaja z otrzymanego warunku kwantowania energii (15.60). Aby go przedyskutowaé rozwazmy
jawne wyrazenie (15.26) dla energii jonizacji

2 2
W Ze? 1 45,9 e?

FEg = — = — VA . 15.72

e 2h? (4775()) g H€ 4dme he ( )

Wprowadzimy teraz niezmiernie pozyteczng wielkosé, zwang stala struktury subtelnej, ktora

standardowo oznaczamy przez

1 e2 1
— ) ~ — =~ 7.3-1073. 15.73
@ 4dme, <hc> ( )

Postugujac sie stata struktury subtelnej, zapisujemy energie jonizacji jako

2
Ep = %ZQaQ. (15.74)

Poniewaz masa zredukowana p /~ m,, zatem czynnik ucQ jest praktycznie rowny masie spoczyn-

2 razy, a wiec okolo

kowej elektronu (wyrazonej w jednostkach energii). Energia jonizacji jest o a
5.33 - 1075 razy mniejsza. Podkreslmy takze, ze dla cigzkich atomoéw (gdy Z jest duze), energia
F; 5 moze byé¢ juz poréwnywalna z masa spoczynkowa elektronu. Wtedy teoria nierelatywistycz-
na zalamuje si¢ i do opisu ciezkich atoméw niezbedna staje sie teoria relatywistyczna, co juz
wybiega poza program naszego wyktadu.

Wyrazmy jeszcze promient Bohra (15.23) za pomoca statej struktury subtelnej «,

a, 1 (B*\4me, 1 [ h dre, 1 /h\1
_ % 1 _ (™ — ()= 15.
“w=T Ty (p,) e2 Z(,uc)hc< e? ) Z(uc)a (15.75)

Odnotujmy, ze wielkosé¢

h
Ae=—~38-10%A (15.76)
ue
nazywamy comptonowsks dtugoscig fali elektronu. Jak nietrudno obliczyé¢ promien Bohra a, =
0.52 A, jest o trzy rzedy wielkosci wiekszy niz ..

15.4.2 Poziomy energetyczne. Gléwna liczba kwantowa
Przypomnijmy otrzymany powyzej (patrz 15.60) warunek kwantowania energii

EIB

By = — —12
M (k+10)2"

(15.77)
gdzie dla ustalonego [ catkowitego, mamy nieskoniczenie wiele pozioméw energetycznych, bowiem
k=1, 2, ... . Kazdy poziom jest przynajmniej (2! + 1)-krotnie zdegenerowany. Wynika to
stad, ze dla ustalonego [, magnetyczna liczba kwantowa m numerujaca harmoniki sferyczne
wystepujace w funkcji falowej przyjmuje wtasnie tyle wartosci. Jest to degeneracja o charakterze
zasadniczym, wynikajaca z symetrii sferycznej potencjatu coulombowskiego. Wystepuje tu jednak
réwniez degeneracja przypadkowa, a mianowicie jest tak wtedy gdy k+1 =k +1'.
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W przypadku atomu wodoropodobnego energia nie zalezy oddzielnie od liczb kwantowych
k il, lecz zawsze od ich sumy. Poniewaz k > 1, wiec wygodnie jest wprowadzié¢, nowsa, liczbe
kwantowa n zastepujaca sume k + [. Definiujemy wiec tzw. gtéwng liczbe kwantowsg

n="k+1, n=1,23,.... (15.78)

Zwr6éémy uwage na istotne ograniczenie wynikajace z okreslenia gtéwnej liczby kwantowej. Liczba

k musi by¢ wieksza lub rowna jednosci, wobec tego to ograniczenie na k = n — [ pociaga za soba
ograniczenie na [. Skoron —1 > 1, ton > [+ 1 Lub tez [ < n — 1. Wobec tego, dla danego
(okreslonego) n musi by¢

1=0,1,2,...,n—1. (15.79)

Orbitalna liczba kwantowa (przy ustalonym n) moze wiec przyjmowaé skoriczona ilo$é réznych
wartosci.

Wracajac do kwantowania energii za pomoca gtéwnej liczby kwantowej n widzimy, ze do-
zwolone energie atomu wodoropodobnego dane sg wzorem

E;s 1 F‘CQ 2 2

co jest identycznym z rezultatem wynikajacym z modelu Bohra (patrz Uzupetnienia), wyprowa-
dzonym tu jednak z $cistych zasad mechaniki kwantowej, a nie z poczynionych ad hoc postulatow.
Najmniejsza energia odpowiada n = 1: B} = —E;5. Aby zerwaé¢ wiazanie elektronu z jadrem (in-
nymi stowy, aby zjonizowaé¢ atom) trzeba oczywiscie dostarczy¢ elektronowi energie |E1| = Fyp,
co wyjasnia dlaczego F;p nazwaliSmy energia jonizacji.

Hoczyn pc? jest bardzo bliski energii spoczynkowej elektronu, ktéra wynosi okoto 0.5 MeV.
Stata struktury subtelnej o ~ 1/137. Widzimy, ze dla ciezkich atomow (Z rzedu kilkudziesieciu)
energia jonizacji zbliza sie do energii spoczynkowej elektronu. Omawiana tu teoria jest zatozenia
nierelatywistyczna, wiec oczekujemy, ze powinno byé E;p < pc?. Oznacza to, ze schrodingerow-
ska teoria atomu wodoropodobnego jest stuszna jedynie dla lekkich atoméw. Innymi stowy, dla
duzych Z potrzebna jest inna teoria — juz w pelni relatywistyczna.

Omoéwmy jeszcze konwencje terminologiczng. Ot6z odpowiednie liczby kwantowe nazwiemy
w nastepujacy spasob

(i) n=1,234,...... — gléwna;
(ii) [=0,1,2, ..., n—1 — orbitalna (azymutalna);
(iii) m=—l,...,0, ..., — magnetyczna; (15.81)

Stany scharakteryzowane okreslong liczba n (przy dowolnych [ i m) nazywamy powloka elek-
tronowa. Liczba orbitalna [ okresla podpowloki. Dla danego n mamy wiec n podpowtok, bo
tyle roznych wartosci moze przyjmowac orbitalna liczba kwantowa. W kazdej podpowtoce mamy
(21 4+ 1) stanow scharakteryzowanych roznymi liczbami magnetycznymi m. Na podstawie tej
dyskusji tatwo mozemy obliczy¢ krotnosé degeneracji n-tej powloki elektronowe;j

n—1
1
= (2l+1):2(”2)"+n:n2. (15.82)
=0

Nie uwzgledniamy tu spinu elektronu. Fakt, ze elektron posiada spin zwicksza krotno$é¢ degene-
racji o czynnik 2, co daje g, = 2n?.

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 180



6.03.2010 15. Atom wodoropodobny 181

Notacja spektroskopowa

Tak zwana notacja spektroskopowa pochodzi jeszcze z XIX wieku (sprzed powstania mechaniki
kwantowej). Podpowlokom numerowanym przez orbitalna liczbe kwantowa przyporzadkowane sa
litery w nastepujacy sposob

=2 — d ... i dalej alfabetycznie (15.83)

Dalej notacje spektroskopowa konstruujemy tak : (liczba)(litera). Liczba z przodu numeruje
powloki elektronowe, a wiec odpowiada gtéwnej liczbie kwantowej, natomiast litera przyporzad-
kowuje podpowtoki wedtug powyzszej tabeli. A zatem, na przyklad, mamy

1s, n=1,1=0, — stan podstawowy
2s, n=2,1=0,
— pierwszy stan wzbudzony (15.84)
2p, n=2,1=1,
...................... itd.
Powtoki elektronowe n =1, 2, 3, ..., czasem bywaja nazywane duzymi literami: K, L, M, ...,

i dalej alfabetycznie.

15.4.3 Radialne funkcje falowe
Funkcje radialne — wprowadzenie

Na podstawie og6lnych rozwazan dotyczacych potencjatéw centralnych wiemy, ze petna funkcja
falowa (w reprezentacji potozeniowej) to iloczyn funkcji radialnej Ry;(r) oraz harmonik sferycz-
nych Yy, (0, ¢). Poniewaz wprowadzilismy w (15.78) gltéwna liczbe kwantowa, wiec musimy to
uwzglednié¢, dokonujac przenumerowania w funkcjach radialnych. Wzory (15.69) — (15.71) przed-
stawiajg sposob konstrukeji funkeji radialnych. Wobec tego dokonujac przenumerowania pamie-
tamy, ze k = n — [ oraz , ze dla ustalonego n liczba [ przebiega od zera do (n —1). W ten sposob
otrzymujemy dla kilku pierwszych funkcji radialnych

Ryp—1,1=0 = Rg=1,=0, Ry,—31—0 = Ri=3,—0,
Rp—21—0 = Rg=2;-0, Ry—3,1=1 = Rp=2;-1,
Rp=21=1 = Rp=1,)=1, Ry—3 1= = Rp=1=2, (15.85)

co oczywiscie mozemy bez trudu kontynuowaé dalej. Na podstawie obliczonej funkeji (15.71)
mozemy wypisa¢ jawng postaé¢ odpowiednio przenumerowanej funkcji radialnej

Ru(r) = Co exp( r ) , Z ( 1') ( 2r >
nag = nag
(n—1— 1)1 (20 +1)!
R S ESET

Pozostaje nam teraz doprowadzi¢ znalezione funkcje radialne do bardziej zwartej postaci.

(15.86)

Funkcje radialne i wielomiany Laguerre’a

l

Wprowadzamy teraz pewne state czynniki w cztonie r*, uwzgledniajac ich odwrotnosé z samego

przodu. Co wiecej, z sumy w drugiej linii wydzielamy czynniki nie podlegajace sumowaniu i
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jednoczesnie licznik i mianownik dzielimy przez ten sam czynnik. W rezultacie otrzymujemy
skomplikowane wyrazenie postaci

e - (3 e (32)(2)
(n—1—1)! (20 + 1)
[(n—1—1)+ 2 +1)]

Y (2

q=0 q nap

[(n—=1-1)+ 2+ 1))
m—1l—-1=¢)!(2l4+1+4¢q)! "

(15.87)

Wszystkie czynniki stojace przed suma (wlacznie z silniami) i niezalezne od zmiennej radialnej r
zbieramy w jedna stala normalizacyjna (zalezna teraz od liczb kwantowych n i l). W ten sposob
radialng funkcje zapisujemy jako

Ra) = aw (-5 2) (20

2 nag nag

y nilfl (—1)1 ( 2 )q

o q! nag

[(n—1—1)+ (20 4 1)]!
n—l—-1—ql@+1+q! "

(15.88)

W drugiej linii powyzszego wyrazenia mamy wielomian stopnia (n — [ — 1). Szukajac w en-
cyklopedii matematycznej znajdujemy tzw. stowarzyszone wielomiany Laguerre’a, zdefiniowane
wzorem

4 (p+3)!
q! P—'(s+q!

(15.89)

A wiec Lés) (x) jest wielomianem stopnia p. Poréwnujac nasz wielomian w (15.88) z wielomianami
Laguerre’a, widzimy, ze przyjmujac p = (n — [ — 1) oraz s = (2] + 1), mozemy radialna funkcje
falows zapisa¢ za pomocs wielomianéw Laguerre’a

1 2r 2r \ ! or
Ryi(r) = App exp <— 3 nas ) () Lfflil)l () (15.90)

nag nag

Wielomiany Laguerre’a sa bardzo dobrze znane, ich rozliczne wtasnosci sa stablicowane, tatwo
jest wiec sie nimi postugiwaé (patrz takze Dodatki matematyczne). Aby definitywnie zakonczyé
analize radialnych funkcji falowych dla atomu wodoropodobnego, trzeba jeszcze obliczyé stata
normalizacyjna wystepujaca w (15.90).

Normowanie

Stala normalizacyjna wyznaczymy z warunku (14.53), tj.

- / dr 12 |Ryu(r)[?. (15.91)
0
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Biorac funkcje R,,;(r) dana w (15.90) i zamieniajac zmienna catkowania x = 2r/nap, dostajemy

3 fe’e) 2
b= (ngB> |Anl|2/0 de 222 ot [anflr—l)l(x)} _ (15.92)

Calke taka rozwazamy w Dodatku matematycznym. Dana jest ona wzorem (E.30a). Wobec tego
z (15.92) od razu dostajemy

_ (nap\? 2n (n +1)!

Stad juz bez trudu mamy

2\%? [ (n—1-1)!
A = (— - 15.94
[An <na3> 2n (n +1)! (15.94)

Radialne funkcje falowe atomu wodoropodobnego

Wybierajac dowolng faze stalej normalizacyjnej (15.94) réwna zeru, podstawiamy ja do wzoru
(15.90) i otrzymujemy ostateczna postaé¢ radialnych funkcji falowych atomu wodoropodobnego

Rulr) — (22)3/2 nztZDb (Qz)l

nag 2n (n +1)! nag
Zr 2[+1) <2ZT’)
i Y 15.95
<o (- Z0) 120 (220, (15.95

gdzie uwzgledniliSmy, ze ap = ay/Z.

15.4.4 Jawne wyrazenia dla kilku pierwszych funkcji radialnych

Wyrazenia dla funkcji radialnych atomu wodoropodobnego konstruujemy w oparciu o formute
(15.95), w ktorej potrzebujemy jawnej postaci wielomianéw Laguerre’a. Te ostatnie znajdujemy
w tablicach, lub bez trudu wyznaczamy z definicji (15.89). Mamy wowczas

Ly (@) = 1, (15.96a)
LP@) = (s+1)-u, (15.96b)
L) = %(8+1)(s+2)—$(5—|—2)—|—%$2, (15.96¢)

co wystarczy do prostych obliczenn jawnej postaci kilku pierwszych funkcji radialnych atomu
wodoropodobnego.

Funkcja Ryy(r)

W tym wypadku mamy n = 1, [ = 0 (jedynie mozliwe), wigc (n —1 —1) =0, (20l +1) = 1.
W funkcji R1g wystepuje wiec wielomian Laguerre’a L(()l) () = 1. Z (15.95), po elementarnych
przeksztatceniach tatwo otrzymujemy

Roct 1z (1) = 2 ( Z )3/2 exp (-Z’"> (15.97)

Qo Qo
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Funkcja Ry (1)

Teraz mamy n = 2 oraz | = 0, a zatem (n — 1 — 1) =1, (2l + 1) = 1. Bierzemy wiec wielomian
Lgl)(x) = 2 — x. Po prostym uporzadkowaniu dostajemy

Ry—s, 1= (1) = 2 (Z>3/2 (1 _ > exp (— 22;;) . (15.98)

2a, 2a,

Funkcja Ry (r)

Analogicznie, mamy n = 2 oraz [ = 1, a zatem (n — 1 — 1) = 0, (2l + 1) = 3. Bierzemy wiec

3)

wielomian Ly’ = 1. Upraszczajac wspolczynniki mamy
2 (ZNY?2(zZr Zr
Ry—o = = —(— — -—— . 15.99
=21l (T‘) \/3 <2a0> (2%) P ( 2a, ) ( )

Funkcja Rs3y(r)

Tutaj mamy n = 3 oraz | =0, a zatem (n—1—1) =2, (21+1) = 1. Z (15.96c) mamy wielomian
Lgl) = 22/2 — 3z + 3. Upraszczajac wspotczynniki dostajemy

Ry—3 -0 (1) =

2 [ Zr\? Zr

S (== - =), 15.100
+zs(z’)ao) ] eXp( 3ao) (15.100)
Funkcja Rs31(r)

I dalej, mamy n =3 oraz |l =1, a zatem (n—1{—1) =1, (214+1) = 3. Z (15.96b) mamy wielomian

L§3) = 4 — z. Proste uporzadkowanie wspolczynnikéw daje nam

v = () @) (Z)] ()

Funkcja Rs32(r)

I wreszcie n = 3 oraz | = 2, a zatem (n —[ —1) =0, (20 + 1) = 5. Z (15.96a) mamy wielomian
L(()E)) = 1. Wobec tego

2V2 ( Z\3? [ Zr\? Zr
—3 |— = —— | — — - — . 15.102
Rn_g’l_Q (’I") 3\/5 <3a0> (3@0) eXP( 3a, ) ( °-10 )

15.4.5 Podsumowanie

Funkcje falowe atomu wodoropodobnego (elektronu w polu jadra) sa numerowane trzema liczbami
kwantowymi (15.81) i maja postaé

d}nlm(F) = Rnl(r) Yzm(a (10)’ (15103)

gdzie funkcje radialne dane sa w (15.95), za§ harmoniki sferyczne sa znane z poprzednich roz-
dzialéw. Liczby kwantowe sg nastepujace

gltébwna — n=1,2 3,4, ...... ;
orbitalna (azymutalna) — [(=0,1,2,..., n—1;
magnetyczna — m=—[,...,0, ..., (15.104)
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Powyzsze funkcje sa ( w reprezentacji polozeniowej) stanami wtasnymi energii odpowiadajacymi
wartosciom wlasnym
Eip 1 pZ2et 1 pc?

Bn = o T T Y T W 2

Z? o, (15.105)

przy czym energie te sa n?-krotnie zdegenerowane. Wygodnie jest takze zauwazyé, ze promien
Bohra a, = h?/u3, zatem
1 pz?p% 1 Z2p

E, = — — - .
" n?2 2h? n? 2a,

(15.106)

Funkcje falowe (15.103) tworza zupely zbior funkcji ortonormalnych

<¢nlm | ¢n/l’m’> = 5nn’ 5ll’ 5mm’- (15107)

Normowanie tych funkcji przeprowadziliSmy w sposéb jawny. Ortonormalno$é¢ wzgledem liczb
kwantowych [ 1 m tatwo jest wykazaé, korzystajac z ortonormalnosci harmonik sferycznych. Or-
togonalnosé wzgledem glownej liczby kwantowej wynika z faktu, ze odpowiadaja one réznym
warto$ciom wlasnym energii. Warto zwroéci¢ uwage, ze przy bezposrednim dowodzie ortogonal-
nosci wzgledem n musimy wykazaé, ze zachodzi relacja

/ dr 12 Ryy(r) Rua(r) = (15.108)
0

co niestety jest trudne. Wynika to stad, ze argumenty wielomianéw Laguerre’a wystepujacych w
funkcjach radialnych sa postaci 2Zr/na, oraz 2Zr/ka,. Fakt, ze argumenty te sa rozne sprawia,
ze jawne wyliczenie omawianej caltki jest bardzo klopotliwe.

15.5 Obliczanie $rednich (r*),,

15.5.1 Wprowadzenie

Interesuja nas srednie (wartosci oczekiwane) poteg odlegtosci elektronu od jadra atomowego, gdy
atom znajduje sie stanie wtasnym energii opisywanym liczbami kwantowymi n, [, m. Bedziemy
wiec badaé¢ wielkosci postaci

<TS >nl = <wnlm |7“S |¢nlm>a (15.109)
gdzie s jest liczba catkowita, zas | ¥y, ) sa funkcjami falowymi atomu wodoropodobnego
djnlm(f') = Rnl(r) Yim(ea 90)' (15'110)

Zwroémy uwage, ze w warto$é oczekiwana (15.109) nie zalezy od magnetycznej liczby kwantowej
m, co wynika z ortonormalnosci harmonik sferycznych. Co wiecej, ortonormalnosé harmonik
sferycznych natychmiast redukuje tréjwymiarowsa catke do jednowymiarowej calki radialnej

(r* ) = /0 dr r*t% R2,(r). (15.111)

Podstawiajac funkcje radialne R, (r) wedlug wzoru (15.95) otrzymujemy

= () Sy

o0 27 \% 27
X / dr r*+? < r) exp (— T)
0 nag nag

2
< [LETY (227 nay)| (15.112)
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Dokonujemy zamiany zmiennej catkowania

27
n—aor =z, lub r o= %x, (15.113)

i przeksztalcamy calke do postaci

(r*)m = (22>3(”_l_1)'

nay) 2n(n+ )
o) s+2
nto nao s+2 20, (2141) , 112
></o (22>d‘r (22) oo {anﬂﬂ?)]
(n—l— 1)' <na0>s/oo oliois (2141)
T ot \27 Pl : 15.114
i \2z) J, @° L @) (15.114)

Ogolne obliczenia takich catek sg niestety dosy¢ zlozone. Kilka szczegblnych przypadkéw mozna
jednak stosunkowo tatwo obliczyé. Sa to przypadki s = 0,1, oraz s = —1, —2. Niezbedne do
obliczen caltki sa podane w Dodatku matematycznym. Obliczanie catek typu (15.114) dla innych
s staje sie bardzo klopotliwe, nie bedziemy wiec tego rozwazac¢. Innym, i to bardzo wygodnym
wyjéciem jest znalezienie odpowiedniej relacji rekurencyjnej, co oméwimy nieco dalej.
15.5.2 Kilka przypadkéw szczegélnych
Przypadek (%),
Oczywiscie catka (19 ),; = (¥nim | 1| ¥nim ) jest po prostu catka normalizacyjna funkcji falowych.
Jej wynik jest trywialny

(r = 1, (15.115)

co zreszta jest oczywiste, jezeli uzmystowimy sobie, ze wartosé oczekiwana statej (rownej 7% = 1)
musi by¢ réwna tej samej stalej.

Przypadek (7),;

Kolejna srednia (7 ),; odpowiada s = 1. Wobec tego pod catka w (15.114) argument z wystepuje
w potedze 2] + 3. Odpowiednia caltke znajdujemy w (E.30b), wiec z (15.114) dostajemy

(= SR (5 [T e e 12 @)

20 (n+1)!
_ (n—=1-=1)! /nag (n+ D!
= G (az) 2 - )
- i [3n2 — 1(1+1)]. (15.116)

Rezultat ten warto zestawi¢ z promieniem 7, = n?a, /Z, obliczonym w ramach modelu Bohra
(por. (34.14b). Niestety, w przeciwieristwie do kwantowania energii nie wystepuje tu zgodnosé.
Pewnym wytltumaczeniem tego braku zgodnosci moze byé to, ze tutaj (a wiec w kontekscie
mechaniki kwantowej) nie méwimy o promieniu orbity (pojecie trajektorii nie ma sensu) lecz
tylko o sredniej odleglosci elektronu od jadra.
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Przypadek (r~!),;

Nastepna $rednia, ktora zbadamy odpowiada s = —1. Pod catka (15.114) wystepuje wiec z2/+1,

co odpowiada tzw. calce ortogonalizacyjnej (E.15) dla wielomianow Laguerre’a. Wobec tego
dostajemy

(D = S (52) [T e e
(n—1-1)! /27 (n+1)! 7Z
- 2n(n—|—l)!<7wo> (n—101-1)! - ay n? (15.117)

Zauwazmy, ze ze wzorow (15.116) i (15.117) jasno wynika, ze (71 ), # (7).}

Przypadek (r2),;

I wreszcie ostatni prosty przypadek odpowiada s = —2. W calce (15.114) wystepuje czynnik z2.
Na podstawie wyrazenia (E.38) otrzymujemy

1 _ (n=1-=1)! /na, e 21+1) 2
< 72 >nl  2n(n+1)! (2Z> / dw 2 (L= ()]

 (n—l-1) /27 (n+1)!
T 2n(n+1)! (na0> 204+ 1)(n—1—1)!
27°

— 15.118
azn3 (2l +1) ( )

15.5.3 Wazor rekurencyjny Kramersa dla srednich (%),

Jak wspominalismy, klopoty z obliczaniem calek typu (15.114) mozna ominaé¢ za pomoca odpo-
wiedniej relacji rekurencyjnej. Punktem wyjscia do znalezienia takiej relacji dla srednich typu
(7® ) jest radialne réwnanie Schrodingera, ktore jest speliane przez funkcje radialne Ry (r)
lub u,;(r). Wyprowadzenie jest skomplikowane, podamy tu jedynie konicowe wyniki, a wypro-
wadzenie odktadamy do Uzupetnieri. Rezultatem do$é¢ zmudnych obliczent jest tzw. rekurencyjny
wzor Kramersa

(s+1)

a _
0 = n2 <Ts>nl - (25+1)?0<T5 1>nl

a2
+ Z[(2l+ 1) — Q}Z—gw—?m. (15.119)

Relacja ta, wraz z obliczonymi juz powyzej srednimi pozwala wyliczy¢ wszelkie inne $rednie
rozwazanej postaci. Do dalszych zastosowan (np. przy obliczeniach za pomoca rachunku zabu-
rzen) przydadza sie nam jeszcze nastepujace formuty, wynikle ze wzoru Kramersa i z rezultatow
(15.115)-(15.118).

I tak na przyklad, dla s =2, z (15.119) dostajemy

0= S5 (P — 52 (rhm + %[(2l+1)2—4}—<r0>nl. (15.120)

2

(P = [5%(@”[ - ;(412+4Z—3)§°2<r0>m] (15.121)
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Podstawiajac wartosci oczekiwane (15.115) i (15.116) otrzymujemy

2 2 2
9 _n oa 9 9 a 9
(1) = 3[2202 (3n° =1 —1) — 575 (4 +41—3)]
2
= nQ%[5n2—3l(l+l)+1]. (15.122)

W analogiczny sposob, ktadac w (15.119) s = —1 i korzystajac z (15.117) oraz z (15.118),
obliczymy warto$é oczekiwana

_ A 1
(r ) = <ag>> AT 1) (15.123)

z ktorej skorzystamy przy innych zastosowaniach.
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