
Kolokwium II (20.04.2015.)

Mechanika kwantowa
dla inzynierii nanostruktur oraz energetyki i chemii jadrowej

(zadania 2. (D*) oraz 3. (D*) sa nieobowiazkowe)

1. Znajdz reprezentacje macierzowa operatorow momentow pedu L̂x, L̂y oraz L̂z dla stanow
o orbitalnej liczbie kwantowej l = 1 i sprawdz ich relacje komutacji:

(A) Wylicz reprerezentacje macierzowa operatora L̂z.

• Wypisz wszystkie stany wlasne |l,m〉 operatora L̂2 oraz L̂z, ktore maja l = 1.

• Zapisz dzialanie L̂z na kazdy z wypisanych powyzej stanow |l,m〉.
• Oblicz 〈l′,m′|L̂z|l,m〉 pamietajac o ortogonalnosci stanow |l,m〉.
• Zapisz wyliczone elementy macierzowe w postaci macierzy.

(B) Kolejno wylicz reprerezentacje macierzowa operatora L̂x oraz L̂y.

• Najpierw zapisz dzialanie L̂+ oraz L̂+ na kazdy z zapisanych powyzej stanow |l,m〉
korzystajac z rownania L̂±|l,m〉 = ~

√
l(l + 1)−m(m± 1)|l,m± 1〉.

• Zapisz dzialanie L̂x oraz L̂y na kazdy z wypisanych powyzej stanow |l,m〉 korzy-
stajac ze zwiazku L̂± = L̂x ± iL̂y.

• Oblicz 〈l′,m′|L̂x|l,m〉 oraz 〈l′,m′|L̂y|l,m〉 pamietajac o ortogonalnosci stanow |l,m〉.
• Zapisz wyliczone elementy macierzowe w postaci macierzy.

(C) Oblicz komutator macierzy reprezentujacych operatory L̂x oraz L̂y. Czy komutator
ten jest proporcjonalny do macierzy reprezentujacej operator L̂z? Czy mozna powie-
dziec, ze spelniony jest zwiazek pomiedzy operatorami [L̂i, L̂j] = i~εijkL̂k? Odpowiedz
uzasadnij.

2. Dany jest wektor stanu czastki

|ψ〉 =
1√
3
|φ0〉+

√
2
3
|φ1〉, (1)

gdzie stan |φ0〉 jest stanem wlasnym Hamiltonianu oscylatora harmonicznego do energii
E0 = ~ω/2 a |φ1〉 jest stanem wlasnym Hamiltonianu oscylatora harmonicznego do
energii E1 = 3~ω/2:

(A) Oblicz prawdopodobienstowo tego, ze czastka bedaca w stanie |ψ〉 jest w stanie
podstawowym oscylatora harmonicznego.

(B) Oblicz srednia energie czastki bedacej w stanie |ψ〉 – w tym celu nalezy obliczyc
〈ψ|Ĥ|ψ〉, gdzie Ĥ to Hamiltonian oscylatora harmoniczego.

(C) Oblicz srednie polozenie czastki w stanie |ψ〉 uzywajac reprezentacji polozeniowej.
Pamietaj, ze w reprezentacji polozeniowej operator polozenia to 〈x′|x̂|x〉 = xδ(x− x′), a
stany |φ0〉 oraz |φ1〉 sa reprezentowane przez nastepujace funkcje falowe
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, (2)

gdzie dwa pierwsze wielomiany Hermite’a to:

H0(x) = 1 (3)
H1(x) = x. (4)

(D*) Przyjmujac, ze w chwili poczatkowej t = 0 czastka znajduje sie w stanie |ψ〉, wylicz
ewolucje czasowa |ψ(t)〉 oraz ewolucje sredniego polozenia w czasie.

Wskazowki: Calka
∫∞
−∞ e

−ax2dx =
√
π/a gdy a > 0. Rozniczkujac po parametrze a po-

przedni wzor mozesz wyliczyc pozostale calki potrzebne w zadaniu. Calki oznaczone z
funkcji nieparzystych po x ∈ (−∞,∞) znikaja.

3. Elektron w pewnym potencjale sferycznie symetrycznym jest opisany funkcja falowa

ψ(r, θ, φ) =
1√
π

( 1
a0

)3/2
e−r/a0 , (5)

gdzie a0 to promien Bohra:

(A) Znajdz prawdopodobienstwo tego, ze elektron znajduje sie dokladnie w odleglosci
jednego promienia Bohra od zrodla potencjalu sferycznie symetrycznego.

(B) Znajdz prawdopodobienstwo tego, ze elektron znajduje sie w odleglosci nie wiekszej
niz jeden promien Bohra od zrodla potencjalu sferycznie symetrycznego.

(C) Znajdz srednia odleglosc elektronu od zrodla potencjalu sferycznie symetrycznego.

(D*) Znajdz najbardziej prawdododobna odleglosc elektronu od zrodla potencjalu sfe-
rycznie symetrycznego.

Wskazowki: Element calkowania na sferze o promieniu R to R2 sin θdθdφ; element cal-
kowania w kuli to r2 sin θdrdθdφ, gdzie wspolrzedne sferyczne sa zdefiniowane tak, ze
r ∈ [0,∞), θ ∈ [0, π] a φ ∈ [0, 2π]. Calka

∫
xnecxdx = ecx(x

2

c
− 2x
c2

+ 2
c3

).
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