Mechanika Klasyczna

Piotr Szankowski

I. WSTEP

Podstawowe pojecia i definicje:

e Lagrangian ukladu opisanego zbiorem uogdlnionych wspélrzednych {q;}:
L, ansdn,-- - dn) = T(@) = V(@) (1)

e Ped uogdlniony sprzezony ze wspolrzedna uogdlniong ¢;:

oL
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Pi = 5. (2)
e Hamiltonian (energia) ukladu:
N
H(plv7pNaq1a7QN):Zp7Q'L*£a (3)
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gdzie ¢; jest wyrazona jako funkcja uogdlnionych wspolrzednych ¢ i uogélnionych peddéw p.

e Dynamika uktadu jest opisana rownaniami Hamiltona, ktére sa rownowazne réwnaniom Newtona:
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dla kazdego 1.
e Wielko$¢ dynamiczna A = A(q1,-..,qN;P1,---,pN) nazywamy stalg ruchu gdy:

dA
= =o. (4)

Przykladem stalej ruchu jest sam Hamiltonian ukladu (pod warunkiem, ze uklad jest izolowany).

II. OSCYLATOR HARMONICZNY

Definicja — Oscylatorem harmonicznym nazywamy czastke poruszajaca sie w parabolicznym potencjale:

V(o) = ymete o)

ktory generuje site proporcjonalna do wychylenia czastki z polozenia réwnowagi
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Przyktadem oscylatora harmonicznego jest wahadto w polu grawitacyjnym, ktére wykonuje male drgania wokdt po-
lozenia réwnowagi.
Zastosowania — Model oscylatora znajduje szerokie zastosowania w opisie ruchu czastek wokét ich polozenia row-
nowagi, tzw. przyblizenie matych drgan.



Polozenie réwnowagi qg definiuje sie jako polozenie, w ktérym energia potencjalna jest minimalna:
qo : V(go) = minimum. (7)

Rozwijajac potencjal w szereg Taylora woké! tego punktu do najnizszego nieznikajacego rzedu (pierwsza pochodna
V znika z warunku ekstremum) otrzymujemy potencjal oscylatora

V=V + g (5 )| (@, ©)

q0

przy czym 9*V/8¢?|,, > 0 z warunku minimum.
Hamiltonian i réwnania ruchu — Lagrangian oscylatora harmonicznego jest dany przez:

1,1
L(q,q) = gqu - §mw2q2 (9)

Latwo znajdujemy ped uogdlniony, ktéry jest réwny zwyczajnej definicji pedu (tzn. ped = masa x predkosé):
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tak wiec Hamiltonian ma postaé
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Réwnania ruchu oscylatora:
. p
q=—
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p=—mwy,
eliminujac p przy pomocy pierwszego réwnania dostajemy réwnanie Newtona z sita F = —mw?q:
§=—w?q. (12)
Rozwiazaniem tego réwnania jest
7(0
q(t) = q(0) coswt + 4(0) sin wt. (13)
w

Wielowymiarowy oscylator harmoniczny i separacja zmiennych — wyobrazmy sobie czastke poruszajaca sie wokot
minimum tréjwymiarowego potencjalu V(z,y, z). Rozwijamy potencjal w przyblizeniu malych drgan:

Viw., )~ V(@) + 5 Z (aijavx)

macierz 0%V/0x;0x |+, jest dodatnio okreslona z warunku minimum. Przechodzac do odpowiedniego ukladu wspél-
rzednych zawsze mozna “zdiagonalizowaé” potencjal:

V({L‘7y7 Z) - V(Qh CI27QS) = V(@O) +

72 ( 0q? ) | ~ )

q0

(zio — @i)(wjo — x5), (14)

zo

Zdefiniujmy czestoéci oscylatora mw? = 92V /9q? |q0, wtedy Hamiltonian przybierz postac

H(P,q) = Zpﬂr mzw

3
= ZHw(Pi,qz')» (15)



gdzie H;p to Hamiltoniany jednowymiarowego oscylatora. Wypisujac rownania ruch przekonamy sie, ze rownania sie
rozprzegly i mozemy je rozwiazaé dla kazdej wspolrzednej z osobna:

gi = mpi,

Pi = —mw}q;.
Ten przyktad ilustruje ogdlna wlasnosé réwnan ruchu, zwana separacjg zmiennych: jedli Hamiltonian ma postaé
sumy czynnikéw zalezacych od réznych zestawdéw zmiennych, H(p1,q1 ..., Pry GMPMA1s M 41y - - -y PM4+N > MAN) =
Hp1,q1 -0 90m) + H(PM+1, 901415 - - - s PM+N, qM+N ), 10 TOWNania ruchu rozprzegna sie.

III. SZTYWNY ROTATOR

Rysunek 1. Sztywny rotor.

Wstep — Rotator sztywny to najprostszy model opisujacy uktad dwoch oddziatujacych ze soba czastek. Zaklada sie,
ze czastki pozostaja w stalej odleglosci, poza tym poruszaja sie swobodnie. Taka sztywna czasteczka moze wykonywaé
ruch translacyjny jako calo$é¢ oraz obracaé sie swobodnie wokol jej srodka masy.

Wspolrzedne srodka masy — Energia kinetyczna rotatora jest dana przez

1 1
T = —my7? + —mor? (16)
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Przechodzimy do uktadu srodka masy:
5 MmaTi + malh
= 1
F= i men (17)
7? = ’Fl — Ta. (18)

Warunek sztywnosci rotatora przeklada sie na |7] = const.. Jako wspélrzedne uogélnione wybieramy polozenie rodka
masy {R1, Ra, R3} oraz katy {6, ¢} okredlajace kierunek wersora 7 (patrz rysunek (1)). Z latwoscia obliczamy, ze

) . cosﬁcosqﬁé—sinﬁsinqﬁq}
F=ri=r| cosfsingt —sinfcosg¢ |, (19)
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co daje Lagrangian
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gdzie p = mymso/M - masa zredukowana.

Jak widzimy ruch srodka masy odseparowal sie ruchu wewnetrznych stopni swobody. Poniewaz na rotator nie dziata
zadna zewnetrzna sita ruch $rodka masy nie zmieni si¢ (Pierwsza zasada dynamiki Newtona). Co za tym idzie, zawsze
mozemy przejsé¢ do inercjalnego uktadu srodka masy eliminujac w ten sposéb pierwszy czton z Lagrangianu.

Hamiltonian i réwnania ruchu — Znajdujemy uogdélnione pedy:

po = pr’0,
ps = pr’sin’® 6 ¢, (21)
i obliczamy Hamiltonian
2 2
H(po, 05y, &) = pob + ppd — L = 55 + 2 (22)

2ur?  2ur?sin® 6

Obréémy uklad érodka masy tak aby rotator wirowal w plaszczyznie XY, wtedy kat 6 = 7/2 i nie bedzie sie zmienial.
W przypadku takiego wyboru uktadu wspélrzednych réwnania ruchu na wspélrzedna ¢ przyjma postac:
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czyli py jest stalg ruchu (I = pr? - moment bezwladnodci).
Moment pedu — Przypomnijmy definicje momentu pedu dla czastki o masie u:
L=pufxr=7rxp (24)

We wspoélrzednych sferycznych mamy, ze z-owa skladowa momentu pedu jest réwna uogélnionemu pedowi zwigzanemu

z Q!
L. = pr’sin® 0 = py. (25)

A wigc moment pedu jest stalg ruchu rotatora sztywnego.
Przy odrobinie algebry mozemy latwo pokazaé, ze kwadrat dtugosci wektora momentu pedu jest réwny:
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(26)

czyli Hamiltonian rotatora (energia rotatora) jest réwny jedna druga razy (moment pedu)?/(moment bezwladnogci):
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IV. NAWIASY POISSONA

Wstep — Nawias Poissona wielkosci dynamicznych A(p, §) i B(p, ¢) jest zdefiniowany jako:

0A0B 0A0OB
4,5} = XZ: 9q; Op;  Op; Oq;” (28)

Nawiasy Poissona sg poteznym narzedziem stuzacym do badania ogélnych wlasnosci uktadéow dynamicznych. Jednym
z zastosowan jest poszukiwanie stalych ruchu. Zachodzi twierdzenie, ze jesli

{A(pv Q)v H} =0, (29)

to A(p, q) jest stala ruchu.
Dowdd twierdzenia o statych ruchu — Korzystajac z réwnan Hamiltona pokazemy, ze

dA DA

o= TAMHY (30)



Dowdd:
dA(t,p,q) 0A 0OA. O0A.
iYL VA i B R Ry 1
dt ot +8qq+8pp (31)
Z réwnan Hamiltona mamy, ze ¢ = OH/Ip i p = —0H/Jq, a wiec
A A A A
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co nalezato pokazac.
Energia jest zachowana — jesli Hamiltonian uktadu nie zalezy explicite od czasu (tzn, wszystkie pola sil sa stale w
czasie) to

dH OHOH OHIOH
dt (.M} = Z dq; Opi  Opi 0qi 0 (33)
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co stanowi te$¢ prawa zachowania energii.
Zachowanie momentu pedu — wczedniej widzieliémy, ze w czasie ruchu rotatora moment pedu jest zachowany.
Obliczmy nastepujacy nawias Poissona:

OL2dL.  OL?

2 _ 2

0. (34)

Stad wyniki, ze {L? L,} = {L? L,} = 0, poniewaz zawsze mozemy obréci¢ uklad wspoéirzednych w taki sposéb, ze
L; — L,. L?, jako kwadrat wektora, nie zmieni si¢ przy takim obrocie. Tak wiec wektor momentu pedu jest stala
ruchu rotatora.

Ogodlniej, przy odrobinie algebry mozna pokazaé, ze energie kinetyczna czastki poruszajaca si¢ w trzech wymiarach
mozna zapisa¢ jako

T= %m(r2 + 7262 + r2sin? 0 $?). (35)

Jedli dodatkowo zalozymy ze czastka porusza sie w centralnym potencjale, tzn potencjale, ktéry zalezy tylko od
odlegtosci czastki od poczatku ukladu wspoélrzednych: V' =V (]7]), to Hamiltonian uktadu bedzie mial postaé

L
H=Lr 4 +V(r), (36)
gdzie p, to ped uogdlniony zwiazany z radialng wspélrzedna r. Poniewaz skladowe momentu pedu zaleza tylko od
wspolrzednych katowych mamy, ze

{L;,H} = erz{Li,ﬁ} =0. (37)

A wigc, w czasie ruchu w polu centralnym moment pedu jest wielodcig zachowana!



