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1 Pochodne i calki

Pochodng f'(z) funkcji f w punkcie = definiujemy jako:
o fate) - @)
e—0 £

Funkcje, dla ktérych pochodna istnieje w danym punkcie, nazywamy rézniczkowalnymi w danym
punkcie. Przykladem funkeji nierézniczkowalnej jest f(x) = |z| w punkcie x = 0 (dostajemy 1, jesli
zbiegamy od strony dodatniego €, lub —1, gdy zbiegamy od strony ujemnego ).

Dla k = 2,3,4,... definiujemy rekurencyjnie k-ta pochodna jako pochodna (k — 1). pochodnej.
Pochodne mozna oznaczaé na dwa sposoby:

@), (@), fO), D), (O, ... notacja Lagrange’a

A B d

I (x), @(x) ) @(x) , @(x) , @(QE) ) e notacja Leibniza

Ponadto, pochodna po czasie mozna oznacza¢ kropkami — jest to tzw. notacja Newtona:

da d*a
—(t) = aft —(t) = @t
o (8 =alt) gz () = alt)
Podstawowe wtasnosci:
Vaer (af+g) =af' +¢ liniowo$é
(f-9)=fg+fd pochodna iloczynu (tzw. wzér Leibniza)
flg(x)) = f'(g9(x)) - ¢'(x) pochodna funkcji zlozonej
Przyktady:
@ [ 7@
% | ax® T
sinx | cosz
cosx | —sinx
e e
Inx 1/x

Funkcja pierwotna funkeji ciaglej f(z) nazywamy funkcje F(x) spelniajaca
Fl(z) = f() .
Funkcja pierwotna jest okreslona z dokladnoscia do stalej addytywnej, bo
(F(z)+c¢) = F'(x).

Calka oznaczong z funkcji ciaglej f(x) po przedziale [a, b] nazywamy réznice obliczonych na konicach
przedzialu wartoéci funkcji pierwotnej:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a) .

Réwnowaznie, mozna definiowaé catke jako pole pod wykresem funkcji. Bedzie ono réwne nastepuja-
cej granicy (co pozwala zrozumieé, skad wziela sie notacja — pierwotnie symbol ,,[” (stylizowane s)
oznaczal sumowanie nieskoficzenie wielu malych pél o szerokosci dzx):

n—oo 2

b n
/ f(z)dz = lim ZMAI,
¢ k=1
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gdzie xx, = a+k-Axi Az = b*T“. Kazdy sktadnik sumy to pole trapezu o wysokosci Ax i podstawach

f(@r), f(@r).

fx)

Podstawowe wlasnosci:

b b b
Veer / (cf +9g)dz = c/ fdx+ / gdx liniowos¢
b

b
— / (f-¢')dx calka iloczynu (bezposrednia konsekwencja wzoru Leibniza)

b
/(f’-g)dff=(f-g)

b w(®) dw dw
/ flw(z))dx = / f(w) o zamiana zmiennych (latwo zapamietaé: ,,dw = %dx”)

w(a)

2 Rachunek wektorowy

Dany wektor ¥ mozna okresli¢ przez podanie jego wspdlrzednych, np.:

Wektory jednostkowe w kierunkach zgodnych z osiami uktadu wspélrzednych nazywamy wersorami
i oznaczamy przez € z odpowiednim indeksem. Sktadowymi wektora sa wektory — rzuty na osie uktadu
wspoélrzednych. Wspélrzednymi sa diugosci tych rzutéw z odpowiednim znakiem.
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Przyktad:

wektor: 1=(1,2,3)=1-€,+2-€,+3-¢€,

wspblrzedne: Ve =1,vy,=2,v,=3

sktadowe: Uy = 1€, =(1,0,0)

Wektory mozna zapisywaé poziomo badZ pionowo. Przeksztalcenie wektora poziomego na pionowy (i
odwrotnie) nazywamy transpozycja i oznaczamy litera T' w indeksie gérnym:

1 1\ "
(1,2,3)7 = 2 2 | =(1,2,3)
3 3

W dalszej czesci notatek bedziemy utozsamiaé te dwa zapisy'.
Dlugo$é (modul) wektora to pierwiastek sumy kwadratéw jego wspoirzednych:

v=1[U]=v124+224+32=V14
Iloczyn skalarny dwoch wektoréw oznaczamy kropka i definiujemy na jeden z réwnowaznych sposo-
bow:
U-U =vucosf =
=Vg tUg + Uy - Uy + V- Uy =

E Vilg =

i=x,y,z

g dij - viug

LJ=T,Y,Z

gdzie 0 to kat pomiedzy wektorami, za$ d;; to tzw. delta Kroneckera, zdefiniowana nastepujaco:

1 dlai=yj
0ij = o
0 dlai#j
Tloczyn skalarny ma zwiazek z rzutem prostopadlym jednego wektora na kierunek drugiego:
v-d

)| ={cosfh = LY
u

£y

Iloczyn wektorowy dwoch wektoréw oznaczamy krzyzykiem i definiujemy na jeden z réwnowaznych

LW ogélnosci zapis pionowy oznacza wektory, za§ poziomy — tzw. kowektory, czyli obiekty z przestrzeni dualnej do
przestrzeni wektorowej. Na poziomie Fizyki I to rozréznienie jest nieistotne.
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sposobéw:
U X 1U=vusinf-€&, =

VylUy — Vyly
VUgy — VglUy =
Ugly — VylUs

= E €ijk * Villj - €k =

i,j,k=,y,2

€x €y €,
det | v, vy v, |,
Uy Uy Uy

gdzie €, to wersor prostopadly do plaszczyzny rozpietej przez v i , ktorego kierunek wyznaczamy z
reguly prawej dloni, det oznacza wyznacznik macierzy?, zas €;j, to tzw. symbol Levi-Civity (lub
tensor catkowicie antysymetryczny), zdefiniowany przez nastepujace wlasnosci:

€xyz = 1 €ij5 = 0
€ijk = €kij = €jki = —€jik = —€kji = —E€ikj

Dtugosé iloczynu wektorowego wektoréw ¢ i 4 to pole powierzchni réwnolegloboku rozpietego przez
wektory Ui u:

=wvsinf
=uh =wvsing = |u x 7]

3 Macierze. Dzialanie macierzy na wektor

Uwaga: Macierze sa uzywane w niniejszych notatkach wylacznie w czesci dotyczacej szczegdlnej teorii
wzglednosci (i w jednym miejscu przy iloczynie wektorowym).

Macierz o wymiarach k x n to tabelka wypelniona liczbami, liczaca k wierszy i n kolumn, odpowiada-
jaca pewnemu przeksztalceniu liniowemu z przestrzeni R™ do R*. Macierz w dzialaniu na dany wektor
z R™ daje jego obraz z R¥:

a1y a2 ... Qin X a11T1 + a12Z9 + ...+ a1pTn a -
a1 A22 ... Q2p X2 a21T1 + ao2Zo + ...+ a2pTy as - T

= = . B
ar1 Qg2 ... Qkn Tn Ap1T1 + apoZo + ... + ApnTy ap T

gdzie d@; = (a;1, @2, - . ., aipn). Dla przykladu, niech k =2, n = 3:

a b ¢ v [ ax+by+cz
d e f ‘Z S \dr+ey+ fz

2Macierze i ich wyznaczniki sa dokladnie omawiane na Algebrze 1. Krétkie wprowadzenie zawiera sekcja 3.
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Macierze mozna skladaé¢ (mnozy¢) — odpowiada to sktadaniu przeksztalcen liniowych:

a1 G2 ... Gin b11 biz ... bim a '1:9:1 a - 1:7:2 - l:):m

a1 G2 ... G2q 522 oo bom dy- by da-by o - by,

ar1 Qg2 ... Qgn bnm @'k~51 C_ik'g2 C_ikgm
gdzie d; = (a1, ai2, -, Qin), b = (b14, b2, - - -, bpi). Dla przyktadu, niech k =2, n =3, m = 3:

a b c é g g | aA+bD+cG aB+bE+cH aC+bF +cl

de flla o T dA+eD+ fG dB+eE+ fH dC+eF + fI

Uwaga: Mnozenie macierzy nie jest przemienne.

4 Opis ruchu — polozenie, predkosé, przyspieszenie, (parame-
tryczne) réwnanie toru

Ruch danego ciata mozemy opisaé, podajac wektor jego potozenie ¥ w zadanym uktadzie wspdlrzednych
w kazdej chwili czasu:

7= (1) .

Predkoscig ciala (najczesciej oznaczana przez ¥) nazywamy pochodng wektora polozenia po czasie,
za$ przy$pieszeniem (najczesciej oznaczanym przez @) — druga pochodna wektora polozenia po czasie:

7=, i=i=F.

—

Réwnanie 7 = 7(t) nazywamy parametrycznym réwnaniem toru.

Roéwnaniem toru nazywamy réwnanie opisujace geometryczny ksztalt toru, bez uwzgledniania za-
leznosci potozenia od czasu.

Réwnanie toru mozna uzyskaé z parametrycznego réwnania toru przez eliminacje zmiennej t. Odwrotna
procedura nie jest mozliwa (o ile nie posiadamy dodatkowe] informacji, np. o zaleznosci predkosci od

polozenia).

Wazne: tor jest wykresem wektorowej funkcji #(¢). W takim razie predkosé¢ chwilowa musi byé
styczna do toru, jest bowiem pochodna funkcji potozenia.

Wazne: réwnanie toru nie opisuje ruchu w sposéb kompletny! Przyktady:

typ ruchu (na plaszczyZnie) parametryczne réwnanie toru | rownanie toru
ruch jednostajny prostoliniowy - vt + xo
L. y . 7(t) =
z predkoscia v réwnolegla do osi Ox Yo Y =1
ruch prostoliniowy z predkoscia . at? + xg
. . 7(t) =
v(t) = 2at réwnolegla do osi Ox Yo
ruch po okregu o promieniu R F(t) = R cos(wt + ¢p)
ze stala predkoscia katowa w - sin(wt + o) 22 +y? = R?
ruch po okregu o promieniu R F(t) = R cos(et? + ¢g)
z predkoscia katows w(t) = 2et o sin(et? + o)
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5 Wspoblrzedne biegunowe

Polozenie na plaszczyznie mozemy opisywaé nie tylko przy pomocy wspdlrzednych kartezjanskich
(z,y). Mozemy tez ozy¢ tzw. wspdlrzednych biegunowych (r, ¢), zdefiniowanych nastepujaco:

2 Y
Yby-- 47

r r — odleglos¢ od srodka uktadu wspélrzednych

o — kat od osi Oz do wektora wodzacego

SO ° 1 g;
T

Zaleznosé pomiedzy wspdlrzednymi kartezjanskimi a biegunowymi ma postac:

{:c—rcosga {r—«/z2+y2

y=rsiny @ = arctg¥
Wersory:

€r = COsSQ- € +sinp-é,
€p = —SINY - € + COSY - €y

Co wazne, wersory ukladu biegunowego sa zalezne od polozenia (np. kierunek wersora é,. dla
¢ = 0 jest zgodny z kierunkiem osi Oz, za$ dla ¢ = 5 — zgodny z kierunkiem osi Oy). W zwiazku
z tym, rézniczkujac wektor we wspolrzednych biegunowych nalezy pamietaé, ze (w przeciwiefistwie
do wersoréw ukladu kartezjaniskiego) w ogdlnosci wersory ukladu biegunowego maja niezerowa po-

chodna:

& = %[coscpé'z—«—singo'é'y] =
=¢-[—singp- €, +cosy- &) =
=¢-é,

€p = a[—singwé’m—l—cosw-é'y] =
=—¢-[cosp & +sinp- el =
= —¢~€T

Warto przy okazji zauwazy¢, ze w dowolnym ukladzie wspoélrzednych pochodna wersora jest
do niego prostopadta:

= ¢e-e=1 —

e dt( )
= 2¢.6=0
= ¢e¢l¢



Michat Iglicki Fizyka I (mechanika) — definicje, twierdzenia, metody ostatnia aktualizacja
michal.iglicki[zwierze]fuw.edu.pl (materialy do wyktadu J. Lusakowskiego) 24 lutego 2021 r.

Intuicyjnie jest to jasne — gdyby pochodna miala sktadowa réwnoleglta do wersora, to jego dlugoscé
musialaby sie zmienié, co jest sprzeczne z definicja wersora.

Korzystajac ze wzoréw na pochodne wersoréw, obliczmy predkoéé i przyspieszenie w uktadzie biegu-
nowym:

r=r-€e
T=r=
:T'é'rJrT’;r:
=7-& +rp-€y
G=f=i=

=G AT TP Byt TP Cp TP Cp =

= (F = 1¢%) - & + (2 +7¢) - &,

6 Zasady dynamiki Newtona

I. Istnieje inercjalny uklad odniesienia, czyli taki, w ktérym ciatlo porusza si¢ ruchem jedno-
stajnym prostoliniowym, jesli wszystkie oddzialywania ciala z otoczeniem znosza sie.

II. W ukladzie inercjalnym przys$pieszenie jest proporcjonalne do wypadkowej sily dzialajacej na
cialo, F' = md.
ITI. Jesli cialo A dziala na cialo B pewng sila ﬁ7 to cialo B dziala na cialo A silg —F.
Warto zauwazy¢, ze do tej pory nie definiowaliémy pojecia ,sita” w zaden sposéb. Druga zasade dyna-
miki mozna wiec potraktowaé jako definicje sity — jest to iloczyn masy® i przyépieszenia.
Zakres obowigzywania drugiej zasady w powyzszej postaci jest ograniczony do ruchu nierelatywistycz-

nego — w rzeczywistosci cialo poddane dziataniu stalej sity nie bedzie przyspiesza¢ w nieskonczonosé.
Relatywistycznie poprawne jest za to sformulowanie
L dp
F=2
dt

(zagadnienie to bedzie szerzej oméwione w sekcji poswigconej STW).

6.1 Przykltad — sita dosrodkowa w jednostajnym ruchu po okregu

W ruchu po okregu o promieniu r ze stala predkoscia katowa w polozenie jest w nastepujacy sposob
zalezne od czasu:

() = (rcos(wt+<po)> .

rsin(wt + o)

Obliczmy przys$pieszenie:

Lo mon o frcos(wttwo)) ol
am_mw-w(mmM+%)_ 7

3Ale czemu ta masa jest ta sama, ktéra wystepuje w réwnaniach grawitacji? (vide przypis 4).
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7 drugiej zasady dynamiki wynika, ze ruch odbywa sie pod wplywem sity skierowanej do srodka okregu:

mv?

F = —muw?f=— e, .

W przypadku krecenia kulka na sznurku jest to sila naprezenia sznurka. Zauwazmy, ze sila jest pro-
stopadla do predkosci — zmienia si¢ kierunek predkoéci, ale nie jej wartosc.

7 Uklady nieinercjalne, sily bezwladnosci

Rozwazmy dwa uktady: inercjalny U i poruszajacy si¢ wzgledem niego nieinercjalny uktad U’. Obserwa-
tor w U’ bedzie odczuwal przy$pieszenie wynikajace ze zmiennej predkosci U’ wzgledem U. Obserwator
ten bedzie mial zatem wrazenie, ze dzialaja nan pewne ,dodatkowe” sily, tzw. sity bezwladno$ci.

7.1 Uklad przemieszczajacy sie

Zalézmy, ze uklad U’ jest w danej chwili czasu t przesunigty wzgledem U o wektor ﬁ(t), ale nie
obraca si¢ wzgledem U (w takim razie kierunki wersoréw uktadu U’ beda state w czasie). Jesli 7, ¥, @
oznaczaja, odpowiednio, polozenie, predkosé i przy$pieszenie w ukladzie U, to w ukladzie U’ wielkosci
te wyrazaja sie nastepujaco:

N
—
3
N
i
L

r'=7—R 7 =0—R i'=a—-R.

Tloczyn —-mR nazywamy sila bezwladnos$ci dzialajaca w nieinercjalnym ukladzie U’.

Wazne: sila bezwladnoéci nie wiaze sie z zadnym rzeczywistym oddzialywaniem?. Jest jedynie konse-
kwencja uzycia takich a nie innych wspdtrzednych.

7.2 Uklad obracajacy sie

Zalézmy teraz, ze poczatki ukladéw wspolrzednych przez caly czas sie pokrywaja, ale U’ obraca si¢
wzgledem U z predkoscia katowa® €1.

Zalezno$é (wyprowadzona w dodatku A) pomiedzy przy$pieszeniem w ukladzie U’ a tym w uktadzie
U jest nastepujaca:

@ =+ (—2Q X )+ (—Q x (@ x 7)) + (=0 x 71
—_——— —_— ———’

@cor. Godsr. Tanym.

przy czym poszczegblne sktadniki noszg nazwy:

dcor. — przys$pieszenie Coriolisa,
Godsr. — przy$pieszenie od$rodkowe,
Gazym. — przySpieszenie azymutalne.

‘Wazne: podobnie jak poprzednio, nowe ,sily” (Coriolisa, odérodkowa i azymutalna) sa konsekwencja
,hieodpowiedzialnego” wyboru uktadu wspéirzednych i nie wigza sie z zadnym rzeczywistym oddzia-
tywaniem.

4Zwr6émy uwage, ze jak w U’ wszystkie ciata doznajg takiego samego przyspieszenia bezwladnosciowego ,R‘, tak
wszystkie ciala w (jednorodnym) polu grawitacyjnym doznaja takiego samego przy$pieszenia grawitacyjnego §. A moze
grawitacja tez jest konsekwencja zmiany ukladu odniesienia? Czemu masa ,bezwladnosciowa” jest réwna masie ,grawi-
tacyjnej”? Takie pytania doprowadzily ludzi (Mach, Einstein) do zaskakujacych wnioskéw.

5Wektor predkosci katowej ma wartosé taka, jak skalarna predkoéé katowa w plaszczyznie obrotu, za$ kierunek i zwrot
wyznacza regula prawej dloni (kierunek jest zgodny z osia obrotu).
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8 Zasada zachowania pedu

Zasady zachowania sg najbardziej fundamentalnymi i najszerzej wykorzystywanymi prawami fizyki.
Ped uktadu jest zachowany, jezeli sily zewnetrzne dzialajace na uklad réwnowaza sie.

e Zasade zachowania pedu mozna stosowaé dla kazdego z kierunkéw (z, y, z) z osobna. Na przyklad,
jezeli w wozek poruszajacy sie po torze powietrznym do przodu (wzdluz Ox) rzucimy z lewej lub
prawej strony (wzdluz Oy) kulka, to ped wézka wzdluz toru nie zmieni sie.

e Zasade te mozna powiaza¢ z II zasada dynamiki Newtona: F = % . Jezeli pewna skladowa sity
sie zeruje, to odpowiadajaca jej sktadowa pedu ma zerowa pochodna po czasie, a wiec jest stala.

9 Praca. Zasada zachowania energii

Zdefiniujmy na poczatek prace dzialajacej na cialo sity F wzdluz drogi v jako catke

W(v):Aﬁ<m~d?:/tlﬁ(m.ﬁ<t)dt, _

to

(to i t1 to chwile, odpowiednio, rozpoczecia i zakoniczenia ruchu po drodze ). Definicje wektora wo-
dzacego 7 przedstawia ponizszy rysunek:

,,,,,
-
e

Y

Zauwazmy, ze praca w ruchu prostoliniowym o stalym zwrocie, pod wptywem sily skierowanej zgodnie
z kierunkiem ruchu, wyraza si¢ prostym wzorem W = F - ||, gdzie || to dlugosé drogi.

Sitami zachowawczymi bedziemy nazywali sily, ktérych praca pomiedzy dwoma danymi punktami
nie zalezy od wyboru taczacej je drogi:

V3

sita jest zachowawcza

¢

W) = Wre) = Wira) = Was

Sitami zachowawczymi sa np. sila grawitacji czy sila sprezystosci, oraz sily nie wykonujace pracy, jak
sita Lorentza czy sila tarcia statycznego. Przyktadem sily niezachowawczej jest sila tarcia kinetycznego.
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Sila F jest potencjalna, jesli jest ujemnym gradientem pewnej funkcji V(7) (zwanej potencjalem):

F=-VV(7).
Przyktadami sit potenqa}nych sa: sita grawitacji (w malej skali: V' = mgh, w duzej: V = —G=1),
sila sprezystosci (V = £4-), sita Coulomba (V = k4-22) Kazda sila potencjalna jest zachowawcza®, a

jej prace pomiedzy danymi punktami A i B okresla réznica potencjatow:

Wap =—[V(B) = V(4)] .

9.1 Zasada zachowania energii

Energia jest miara pracy, jaka mozne wykona¢ uklad. Catkowita energia ukladu izolowanego
(czyli nieoddziatywujacego z innymi uktadami) jest zawsze’ zachowana.

Calkowita energia jest suma energii mechanicznej (tj. kinetycznej i potencjalnej) i innych jej form, np.
energii cieplnej, chemicznej itd. Energia mechaniczna jest zachowana, gdy wszystkie niezréow-
nowazone sily dziatajace na uklad sa zachowawcze.

10 Ruch obrotowy bryly sztywnej. Zasada zachowania mo-
mentu pedu

Ruch bryly sztywnej — czyli takiej, ktorej punkty pozostaja w stalych odleglosciach wzgledem sie-
bie nawzajem — mozna rozlozy¢ na ruch postepowy (translacyjny) i ruch obrotowy (rotacyjny). Ruch
translacyjny nie ma juz przed nami tajemnic, zajmijmy si¢ wiec ruchem obrotowym.

Zalozmy, ze bryla obraca sie wzgledem osi przechodzacej przez dany punkt A. Predkos¢ liniowa danego
punktu B jest sumg wektorows predkosci punktu A oraz predkosci B wzgledem A, ta ostatnia za$
wyraza sie iloczynem wektorowym predkosci katowej i wzglednego potozenia:

FBZFA—I-FB/A:FA—FQXFB/A.

Zdefiniujmy moment bezwtadnosci punktu materialnego A wzgledem ustalonej osi w
jako iloczyn jego masy i kwadratu odlegtosci od osi. Odleglo$é od osi, I, mozemy l
obliczy¢ jako:

J X
() =rsina = M ,
w
gdzie & to predkosé katowa, 7 to wektor prowadzacy od dowolnego punktu osi do

punktu A, za$ « to kat pomiedzy wektorem 7 a osia (vide rysunek obok).

Moment bezwladnosci bryly sztywnej wzgledem danej osi to suma momentéw bezwladnosci jej
punktéw (w granicy nieskoficzenie wielu punktéw — caltka):

N
I=Y"m2 =%, / p(7) 2(F) dr .
i=1 v

SNiektérzy utozsamiajg te dwa pojecia, nie klasyfikujac sit niewykonujacych pracy jako zachowawczych. Wtedy zasada,
zachowania energii mechanicznej brzmi: ,Energia mechaniczna jest zachowana, gdy wszystkie sity wykonujace prace
nad ukladem sa zachowawcze.”

"Na poziomie klasycznym, relatywistycznym, kwantowym i kazdym innym. Zawsze.

10
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Energia ruchu obrotowego bryty wokoét ustalonej osi wyraza si¢ jako

1
Eopy = 51& .

Wyprowadzmy ten wynik dla przypadku skonczonego N:

N N N

1 Sxm\? 1 1
my(& x 73)? = 5&12 E m; (w ! > = 5@02 g myl(7)? = EIWQ .
i=1 i=1

Ny, 1
E.. = E mt =2
obr v Zszz 9 w

i=1
Zdefiniujmy réwniez moment sity F wzgledem danej osi jako iloczyn wektorowy

M = fF X ﬁ,
gdzie I F jest wektorem prostopadlym do osi, biegnacym od osi do punktu przyltozenia sity F (jest to

tzw. ramie sity F).

Roéwnanie ruchu obrotowego wzgledem ustalonej osi ma postaé

—

M=1Iz,

gdzie M to calkowity moment sily dzialajacy na bryle, I — moment bezwladnosci wzgledem osi, € —
przyspieszenie katowe.

Zdefiniujmy moment pedu punktu materialnego wzgledem osi

L=1(7) xp=ml*3

oraz moment pedu bryly jako sume (catke) momentéw pedu jej punktéow

N
L= mi?s 5=, a/ p(F) 2(F) dPr = 15 .
i=1 v
Stad réwnanie ruchu obrotowego mozna zapisaé jako

- dL
M=
dt

10.1 Zasada zachowania momentu pedu

Z powyzszej formy roéwnania ruchu wynika natychmiast zasada zachowania momentu pedu: jesli cal-
kowity moment sil dzialajacy na cialo wzgledem danej osi wynosi zero, to moment pedu
ciala wzgledem tej osi jest staly:

-

M=0 = [ =-const

10.2 Poréwnanie réwnan ruchu: ruch obrotowy a ruch postepowy

ruch postepowy (translacja)

ruch obrotowy (rotacja)

masa m
predko$é U, przyspieszenie a

ped: p'=mv
sita: F:mé':%
i B = L2 = 22
energia: F'= 5mv° = 5—

predko$é katowa &, przyspieszenie katowe €

moment bezwladnosci [

moment pedu: L =1[J
moment sity:

energia: F = 5Jw* =

3]

M=15=4

11
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11 Ruch $srodka masy. Caltkowita energia ruchu

Srodek masy danego ukladu N punktéw (bryly sztywnej) jest zdefiniowany jako punkt, ktérego
polozenie 7y, jest dane nastepujaco:

1 Y 1
chzﬂzmzf‘z Nﬁoo’M/VpTFdBT,

M= Zmz oo, p(7) d3r (calkowita masa uktadu) .
\%

Innymi stowy, jest to $rednia wazona polozen punktéw bryty, przy czym waga danego wektora poto-
zenia jest masa odpowiadajacego mu punktu.

Ruch danego punktu ukladu mozemy roztozy¢ na ruch érodka masy i ruch punktu wzgledem $érodka
masy. Skoro rozpatrujemy bryle sztywna, odlegtos¢ od $rodka masy nie zmienia sie, a zatem ruch
wzgledem $rodka masy jest ruchem obrotowym wzgledem osi przechodzacej przez $rodek masy:

ﬁzﬁcm"_(;’i_”%’cm):?cm'i_gx(Fi_ch)~

Stad catkowita energia ruchu bryly sztywnej jest suma energii ruchu postepowego srodka
masy (z masa r6wna masie calkowitej) i energii rotacji wzgledem osi przechodzacej przez
$rodek masy:
Mu2, n Iomw? .

2 2
Warto zauwazy¢, ze zamiast Srodka masy mogliby$émy w powyzszym réwnaniu wybra¢ dowolny inny
punkt bryty. Srodek masy ma jednak te przewage nad innymi punktami, ze réwnanie jego ruchu zawiera
wylacznie sily zewnetrzne. R6wnanie ruchu $rodka masy to réwnanie ruchu calkowitej masy
ukladu pod wsplywem wypadkowej sil zewnetrznych dziatajacych na uklad. Latwo to pokazaé,
obliczajac iloczyn calkowitej masy i drugiej pochodnej polozenia $rodka masy po czasie (ograniczmy
sie do przypadku skoniczonego N):

Ekin = Ecm + Eobr =

N

N
Mrcm:dtQZerl Zmzn—z + W) zg

i=1

Trzecia réwnoéé to II zasada dynamiki Newtona w zastosowaniu do kazdego punktu uktadu. Jako F;
oznaczyliSmy site zewnetrzna dzialajaca na dany punkt, a jako WZ — site wewnetrzna, pochodzaca
od oddzialywania z reszta ukltadu. Sily wewnetrzne znosza sie na mocy III zasady dynamiki: jesli i-ty
punkt dziala pewng sitg na j-ty, to j-ty dziala na i-ty z sila przeciwna; wektorowa suma tych sit wynosi
0.

12 Ruch w polu sily centralnej. Prawa Keplera

Silg centralna nazywamy site, ktérej wartos¢ zalezy od odleglosci od danego punktu, zwanego cen-
trum sily, za$ kierunek jest wyznaczony przez wektor prowadzacy od centrum sity do danego ciala:

F(7) = F(r) - &, .

Ruch pod wplywem sily centralnej jest ruchem ptaskim i odbywa si¢ w plaszczyznie wyznaczo-
nej przez wektor poczatkowej predkosci ciata oraz wektor potozenia. Mozemy sprawdzié, ze sktadowa
przy$pieszenia prostopadta do tej ptaszczyzny wynosi 0:

Fo(Fx7) =F(r)-é - (Fxi) =0

12
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(gdyz wektor Fx T jest prostopadly do €,.), a zatem cialo nie nabiera predkosci w kierunku prostopa-
diym.

Sita centralna jest szczegélnym przypadkiem sity potencjalnej, dla potencjatu zalezacego wytacznie od
odlegtosci od centrum:

F() = -vv (@) S0 vy (222) = v g
Przyktady:
e sila grawitacji: ﬁ(F) = —Gj\gn e, V(r)= _Glym ’

e sita Coulomba: ﬁ(f’) =1 &g.ar, V(r) = 1 Tq ,

4meg T

e sila sprezystosci:  F(F) = —kr-&., V(r) = 1kr? .

Sita centralna jest potencjalna, jest wiec zachowawcza. W zwiazku z tym ruch pod wplywem sity
centralnej jest ruchem o stalej energii:

F — centralna = FE = const .

Moment sity centralnej wzgledem osi prostopadlej do plaszczyzny ruchu przechodzacej przez centrum
wynosi 0 (sita jest skierowana wzdluz ramienia). W zwiazku z tym ruch pod wplywem silty cen-
tralnej jest ruchem o stalym momencie pedu:

F — centralna = L = const .

12.1 Prawa Keplera

Jesli sila centralna wyraza sie wzorem F = — % - €. dla pewnej stalej a > 0 (warunek ten
spelniaja np. sila grawitacji i sila Coulomba dla tadunkéw réznoimiennych), to do ruchu ciala pod
wplywem sily stosuja sie prawa Keplera:

I. Torem ruchu jest krzywa stozkowa, w ktérej ognisku (dla dwoéch ognisk — w jednym z nich)
znajduje sie centrum sity.

II. Predkosé polowa (pole zakreslane przez wektor wodzacy w jednostce czasu) jest stala.

ITII. Dla orbity zamknietej (eliptycznej badZ kolowej) stosunek kwadratu okresu obiegu centrum do
szeScianu poélosi wielkiej (w przypadku orbity kolowej — promienia) tej orbity wynosi

T  4n’m

a3 o

(zauwazmy, ze dla ruchu planety wokét Stofica = = GLM — nie zalezy od m).

Drugie prawo Keplera wynika z zasady zachowania momentu pedu:
d, 1: 1. - |L
%Szim-m-sina:§|F><F|:‘2—W|L:const,

gdzie a to kat pomiedzy wektorem wodzacym a predkoscia ciata. Wyprowadzenie 1 i I1I prawa znajduje
sie w dodatku B.

13
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13 Szczegodlna teoria wzglednosci

13.1 Postulaty STW. Transformacja Lorentza
Szczegodlna teoria wzglednosci opiera sie na nastepujacych zatozeniach:

I. Wszystkie uklady inercjalne sa réwnouprawnione (zasada wzglednosci). Oznacza to, ze
prawa fizyki (réwnania ruchu itp.) powinny mieé analogiczna posta¢ we wszystkich ukladach
inercjalnych®. Znaczy to tez, ze zaden punkt w czasoprzestrzeni nie powinien byé wyrézniony
specjalna postacia réwnan.

II. Wartoéé predkosci swiatta w prézni w kazdym inercjalnym ukladzie odniesienia jest
taka sama i wynosi ¢ ~ 3 - 103 . W szezegblnosci, wartosc ta jest skoficzona.

Pierwsze zalozenie jest wymogiem teoretycznej elegancji praw rzadzacych $wiatem, drugie za$ jest
czysto doswiadczalne. Zauwazmy, ze pierwsze zalozenie nie obowiazywaloby, gdyby np. istnialo wy-
réznione, nieruchome centrum Wszech$wiata, za$ masa czastki byta zalezna od odlegtosci od owego
centrum. Wszelkie wykonywane przez ludzkosé doswiadczenia wskazuja jednak na stusznosé zasady
wzglednoéci.

Transformacja Lorentza opisuje zmiane wartosci wspolrzednych czasoprzestrzennych przy przejsciu
pomiedzy ukladami poruszajacymi sie wzgledem siebie jednostajnie. Niech (¢, z,y, z) beda wspdlrzed-
nymi w uktadzie U, za$ (t',2',y’,2") — wspdlrzednymi w ukladzie U’, ktéry porusza sie wzgledem U
ze stala predkoscia v wzdluz osi . Transformacja ma postac:

ct! v =By 0 0 ct coy-(t—%-x)

| _|-By ~v 0 0 z | ~ - (x—ot)

y | 0 0 10 y | Yy ’
2! 0 0 0 1 z z

gdzie
1

== = ——
_cv ’y_m)

za$ ¢ to predkos¢ $wiatla w prozni. Wyprowadzenie transformacji Lorentza znajduje sie w dodatku C.
Latwo sprawdzié, ze wielko$é c?t? — 22 — y? — 22 jest zacowana przez transformacje Lorentza:

C2(tl)2 o (xl)2 o (yl)Q o (Z/)2

72 [(62t2 — 2cftx + [%a?) — (2B%% — 2cfta + :c2)] —y? =2 =
P[RR = §7) = a2(1 - B2)] —y — 22 =
2

1
.?(02# T .

2 2

=t -z —y2—z .

Pierwiastek z tej wielkosci nazywamy czterodlugoscia czterowektora.

13.2 Diagram Minkowskiego. Stozek $wiatta, linia Swiata, interwal czaso-
przestrzenny

Tak jak podstawowym obiektem geometrii jest punkt, tak w STW role te pelni zdarzenie. Zdarzenie
ma w kazdym uktadzie przyporzadkowane wspoélrzedne: czasowa oraz przestrzenne.

8Ciekawym pytaniem, na razie bez odpowiedzi, jest natomiast: dlaczego pewne uklady sa inercjalne, a inne nie?
Wszak jedli U’ przyspiesza wzgledem inercjalnego U, to U przyépiesza wzgledem U’ — a tylko w ukladzie U’ wystapia
tajemnicze sily bezwtadnosci.

14
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Zdarzenia mozna zaznacza¢ na diagramie Minkowskiego — w przypadku jednowymiarowym jego
osi odpowiadaja wspolrzednej czasowej i przestrzennej. Trajektorie danego ciata na diagramie Min-
kowskiego nazywamy jego linig S$wiata.

Linia Swiata spoczywajacej czastki to pionowa prosta, zas linia Swiata czastki poruszajacej sie jedno-
stajnie jest prosta nachylona pod katem « = arctan(v/c). Linia $wiata fotonu jest nachylona do pionu
pod katem 7 /4.

7 kazdym zdarzeniem mozna powiazaé jego stozek $wietlny — jest to wnetrze stozka wycietego przez
linie $wiata fotonéw rozchodzacych sie od danego zdarzenia. Zdarzenia wewnatrz stozka $wietlnego
moga by¢ powiazane z danym przyczynowo, poniewaz mozliwe jest wystanie sygnalu pomiedzy nimi.
Zdarzenia spoza stozka swietlnego sa niezwiagzane przyczynowo z danym — nie moga by¢ jego przyczyna
ani skutkiem.

Dla dowolnych dwoch zdarzeh A = (cto, Ta,ya,24) 1 B = (ctp,xp,ys, 25) definiujemy interwal cza-
soprzestrzenny pomiedzy nimi jako kwadrat czterodhugosci roznicy czterowektoréw odpowiadajacych
tym zdarzeniom:

As? = AAt2 — Ax? — Ay? — Az? =

=A(tp —ta)? — (x5 — 24)* — (yp —ya)* — (25 — 24) .

e Jedli As? > 0 (interwal typu czasowego), to
zdarzenie B (na obrazku: Bj) lezy w stozku
$wietlnym zdarzenia A, wiec moze z nim by¢
zwiazane przyczynowo. Istnieje uklad odnie-
sienia, w ktorym te zdarzenia dzieja si¢ w tym By
samym miejscu. L

ct

e Jedli As? = 0 (interwal typu zerowego), to Y
zdarzenie B (na obrazku: Bs) lezy na krawe- %4 Bs
dzi stozka $wietlnego zdarzenia A, wigc moze
z nim byé¢ zwiazane przyczynowo. Nie ist- AN
nieje natomiast uktad odniesienia, w ktérym .
te zdarzenia dzieja sie¢ w tym samym miejscu -
(musialby on poruszaé sie z predkosciag $wia- ‘L Ag2
tta).

<

Bs
e Jesli As? < 0 (interwal typu przestrzen-
nego), to zdarzenie B (na obrazku: Bz) lezy

poza stozkiem $wietlnym zdarzenia A, wiec

nie moze z nim by¢ zwiazane przyczynowo. /
Nie istnieje uktad odniesienia, w ktérym te
zdarzenia dzieja sie w tym samym miejscu, ale
istnieje uktad odniesienia, w ktérym te zda-
rzenia sg jednoczesne.

Transformacja Lorentza odpowiada odchyleniu osi diagramu Minkowskiego o pewien kat:
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Zdarzenie B lezy w stozku Swietlnym zdarze-
nia A. W ukladzie U’ te zdarzenia dziejg sie
w tym samym miejscu.

Zdarzenie C' lezy poza stozkiem $wietlnym
zdarzenia A. W ukladzie U’ te zdarzenia dzieja
si¢ rownoczesnie.

13.3 Transformacja energii i pedu. Energia spoczynkowa i catkowita

Czas i polozenie danego zdarzenia tworza tzw. czterowektor — nazywamy tak kazdy zestaw czterech
wielkosci, ktére przy przejéciu do uktadu poruszajacego sie wzgledem danego ze stala predkoscia za-
chowuja sie zgodnie z transformacja Lorentza.

Poza czteropolozeniem istnieja tez inne czterowektory. Jednym z nich jest wektor czteropedu:

(E/¢,paspysD2) 5

E'/c 5y -6y 0 0 E/c
Po | _|=BPr v 00| pa
v, o o 1 ol| p |°
8 0 0 01 =

gdzie

5107 7:\/17—752,

za$ ¢ to predkosdé swiatla w prézni (uzasadnienie znajduje sie w dodatku D). Wielko$é E jest catkowita
energia czastki, zas p' = (pz,py,p-) to jej wektor pedu. Relatywistyczny wzér na ped jest nieco
inny niz ten, ktéry znaliSmy do tej pory — zawiera dodatkowy czynnik:

p=n -mv=fy me,
gdzie
- 1
/6 - c I ry - 1 _ 62 .

Relatywistyczna energia czastki wyraza sie¢ wzorem

(ST

E =~ymc* .

Jesli czastka znajduje sie w spoczynku, jej energia w tym uktadzie jest réwna mc?. Jest to tzw. energia
spoczynkowa.

16



Michat Iglicki Fizyka I (mechanika) — definicje, twierdzenia, metody ostatnia aktualizacja
michal.iglicki[zwierze]fuw.edu.pl (materialy do wyktadu J. Lusakowskiego) 24 lutego 2021 r.

Dlugosé czteropedu powinna byé niezmiennikiem transformacji Lorentza (tak jak interwal czasoprze-

strzenny jest niezmiennikiem w przypadku czteropotozenia). Dla zerowego pedu wynosi on m2c?. W

takim razie

skad otrzymujemy inny wzor na energie catkowita:
m2ct + p2¢2

Latwo sprawdzié¢, ze dla zerowego pedu otrzymujemy energie spoczynkowa, E = mc?. W przypadku
czastek o zerowej masie dostajemy
E=pc.

Poniewaz E = ymc?, p = fyme, oznacza to, ze dla czastek bezmasowych czynnik 8 wynosi 1. Czastki
bezmasowe musza poruszal sie z predkoscig Swiatla.

Skadinad wiemy, ze energia i ped fotonu wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:
hc hv  h
E = h = —, = — =,
YT P=72 72
gdzie v — czestotliwosé fotonu, A — dlugosé fali, h — stata Plancka, h =~ 6.63 J - s.

13.4 Uklad $rodka masy. Masa niezmiennicza ukladu

Uktlad srodka masy danego zbioru czastek to taki uklad odniesienia, w ktorym taczny ped wszystkich
czastek wynosi 0. Uklad ten porusza si¢ z predkoscia

—

~ P 2
VUem = 7€

E

wzgledem laboratorium, gdzie p — taczny ped czastek w uktadzie laboratorium, E — laczna energia
czastek w ukladzie laboratorium®

Poniewaz laczne czteroprzy$pieszenie czastek jest czterowektorem (gdyz jest suma czterowektoréw),
jego czterodlugosé jest niezmiennikiem transformacji Lorentza. Zwyczajowo oznacza si¢ ja przez Mec:

Mc=+/E?/c? —p? .

Wielkosé M (czyli mase odpowiadajaca dlugosci lacznego czteropedu) nazywa sie masa neizmien-
niczg uktadu czastek.

13.5 Relatywistyczny efekt Dopplera

Obserwator poruszajacy sie wzgledem zrédla Swiatta obserwuje inna dlugo$é fali $wietlnej, niz ta,
ktora wysyla zrodto. Zaleznoéé pomiedzy tymi dlugosciami ma nastepujaca postac:

Vo= - c+v
Ve—u’

gdzie v to predkos¢ oddalania sie zrédla od obserwatora (wyprowadzenie znajduje sie w dodatku E).
Wprowadza sie tez tzw. przesuniecie ku czerwieni, oznaczane przez z i zdefiniowane jako:

N =) le+v ve U
z = = -1 —.
A c—v c

Jedli wartos$é z jest ujemna, méwimy o dodatnim przesunieciu ku fioletowi.

9Mozna to tatwo wyprowadzié, zaktadajac, ze uktad $rodka masy porusza sie np. wzdluz osi x z jaka$ predkoscig v.
Przyréownujac do zera taczny ped czastek po transformacji Lorentza otrzymuje sie warunek na v.
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A Przys$pieszenie w ukladzie obracajgcym sie
Uklad U’ obraca si¢ wzgledem ukladu U z predkoscia katowa Q. Poczatki uktadéw pokrywaja sie.

Niech €; (i = 1,2,3) oznacza i-ty wersor ukladu U’. Dla dowolnego wektora @ = Z?:1 U;€; 0zZnaczmy

_ 3 3
CC%L = % <Z u,-(?i) = Z(u,@i + ui€;) — pochodna po czasie w ukladzie U,
i=1 i=1
di
e Z ;€5 — pochodna po czasie w ukladzie U’.
i=1

Dla obserwatora zwigzanego z U’ wersory €; maja stale kierunki, wiec jako ,,pochodng” rozumie on
wylacznie zmiane wspélrzednych w czasie. Obserwator w U zdaje sobie sprawe, ze wersory €; sie ob-
racaja, wiec obliczajac pochodna bierze pod uwage niezerowe pochodne wersoréw.

Oznaczmy polozenie ciata w U przez 7. Polozenie w U’, pomimo wyrazenia go w innym ukltadzie
wspotrzednych, bedzie geometrycznie tym samym wektorem, prowadzacym od wspélnego poczatku U
i U’ (zalozylidémy na poczatku, ze poczatki ukladéw pokrywaja sie) do danego ciala. Obserwator w U’
inaczej natomiast okresli predkosé i przyépieszenie ciata niz ten w U.

W uktadzie U:

3 d . d2 3 . .
7= g ;€5 , U= = g (&:€; + 24€;) Q= 5= E (Z:€; + 2x:€; + 1;€;)
i=1 i=1 i=1
W uktadzie U’:

3 3 2 3

) e —»/_d/_,/_ . —;/_d/ ) v =

T = xTri€e; =1T, v = %T‘ = Ti€; a = @7" = xX;€; .
i=1 i=1 i—1

Zeby odpowiedzie¢ na pytanie, jaki jest zwiazek miedzy @ i @', musimy wiedzie¢, jak zmieniajg sie
w czasie wersory ukladu U’ (z punktu widzenia obserwatora w U). Pochodna wersora €; musi byé
don prostopadla (vide rozdzial 5). Musi tez byé¢ zawarta w plaszczyznie obrotu uktadu U’, zatem jest

prostopadla réowniez do Q. Stad
éi ~ Q) x €; .

Jaki bedzie wspdlczynnik proporcjonalnosci? Zalézmy, ze wektor O jest skierowany wzdtuz €, wersor
€; tworzy z wektorem () kat 6, a z wersorem €, — kat ¢. Mamy wtedy:

B 0 sin 6 cos ¢ —sinfsin @ d sin 6 cos ¢
Oxe;=|0] x| sinfsing | =Q| sinfcosy | =— [ sinfsinp | ,
Q cos 6 0 cos 6
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gdzie Q = . Stad ¢ = QO x &, a zatem (podstawiajac do wyprowadzonych wyzej wzoréw) dostajemy:

v

ST
!
[

«
Il
-

Przenoszac z prawej

3

=3 i + i@ x &) =
i=1

=7 +Qx7

(#:€; + 218:€; + 3;€;) =

|
.Mw

Il
N

[jéié'i +22;,(Q x &) + z; <Q X (ﬁ X é’i)) + xz(ﬁ X é’z)} =

=ad' +20x0 +Qx (Qx7)+Qx 7’

strony na lews wszystkie wyrazy poza @', otrzymujemy:

@ = (—20 X ) 4 (—Qx (Qx 7))+ (—0 x 7).
N—— —_——— N——

dcor. Godsr. Tazym.
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B Wyprowadzenie I i III prawa Keplera

I. [w budowie]

II1. Pétos wielka orbity eliptycznej ma dlugosé

ra+rp  GMm

T T T T eE
za$ okres obiegu wynosi
T TA dr
0 rp r
gdzie
GMm —2FEI32 GMm —2FL?
=2 11— = 1412 ).
> ( G2M2m3> AT g ( + G2M2m3>

Zeby obliczy¢ T', musimy znaé 7. Z zasad zachowania mamy

2 r - 2 r
const =L =mriw = w=

{const _p . mi’ _ GMm _ mimr’e? _ GMm

zatem, po wstawieniu do pierwszego réwnania w z drugiego i przemnozeniu obu stron przez 2mr?:

2Emr? = m2r¥? + L2 — 2GMm*r

1
= 7=—\/2Emr2? +2GMm?2r — L2
mr
mr

TA
/rp V2Emr2 + 2GMm?2r — 1.2

= T =2 dr

Wyprowadzmy wzér na catke:

/ x 1 / —2zc+2-2 J
= — T =
—az? +bxr —c 2v/a —x2+3x—5

a

1 —293—!—2 b dzx
N Wt g
W ke 2P vk
A B

Warto$¢é A mozna obliczy¢ natychmiast:

1 b c
A:—i — 2 —-xr — — .
va ¢ +al a
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Nad B trzeba troszke popracowaé

2&3/2/ / l‘2+ l‘
2a3/2/\/ =

b2

(m—ﬁ)

a

\[\/b2 4ac/\/ 2am—b //{\/2%:51“& //

+1 dac:iwbzf‘“cosada -
Vb2—4dac 4ac
b cos «
20372 V1—sin?a
— b _
= W o=

b . 2ax — b
= —— -arcsin | ———| .
2a3/? b% — 4ac
Dostajemy:

1
/—:A+B:_ b
—ax? +br —c

—\ =22+ -z — C—i— b - arcsin 2ar — b
\/a a '

2a3/2 b2 — dac
Wstawmy ten paskudny wynik do rownania na okres

1 b b "
T =2m [— 2y 2p C
a

bV resin | 2 b
2a3/2 VB2 — dac

b—vb%2 —4dac b+ vb%2 — dac
L

2a ’
a=—2Em, b=2GMm?, c=1°%.

Szczedliwie, pierwszy wyraz zeruje sie w r = r 4, 7p, a drugi przyjmuje przyjemna postaé

M 3
77;1/2 (arcsin(1) — arcsin(—1)) = mb GMm
a

2 .
T (C2Em)

T =
a3/2

Stosunek w trzecim prawie Keplera jest rowny

T ,GM’mf/(—2Em)®  4r?
a3 " T GEMPm3/(—2E)3

GM
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C Wyprowadzenie transformacji Lorentza

Chcemy uzyska¢ wzér na transformacje wspélrzednej czasowej i przestrzennej z uktadu U do uktadu U’,
poruszajacego sie wzgledem U ze stala predkoscia v. Zadamy, zeby transformacja nie wyrézniata
zadnego punktu w czasoprzestrzeni. Jedyna transformacjg o tej wlasnosci jest transformacja

liniowa.:
t A, B, [t th
— + .
x’ Cc, D, x xp

Wartosci tf, i x(, zaleza od tego, w jakim momencie w ukladzie U’ zaczniemy mierzyé czas i gdzie wtedy
znajduje si¢ poczatek U’ wzgledem poczatku U. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze w obu uktadach
czas mierzymy od momentu, w ktérym poczatki ukladéw pokrywajag sie. W takim razie

0\ [A, B, [0\, (t
<0>:[CU Dv}<0>+<x6> > %=0,2%=0.

Jedli cialo w ukladzie U zacznie w chwili t = 0 poruszaé si¢ z predkoscia v, to jego polozenie pokrywa
sie z polozeniem poczatku uktadu U’, a zatem w ukladzie U’ powinno stale wynosié¢ 2’ = 0:

'\ _[A, B,](t\ _ [ Ast+ Bt B
(o)=le o) ()=(&rion) ~ Cy=ab,.

Jedli cialo pozostaje w poczatku ukladu U, to w ukladzie U’ powinno poruszaé sie z predkoscia —wv,
co wynika z zasady wzglednoséci — ruch U’ wzgledem U to to samo, co ruch U wzgledem U’:

t! A, B, t\ [ At 1,
<—vt’) - {Cv DJ (0) - (C,,t> = Ay=—-C, =D,

Jak dotychczas, wszelkie wymagane przez nas warunki spelnia znana nam ze szkoly transformacja
Galileusza: t' = t, 2’ = x — vt (wtedy A, = D, = 1, B, = 0, C, = —v). Warunkiem, ktéry odrdz-
nia transformacje Lorentza od transformacji Galileusza jest fakt doswiadczalny: wartosé predkosci
éwiatta w prézni we wszystkich uktadach inercjalnych jest taka sama i wynosi c ~ 3-10% =
Wynika z niego, ze promien $wietlny poruszajacy sie w U z predkoécia ¢ powinien mie¢ predkosé c
réowniez w U':

t _ Aq) Bv t o (Av +CB1)) .t B CU +CDU —CA,U B v
O HO)- () - e g

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, mamy

YN L[ 1 =%t
() =2 %))

a w nieco bardziej eleganckiej formie

ct’ (1 =2 (et
— c
() =2 [ 7] (5)-
Jak wyznaczy¢ funkcje D,? Zauwazmy, ze jednoczesna zmiana znaku przy z, 2’ i v odpowiada zmianie
zwrotu osi x i #’. Zmieniajac zwrot osi, zmieniamy wylgcznie nasz umowny opis sytuacji fizycznej
(liczba, ktéra przyporzadkowujemy polozeniu danego obiektu, zmienia sie np. z 3.2 na —3.2), a nie

samg sytuacje (obiekt nie zmienia swojego ,fizycznego” polozenia wzgledem jakiegokolwiek innego
obiektu), wiec po takiej operacji powyzsze réwnanie powinno wciaz by¢ spelnione — czyli:

(20) =2t 1](5)
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ct’ 1 ¢ ct R
= / =D_, v ¢ =D_, v ¢
T -2 -1 - —= 1 x
c (&
= D_,=D,

Skladajac transformacje odpowiadajaca predkosci v z transformacja odpowiadajaca predko$ci —v po-
winni$my uzyskaé transformacje z U do U’ i z powrotem do U — czyli identyczno$é. Mamy wiec

ct 1 1 =% ct
(5)-r[2 ]2 [ T(9)-
5 v? ct 1
:D’U 1-*2 :>DU: .
c X 1 2

c2

—_

Mozemy zapisaé¢ juz ostateczng postaé¢ jednowymiarowej transformacji Lorentza:
'\ |y =Byl [ct
) =By x )’

v 1
c

gdzie
5 =

Sy

Jak zachowuja sie wspdlrzedne poprzeczne? Gdyby warto$é polozenia na osi y (to samo dotyczy osi
z) zmieniala sie przy przejéciu z U do U’ np. na wieksza, to powinna sie réwniez zwiekszaé przy
przejsciu z powrotem z U’ do U — w koficu nie powinno mieé¢ znaczenia dla osi y, jaki jest zwrot osi
x, a zatem jaki jest zwrot predkosci wzglednej uktadéw (mogloby mieé znaczenie co najwyzej to, czy
uktady sie oddalaja, czy zblizaja — ale te kwestie oba uktady ,widza” tak samo). W takim razie warto$é
polozenia w U musialaby by¢ wigksza od niej samej, co jest wewnetrznie sprzeczne. Wyciagamy stad
whniosek, ze wartosci wspotrzednych poprzecznych do kierunku ruchu wzglednego uktadéw transformuja
sie trywialnie (nie zmieniaja sie). W zwiazku z tym pelna postaé transformacji Lorentza dla trzech
wymiaréw przestrzennych to

ct’ v =By 0 0 ct
x! _ -8y v 0 0 x
Y 0 0 10 y |
2 0 0 0 1 z
gdzie
v 1
6 = = .
c U /1— 32
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D Relatywistyczny ped i energia spoczynkowa — uzasadnienie

Jaka zerowa wspolrzedna powinnismy dobraé¢ do wektora pedu, zeby dostac czterowektor? Powiedzmy,
ze dla czastki poruszajacej sie¢ w uktadzie U z predkoscia v wynosi ona a,. Jesli czastka spoczywa
w ukladzie U, to jej ped w tym ukladzie powinien by¢ zerowy, natomiast bedzie mial wartosé¢ p w
uktadzie U’, poruszajacym si¢ z predkoscig —v. Mamy wiec:

() =1a 2108)=(3%)

Chcielibysmy, zeby w granicy 8 <« 1 wyrazenie na ped redukowalo sie do p = mv znanego nam z
mechaniki klasycznej:

<1 v
pzﬁ’y-ao—>ﬁ Ea0:>a0:mc.

Mamy wiec
a, = ymc, p = Bymec=ymu .

Jaka bedzie nierelatywistyczna granica funkcji a,,?

2 2 1 2
av:mcﬂ<_<1,mc_(1+52>:mc+m:(mc2+m> ,
C

V1—02 2c 2

Drugi czton w nawiasie wyglada jak nierelatywistyczny wzér na energie kinetyczna — czyzby zatem a,
odpowiadato podzielonej przez predkoéé §wiatla energii czastki? To sugeruje, ze wyrazenie mc? mozna
potraktowaé jako pewna skladows calkowitej energii czastki, wynikajaca wylacznie z faktu posiadania
przez czastke masy. Jest to energia spoczynkowa czastki. Funkcje a,, identyfikujemy z ilorazem E/c.
Czteroped (E/c¢,ps, Dy, Dz) jest wiec czterowektorem:

E'/c vy =0y 0 0 E/c
Pe | _|=Br v 0 0| pe
Dy 0 0 10 Py ’
8 0 0 01 =
gdzie
v 1
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E Relatywistyczny efekt Dopplera — wyprowadzenie

Niech Zrédlo emitujace monochromatyczna fale $wietlna oddala sie od obserwatora z predkoscia v.
Okreslmy nastepujace zdarzenia:

Ay — pewien grzbiet fali Swietlnej opuszcza zrédio ,
Ay — kolejny grzbiet fali $§wietlnej opuszcza zrédlo
By — pierwszy grzbiet dociera do obserwatora ,

By — drugi grzbiet dociera do obserwatora .

Zalézmy, ze czas w obu uktadach mierzymy od momentu wystania przez Zrédlo pierwszego grzbietu.
W ukladzie Zrédla polozenie mierzymy wzgledem zZréodla, a w uktadzie obserwatora — wzgledem ob-
serwatora. Zalézmy, ze w chwili ¢ = ¢ = 0 zrédlo znajdowalo sie tuz przy obserwatorze (czyli
z(t=0)=2'(t' =0)=0).

W ukladzie zrodla zdarzeniom A; i As odpowiadaja wspolrzedne:

0 T
(@) A (3)

gdzie T to okres fali $wietlnej w ukladzie zrédta. W uktadzie obserwatora:

v By] (0 0) [7 Bv} <0T> (70T)
A — = y A — = .
' {57 g } (0) (0 2By o]\ o ByeT
W ukladzie obserwatora zdarzenia By i By maja polozenie rowne 0, za$ czas pomiedzy zdarzeniem A;
a B; (i =1,2) to czas, w ciagu ktérego wyemitowane $wiatlo dotrze od zZrédia do obserwatora:

0 ~vcT Byl \ [ (1+ B)yeT
BlH(O) ’ Bz%(ﬂ’ycT)—’_(ﬂ’ycT o 0 ’
Réznica wspdlrzednych czasowych pomiedzy Bs i By podzielona przez predkosé swiatla to okres fali
w ukladzie obserwatoras:
o A+ Bl
c
=(1+/NT =
1
+ 3 T

CVi-R
B 1+p

Poniewaz T = %, zalezno$¢ pomiedzy dlugoscia fali obserwowanej a dlugoécia fali emitowanej bedzie
miala analogiczng postac:

ct+wv

c—v

N =)
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