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� �=ÈB{~¬�½F���'�����D«����¯��®"� \ � ©§Å)� �l�x��� \ � © É � � ½Ä¬��t}����{¾������¬»Ê�ÊdÃ �����K¬��¾¬l�±���D�t�X�l�x����x�h�~¬����!�¨��®²¬l® i =�4 =E ñ Ü í =ñ ã Ü � i =�i = ñ íñ ã 1 ÙÛÞ`= ì Ü í = ï � \ � © Ë �

i ��4 �E ñ Ü í �ñ ã Ü � i ��i � ñ í �ñ ã 1 ÙÛÞ ì Ü í���ø � \ � ©�¸b�
Þ	Ô¨�x�l�D{~���x®"� \ � © Ë � �l�x�G� \ � ©§¸)� �l�D¬��D��¬��B���x¬���}j���~{¶�|�x�����D{¯�l�¦��{Ýß¦¬���¬�����{¯�l��¬lÔ¨�x����{~�t�µ®
½?��{¯��=����¬d�D��¬d«=��®²�D¬§�|¬lÔ¨�x����{~���x®¼�����?��¬l�l�?���D���x���ÿ���D{¾�t��{¾� ª ¬���«!{x¬��~¬v�±�D���t�=�l�x�
���x�h�~¬������ÿ�t®²¬v®±�����U�D��¬����t�~�¾�l½?{~��� � ½|¬�½?{~�~�Ä®¿�D�x���þ�D��¬�ÔÕ�µ���B�D��«7�~{¾«!{~���l����¬l�l��D��l�x®²�x���D��{¾�Z����¬���¬��D«�{~�t��{¯��®²��®²�D¬§«=®±��t�¬���¬±ýx��¬d����¬�ÔÕ�x�l������«���¬v�����D��l�x®²�x���D�
�~{~«�{~�'��®¼�����~�~�l½�®hï i = 1 i ì =� ï i � 1 i ì � � ø � \ � © � �
� �=���x��������®²¬ � Þ'ÔB®±�
� \ � © Ë � ���x�2� \ � ©�¸b� �µ�vÈ¨¬Q�D��¬����t��«

% = ñ Ü í =ñ ã Ü � ñ í =ñ ã 1 ÙÛÞ = ì Ü í = ï � \ � \tÀb�
% � ñ Ü í �ñ ã Ü � ñ í �ñ ã 1 ÙÛÞ ì Ü í � ï � \ � \�©;�



5bÅ»Ä�Å��3Î¯�cÌNÃ×�P�IÎ���Áa�EÎÍ�����PÖ½�£ÀL�#�£ÀL�NÃ-Ê�ÁPÈ��f9�Ì~ÎE�=Áa�EÎÍ���XÎ@��ÀaÎ ¹+À �f9�Ì~ÎE�=�cÏXÊ�Ád�~�Ð�NÃ Áÿ�

½?��¬���¬ % = 1 ÙÛÞ = �o4 =E � Ü ï % � 1 ÙÛÞ �=4 �E � Ü ø � \ � \t\b�
Þ'Ô¨�x����{~�t�µ®f� \ � \�À)� �l�x�S� \ � \B©$� ��¬±ýx��¬��D��¬ «=��®²��¬���¬lÔ¨�x����{~���#�����»Ô¨�x���B�D��« ��¬l���
������µ®²�x�t���'�²ÜQÊ ³"� �qÊ���ÈB{~���=����¬!�D¬§�¯��´�����{~���U�D{¾«!¬l®�% = �l�x�ð% � � �t��¬=����� ��¬±ýx��¬����¬'ùD�����¶®D�l�D{~���x®×û°Æ =E �l�x�GÆ �EÆ =E 1 �=% = � ( � ï Æ��E 1 �o%�� � ( � ï � \ � \ ¹ �
��� Æ =E 1 Þ = �=4 =E � ÜÙÛ ï Æ �E 1 Þ �o4 �E � ÜÙÛ ï
{·� ¬¨� � Æ =E ÙÛ 1 Þ = �=4 =E � Ü 1 Þ = 
 Ü

¹ : Ü ïÆ �E ÙÛ 1 Þ �o4 �E � Ü 1 Þ 
 Ü"
¹ : Ü ø � \ � \ Á �

³ ��¬����t�D«����¶�t®"� \ � \ Á � ��¬±ýµ��¬��D��¬�çc�¶���x�èÕì Þc{~�x®¿�D¬�{¾�!�D¬§�¯����{~��� ���t�?��¬v����Ô¨�x���B��fØ =E
�l�x�GØ �E

Ø =E 1 Æ =E ÙÛ 1 Þ = �o4 =E � Ü ï
Ø �E 1 Æ �E 1 Þ � �o4 �E � Ü ø � \ � \tÅb�

³ ��¬���¬l���=Ô¨�x�l������« ½?{¾�D�à¬���¬§�D�t�.Ø E 1 ÙÛ Æ ���l�à}j¬��µ��«!¬l�Ú����¬ðHJBNeaF�×bD � {~��±��«!���¾¬��D¬����x�l�~���t�Ú���U�D��¬	Ø9Hh×bD�×bD � ÖXe�`bD�×bD � OK×aF�×bD � ¬����t� ª �t�]% = � % � 5 À �Þ'ÔB®±�<� \ � \�À)� �l�x�Ú� \ � \ Á � ����¬�����¬ ª �t���D{~¬§� ¬lÔ¨�x�l�D{~���x®»½?{~�D�FÔ¨�x�l������« ��{Ýß¦�x®¿{~�t�
�±�¨¬PÓ=�±{¾¬��B�® þ = ���µ� þ �ñ í =ñ ã 1 þ = ì Ü í = ï þ = 1 ÙÛÞ = ï � \ � \ É �ñ í �ñ ã 1 þ � ì Ü í � ï þ � 1 ÙÛÞ ø � \ � \ Ë �
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³ ��¬�Ô¨�x���B�D��«Î��{Ìß&�µ®²{~���!�h�¨¬�Ó=�h{~¬��B�® þ = �l�x� þ � ½Ä¬��D¬?{¾�����D�B���x�h¬l�H���t�'�D��¬|ýx�®¿�
�D{~«�¬K}B�=Þ?�J�K¬��¶®²�t� � \ �ºÉ  �
ª ����ýx��{~�D¬C% = �l�x�G% � � ���t�~DXãª�.% = � DXãª�.% � � Þ	ÔB®±�
� \ � \tÀ)� ���µ�ð� \ � \�©;� ���l�}j¬d½?��{~�D��¬��X�t®

©�=4 =E � Ü ñ Ü í =ñ ã Ü 1 ì Ü í = ï � \ � \t¸b�
©�o4 �E � Ü ñ Ü í �ñ ã Ü 1 ì Ü í ��ø � \ � \ � �

Þ'ÔÕ�x�l�D{¾�t�x®<� \ � \�¸)� �l�x��� \ � \ � � ����¬|����¬?½?��È¨¬'¬lÔ¨�x����{~�t�µ® ���t�'Ô¨�x�l������«4��¬l���q�D�����x®�ì
�j���D�2�²ÜQÊ ³"� � ª ���`D6ã © % � ����¬��t}����{¾�x®!�D��¬ ª �����D{¾¬�� ¬vÔÕ�x�l�D{¾�t�x®G� \ � \ É � �l�x�� \ � \ Ë � �
���!½?�µ���	�����~�¾��½�® � ����¬��B{~«!¬��µ®²{~�����~¬v®D® �����D«_���q�D��¬�ÜQÊ ³ ½?{~�¾��}x¬H�µ®²¬l�&�°�������D��ì���x�±{¾���»�D��¬d��¬l���x�±¬v����{~«!¬�ã ë ���µ�Z�D¬v���x�±¬l�!�¾¬����t���[u ë �

ã ë 1 ãc8;%�ï u ë 1 u4�E�% ï � \ �º¹ Àb�
�t��¬d�t}����{¾�x® � ���t��ÜQÊ ³ � ñ Ü í =ñ ã Ü � ñ í =ñ ã 1 ì Ü í Ü ï � \ �º¹ ©;�ñ Ü í �ñ ã Ü � ñ í �ñ ã 1 ì Ü í � � \ �º¹ \b�
���x� � �����HÜ ªc³ � ñ í =ñ ã 1 ì Ü í = ï � \ �º¹t¹ �ñ í �ñ ã 1 ì Ü í ��ø � \ �º¹�Á �
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QH-TEMPERATURE

-2

0

2
Reduced length

0.2

0.4

0.6

Reduced time
0

0.25
0.5

0.75
1

 

-2

0

2

QF-TEMPERATURE

-2

0

2
Reduced length

0.2

0.4

0.6

Reduced time

0
0.2
0.4
0.6
0.8
 

-2

0

2
Reduced length

ª {¾�t����¬ \ � © ï2��� �»³ ��¬=�B��«!¬���{¯���l�Ä®²�t�¾���D{¾�t�Ö���Q�D��¬�ÜQÊ ³ � \ �Û¹ ©$� ���t�»����¬={~��{¾�D{¯�l�
éQ���µ®D®²{¶���T��¬�«!�x¬������D���D¬����D��ýµ�~¬�� \ �º¹ Åb� � ��} ��³ ��¬�����«�¬��D{¶�����Q®²���~����{~�t�F��� �D��¬
Ü ªc³ � \ �Û¹t¹ � �����?�D��¬d{¾��{~��{¯���qéQ���x®�®²{¯�l���D¬�«��j¬§��������D¬�������ýx�¾¬f� \ �º¹ Å)� �



Åt\ ��ÀLÁcÂk�Ð�NÃ�5bÅÆ��ÁbÇ��cÁPÈ
�£ÀL�NÃ~Ê�Á�È�ÂgÀL�N�L��Ê��N�LÁ;Ë��)Ç$Á��L�=ÁPÈ�Ïb�~�cÌNÃÐÎÑÂk�IÎ»���
��� ª {~�ÿ®±� \ � © �·� � �l�x� \ � © ��} � � ����¬�®¿�t�¾���D{¾�t�!�l�'Ü�Ê ³ ���µ�ZÜ ªc³ � �D¬l®¿�j¬v�±�D{¾È¨¬��~� ����t�?�D��¬H{¾��{~��{¯�l�séQ���x®�®²{¶�����D¬§«!�x¬���l�D����¬������¶®²¬

í � À ï u ë � 1 ¬§´��
� ä ¹&u ë Ü � ï ñ í �lã ë u ë �ñ ã ë ½½½½½ ç"! � ö 1 À � \ �º¹ Åb�
���D¬�����¬l®²¬��B�D¬v�&�_�²®¿�t����¬��D«�® �l�D¬����D¬l®¿¬��B�D¬l�F�t®!�D��¬#�����µ�±�D{¾�t�x®!��� �D��¬��D¬v���x�±¬l�
�~¬������D�=�l�x� ��¬l���x�±¬v� �D{¾«!¬�� \ �Û¹ À)� �|æ�®Ä������}j¬�®²¬�¬������D�t« ª {¾��� \ � © ��� � �D��¬Q{~��{¾�D{¯�l�
é��l�x®D®¿{¯�l�U�D¬�«��j¬§��������D¬������¶®²¬'� \ �Û¹ Å)� ���D���x���ÿ����¬l®���®�����¬»�D��¬��D«=�l�s½¼��È¨¬»�D�=�D��¬
�~¬±��� ���x�¤�D{~�����»½?{¾�D�Ö�D��¬X®D�l«!¬!È¨¬��¾�B�±{~�¿����ù��²½Ä������«=®×û���{¶�±�D���D¬=�D¬����D¬l®¿¬�����®��D��¬
���D�t�B�?���Ç�D��¬d�D��¬��D«=�l�&½¼�vÈ¨¬ � �'z|���±�t�B�D���t®²� � {¾�=�D��¬�����®²¬d���?Ü ªc³ � ª {~��� \ � © �w} �N� ��D��¬d��¬l�l�?�D�����x®���¬��K{¶®|�D��¬d��¬v������{Ìß&�µ®²{~���Z�����t«�����¬d�D��¬���«=���qéQ���x®�®²{¯�l��®¿�t�����±¬¨�
³ ��¬ �x�ÿ®D®²{¾}��~¬¤{¾����¬��D����¬���l�D{¾�t�T�l�!����¬¤��¬l�����t�Y¬���¬����t{~¬v®����l� }x¬Ö®²������¬l� ��®

���t�~�¾�l½�®±� ª �t�����Ö¬��~¬l�h�D�D���U�¨��® � ½Ä¬=�t}�����{~�¤���D��«+���t��« ���¶�t®�� \ � ©�Åb� �l�x� � \ � \�Å)� ����t� Þ = 1 À�øÛÅ�©êØ ¬ Æ 8;: Ü � ���x�'4�E 1 � © 8  ¹ � 
�: �Ø =E 1 �s¬ Æ ï � \ �º¹tÉ �
½?��{¯��à{¯®=���»����¬��t��B¬����l�»�D��¬ð	?���B}j¬§�D�Ú¬§��¬��D���¨� ª ���Z�B�x�±�¾¬��t�F�¨��®²¬l®2� Þ 1
�t¹ ¸°Ø ¬ Æ 8;: Ü � 
 " 1 ÀLø~©§Å)� �t��¬�ýx�µ��® � ���D��«6���t��« ���¶�t®�� \ � ©�Åb� �l�x��� \ � \�Å)� �Ø �E ÒTË Ø ¬ Æ � \ �º¹ÕË �
{�� ¬ÿ� � �D��¬%�vÈ¨¬§�����¬�}�{¾�x��{¾����¬§��¬��D���¤���d����¬��B�x�±�¾¬��t�Ö{~�Ú����¬��B�x�±�¾¬��x®'��ù�}j��{~�¾{~���+û�D¬�«!�x¬����������D¬K�����?�D��¬d�B�x�±�¾¬��x® � �tà��¬����D��¬»�����{¾�x������«=�l�D��¬����w��������¬������t«!{¶���¾¬�È¨¬�� � �t���B�x�±�¾¬l����«=�����D¬��C�w���
�D��¬����µ�±�~¬��µ®��¾¬�È¨¬�� � {¯®�¬�´��±{~��¬l��½?{~���¤®²���t�D���D¬�«��j¬§��������D¬������¶®²¬l®X��D6ã�Ò % � � �D��¬�D¬l®¿�j���x®²¬»�l�'�D��¬H«����D��¬��?{¯®���{¶®D�±��¬��D¬¨� ³ ��¬�«=�����D¬��¼��}x®¿�t�D}µ®�����¬�����¬���«=���¦¬���¬����t�
{~�=�D��¬������D«��l�c����¬�ÔÕ�x�l����� Ø =E ����Ø �E �
����{¯®�ÔÕ��{~�D¬��x��������l�c�D��������®²��¬»����¬»®¿�D�x�B�����Ç�D��¬»����¬��D«����&¬§´��±{¾��l�D{~�������!�D��¬

®²��}��B�x�±�¾¬��t�Ö�~¬�È¨¬§� � {�� ¬ÿ� � ÔÕ�x�l�Dè¤«=�l�D�D¬§���F���Ú�D��¬����t�~�¾�l½?{~��� � ½|¬X�t¬���¬§����¾{~Ó�¬X�D��¬



5bÅ»Ä�Å��3Î¯�cÌNÃ×�P�IÎ���Áa�EÎÍ�����PÖ½�£ÀL�#�£ÀL�NÃ-Ê�ÁPÈ��f9�Ì~ÎE�=Áa�EÎÍ���XÎ@��ÀaÎ ¹+À �f9�Ì~ÎE�=�cÏXÊ�Ád�~�Ð�NÃ Å ¹

ÜQÊ ³ ¬lÔ¨�x�l�D{~���ð� \ �ÝË � ���t�QÔÕ�µ���Dè��¨�t®?{~�=����¬����t�D«
©: Ü
ñ Ü í$#ñ ã Ü � ©: Ü %

ñ í$#ñ ã 1 �%
 #" � Ü
¹ ì Ü í # ï � \ �º¹ ¸b�

½?{~���&
 #" ��¬������D{~��� ����¬�ýx��¬±ì ®²���D�x�±�����D¬ �±�t�µ®²��l���?���t�Q®²���D�����!Ô¨�x�l�Dè¨ì¿Ô¨�x����è={~�B�D¬��¿ì
���±�D{¾�t� � 4 #E ����¬d�D��¬§�D«=�l�jÈ¨¬§�~�B�±{¾�²�

4 #E 1 © ¹ 
 #" :;ï � \ �º¹t� �
���x��%!{¯®|�D¬§�¯��´�����{~���Z��{~«!¬?���t��Ô¨�x�l�Dè!�ÿ�t®±�
æK�x�l�~���t�t�µ®²�~���D��¬��~¬l�h�D�D���=���µ�Z�B�x�±�~¬§�t�=�¨��®²¬l® � ½|¬d�t}�����{¾�Z���t��Ô¨�x�l�Dè=��¬l�l�D�t�Ø #E 1 Þ #¹ �'
 #" � Ü : Ü ï � \ �ÂÁ Àb�

½?��¬���¬ Þ # �B¬����t��¬l®��D��¬�«=��®D®K�l�?�D��¬��vÈ¨¬§�����¬!Ô¨�x�l�Dè�«��t®D®h� ª �����ZÔ¨�x�l�Dè��ÿ�t® �����¬��vÈ¨¬§�����¬dÔ¨�x����è!«=�t®�®?�����X}x¬��§���¯�h���¯�l�D¬l�!�����±�����{¾��� �������t��« ���¶��� \ �ÝË 
Þ # 1 ©

¹ � Þ�( � Þ*) � Þ " �
1 ©

¹ ��¹ Å�À � ¹ Å�À � ÅtÅtÀb�BØ ¬ Æ 1 Á © Ë Ø ¬ Æ ï � \ �ÂÁ ©;�
½?��¬§�D¬ Þ�( � Þ+) � Þ "d��¬����t�D¬v®��D��¬!«��t®D®��l������¬!��� � �B��½?�Ö�l�x�¤®²�D��������¬XÔÕ�x�l�Dè ���¬l®²�x¬l�±��{~È¨¬��¾�¨� ª ���»�D��¬X���l�¯�±���¯����{~���U���d����¬*
 #" ½Ä¬=�±���x®²{¶��¬��»�D��¬��B¬l������®d���Q�D��¬
}x�l�D�¨���Z��¬l®²���x���µ�±¬l®±� ª �t��®¿�D�D��������¬l�����!�l�c����¬-,/.�� © ¹ ¸tÅcØ ¬ Æ�� ��¬l®²���x���µ�±¬

é ( � g'5 , . � © ¹ ¸tÅcØ ¬ ÆC� 510 � º ö ï
����¬d½?{¯�����32�Ò ¹tÉ Ø ¬ Æ ���x�!�¾{Ý��¬���{~«!¬

%�" 1 ÙÛ 2 Ò ©§À ( Ü , ® ø
ª �t�?¬§�~¬l�±���D��«=������¬��D{¶�?��¬l����� �, ö � ©t© � \cØ ¬ Æ�� 510 � Z ï
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�£ÀL�NÃ~Ê�Á�È�ÂgÀL�N�L��Ê��N�LÁ;Ë��)Ç$Á��L�=ÁPÈ�Ïb�~�cÌNÃÐÎÑÂk�IÎ»���
% = Ò ©§À ( �54 ®h�|Ã'�t�x®¿{¯��¬§�D{~��� ���x���Ä 
 #"
,Ç Ò Ä % =%:"�Ç ��� Ü Ò ©�À�À ï
�t��¬d�t}����{¾�x®|���t��
 #" ����¬dÈt�l�~��¬ 
 #" Ò ©aø � \ �ÂÁ \b�
Í¨��}x®¿�D{~�����D{¾�������t��« ���¯�t®�� \ � Á ©;� �l�x��� \ �ÂÁ \)� {~�B�D�'� \ �ÂÁ À)� � �t��¬dýx�x��®Ø #E Ò © ¹t� Ø ¬ Æ Òà« � ï � \ �ÂÁ¨¹ �
½?��¬��D¬ Þ � ��¬§���t��¬l®	����¬ º ì·«!¬l®²��� «��t®D®h�'���	�B�§�±���®|���x���?½?��¬��D¬��t��¬��l�D�D¬§«!���®c���ùD«!¬��¾�cûd�D��¬d�B�x�±�~¬§�t�!{¾�Z�����¬§�K���»�t}�����{~�X�D��¬�����¬�¬�ÔÕ�x�l�Dè!�ÿ�t® � ����¬d¬���¬����t�!�l�'�D��¬��¬l�����t��{¯®K¬vÔÕ�x�l�c�D�=����¬ º ì�«�¬l®²����«=��®D®���½?��{¯����±���x®²{¶®²��®��l�?�¿½|��ÔÕ�x�l�Dè�® � �»����{¯®
�D��¬�®²{¾«!���¾¬K����¬l®²¬§�������D{¾�t�=���]ç�n�ebO76]j2×bD98&DwB�ÖfBPD�Fw�
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(a) DEBYE-HUCKL POTENTIAL
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(b) YUKAWA POTENTIAL
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5bÅS�dÅ����P�=ÁP���=Á Þ�ÈÍ���lÀL�NÃ~Ê�ÁPÈ���Ç$Á��L�NÇ�ÊÚ�P�ÐÁd�=�~� Ëv¹

ª �t�%�±�t�x®¿��l�����x�t��¬��B�D{¯�l�»}x�����D{¾¬���b 1 b ö �l�x�T{~�4�D��¬ ���t®¿¬U�����D��¬¤����¬±ì��{¾«!¬��x®¿{~���x���x��¬l�l�?�D�����x®���¬��K����¬�����«!¬��x� � Þ'Ôj�
� \ � ©�À ¹ � �§���=}x¬�½?�D{¾�D��¬��=�t®
©4 Ü
ñ Ü íñ ã ÜÎ� Þ ÙÛ

ñ íñ ã � \ b ö ÞÙÛ Ü í 1
ñ Ü íñ u Ü ø � \ � ©§À Á �

��������¬���¬���¬������¾{~Ó�¬l�=Ô¨�x���B�D��«:��¬l�����D�����x®¿�j���D�d¬lÔ¨�x����{~���ð� \ � ©§À Á � � ½|¬»®¿¬�¬�è=��®²��ì�¾���D{¾�t�!{¾�Z����¬����t��« í �vu
ï×ã � 1 x ( ç � Ü ��v �vu ø ã � ï � \ � ©§ÀtÅb�
½?��¬§�D¬�����¬d�D¬��¶��´����D{¾�t�=�D{¾«!¬ � % � ¬lÔ¨�x�l�¯®

% 1 ÙÛÞ 4 Ü ø � \ � ©§À É �
æ�����¬��?®¿��}x®¿�D{~�����D{¾����Þ'Ô�®h�
� \ � ©�À�Å)� �l�x�!� \ � ©�À É � {¾������Þ'Ôj�k� \ � ©�À Á � � �t��¬��t}����{¾�x®

©4 Ü
ñ Ü vñ ã Ü ä ñ Ü vñ u ÜÊ� Ý v �vu
ï×ã � 1 À ï � \ � ©§À Ë �

½?��¬§�D¬ Ý 1 \ b ö ÞÙÛ Ü äÅÄ Þ 4\ ÙÛ Ç Ü ø � \ � ©§Àt¸b�
ª �t� Ý © À � Þ'Ôj��� \ � ©�Àt¸b� {¯®K����¬�ë��~¬�{¾��ìDé����������¬lÔÕ�µ���D{¾�t�o�������D��¬������~�¾��½?{¾��� � ½|¬½?{¾�~�'�±���x®²{¶��¬����D��¬���¬l�l���D�����x®¿�x�t�D�»�����D�����t�¤����¬=������}��~¬ Ò {¾��t����¬��~���!�j���D¬��B�D{¶���
}x�l�D��{~¬�� b ö �vu � 1 »

÷
��u � � » ÷ ��u ä îL� ï � \ � ©§À � �

½?��¬§�D¬ » {¶®K�D��¬�}x�����D{¾¬���®¿�D��¬����t�������x� î {¯®?�D��¬»}µ���D��{~¬��Q®²¬§�x�������D{¾�t�o���x¬§� v �vu
ï×ã �
��¬§�D¬���«!{~��¬?�µ���D«��t��{¶�K���¯�l��¬d�D��¬§�D«=�l�&½?��È¨¬v �vu
ï×ã � 1 x ( � Ì ç5� �vu �cø � \ � ©�©�Àb�
³ ��¬������µ�±�D{¾�t� � ��u � �����Ýýx�¾�¯®	����¬d�D{¾«!¬K{¾�x��¬��x¬��µ��¬��B�|¬lÔ¨�x����{~���x®ÙÛ Ü

\dÞ îbÜ � �vu �î u Ü ��� �vu � � � ÙÛ Æ �ÐÜ\dÞ 4 Ü³� Þ 4 Ü
¸ � 1 À � \ � ©�©t©;�



Ë�Á ��ÀLÁcÂk�Ð�NÃ�5bÅÆ��ÁbÇ��cÁPÈ
�£ÀL�NÃ~Ê�Á�È�ÂgÀL�N�L��Ê��N�LÁ;Ë��)Ç$Á��L�=ÁPÈ�Ïb�~�cÌNÃÐÎÑÂk�IÎ»���
½?��¬���b ö 1 À � ���x� ÙÛ Ü

\dÞ î Ü � �vu �î u Ü ��� �vu � � � ÙÛ Æ � Ü\dÞ 4 Ü³� Þ 4 Ü
¸ ä b ö � 1 À � \ � ©t©§\)�

½?��¬���b ö /1 À �� ���D��¬d�x�t��¬�����{¯�l�&���D¬�¬���¬��t{¾�t� � �D��¬d���¶����¬d�x�l�D«!����{¯�?�D��¬��D«=�l�&½¼�vÈ¨¬ � �vu � �x�t®?�D��¬���t�D« � ��u � 1 x ��� V ø � \ � ©t© ¹ �
æ����D¬��¼®²��}µ®²�D{¾�D����{~����Þ'Ôj�k� \ � ©t© ¹ � {¾������Þ'Ôj�k� \ � ©t©�©$� ����¬d�t}�����{~�µ®

äQP Ü � \dÞ+� ÜÙÛ Ü 1 À � P 1 � \aÞ*� ÜÙÛ Ü � ��� Ü ï � \ � ©t© Á �
½?��¬��D¬ � Ü 1 Þ 4 Ü

¸ � � ÙÛ Æ � Ü
\aÞ 4 Ü ø � \ � ©t©§Å)�

³ ��¬=®²���~����{~���U���QÞ'Ôx��� \ � ©t©�\b� {~���D����¬�¬=��{Ìß¦¬��D¬��B�d�D¬���{~���x®����l�U}x¬!¬�´B���D¬v®D®²¬v����®
���t�~�¾�l½�®±ï

��� ��u � 1 x ��� V � f x ( ��� V u �àÀ ï
� �a� �vu � 1�� x ��� V_�U� x ( ��� V À�� u �úî ï � \ � ©t© É �

� �`�a� ��u � 1 Y x ��� V u	^ î9ø
ÊK¬��D¬-fY�l�x� Y ����¬�����¬»�D¬�Ôµ¬l�±�D{¾�t�X���µ���D��l�x®²«�{¯®D®¿{~������«����~{¾�D�x��¬v®|�D¬l®¿�j¬v�±�D{¾È¨¬��~�¨�
³ ��¬K����l�x®²«!{¶®D®¿{~�t���±�¨¬�Ó��±{¾¬����°¬lÔÕ�µ���¯®�c Y c Ü � ³ ��¬Q}j�����x���l�D���±�t�µ��{~��{~�t�µ®|��� u 1 À
���x��u 1 î �l�D¬=�x®²¬v� �D���B¬��D¬���«!{~��¬ ����¬=��«����~{¾�D�x��¬ Y ���µ� �D��¬Z����l�x®²«!{¶®D®¿{~�t�
�±�¨¬�Ó��±{~¬��B�hc Y c Ü ��æ?���D��¬��~�B�§���D{¾�t�x®��l���D��¬���¬§�~��!}x�l�D��{~¬���® � �D��¬»½¼��È¨¬������x�±��{~�t�µ®� �vu � �l�D¬��±�t�B�D{¾�����t�x® � �D�x�l�?{¯®

� � � À)� 1 � �a� � Àb� ï � �`� � îL� 1 � �a�a� � îL�cø � \ � ©t© Ë �
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³ ��¬�®²�~���x¬����q����¬�½?��È¨¬?�����x�±��{~���x®|�l�ªu 1 À ���x�`u 1 î {¯®Ä��{¯®��±�t�B�D{¾�����t�x® � ���µ� {~����l�=}j¬�®¿���l½?��}B�=�������D�B{~���»�������D��¬����t�¾�~�l½?{~���»{~�B�D¬�������¶®±ï

�~{~«� õ3ö å �( �
� ä ÙÛ Ü
\dÞ îbÜî u ÜÊ� » ÷ �vu � � » ÷ �vu ä îL� � � ��u �~î u 1 �~{¾«� õ3ö å �( � � Ü � ��u �Ðî u
ï� \ � ©�©�¸b�

���
ä ÙÛ Ü
\aÞ � � ë �`� � À)� ä � ë � � À)�o � » � � � À)� 1 À � \ � ©�© � �

�l�x�

�~{~«� õ3ö å
) W �) ( � � ä ÙÛ Ü

\dÞ î Üî u Ü � » ÷ �vu � � » ÷ �vu ä îL� � � �vu �~î u 1 �~{¾« å ) W �) ( � � Ü � �vu �~î u
ï� \ � ©§\tÀb�
���

ä ÙÛ Ü
\dÞ � � ë �a�a� � îL� ä � ë �`� � îL�o � » ���a�a� � îL� 1 À�ø � \ � ©§\�©;�

ª �D��«4Þ'Ô�®h�b� \ � ©t© � � ���x��� \ � ©�\B©$� � �D��¬Ä��{¶®D�±������{~�B��{~�¿�?�l�x�D��¬cýx��®²�¿ì������¬��q�B¬��D{¾Èt�l�D{¾È¨¬l®�l��u 1 À � �l�x� î ���l��}x¬d�t}x®¿¬��DÈ¨¬l�¦�
z|�X®²��}µ®²�D{¾�D����{~����Þ	ÔB®±��� \ � ©�© É � {¾�����=Þ'Ô�®h�½� \ � ©�© Ë � � � \ � ©t© � � ���µ�ð� \ � ©�\B©$� �t��¬��}���l{~�x®

© � f 1�� �U� ï� x ��� ) �d� x ( ��� ) 1 Y x ��� ) ï � \ � ©§\t\b�
ä=�E Ë Ü � � À P��Sä � À P�ä À P � f�À P  � » � © � f � 1 À ï

ä �E ËÜ � < À P Y x ��� ) ä À P�� x ��� ) �d� À P x ( ��� ) > � » Y x ��� ) 1 Àtà��¬��»����¬���{¾«!¬��x®¿{~�t���~¬l®�®&�x������«!¬���¬���� 1 \dÞ�» 8 PJÙÛ Ü {¶®c��¬±ýx��¬l� � Þ'ÔB®±�9� \ � ©§\t\b�
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�£ÀL�NÃ~Ê�Á�È�ÂgÀL�N�L��Ê��N�LÁ;Ë��)Ç$Á��L�=ÁPÈ�Ïb�~�cÌNÃÐÎÑÂk�IÎ»���
�����=}x¬�½?��{~�D��¬��=��®

© � f 1�� �U� ï� x ��� ) �U� x ( ��� ) 1 Y x ��� ) ï � \ � ©�\ ¹ �
��ä � ä © � f ä��� � © � f � 1 À ï

ä�� x ��� ) �U� x;( ��� ) � Y x ��� ) � © ä�� � � 1 À�ø
æ����D¬��?��¬l������l���t¬�«�¬����?�l�'�D��¬»Þ'Ô�®h�½� \ � ©�\ ¹ � � ����l�x®²«!{¶®D®¿{~�t�%��«!���~{~���x��¬ Y ���l��}x¬�����¶�±���¯�l�D¬l� Y 1 Á��� Ü x Ü ��� ) � �vÀa� � \)� Ü  ø � \ � ©�\ Á �
tà{~�D�à����¬��D��l�x®²«�{¯®D®¿{~���F��«!���¾{~���x��¬ Y � �¯���t��« ���¶� \ � ©§\ Á � � ½|¬þ�����F�B¬±ýx��¬��D��¬�D��l�x®²«�{¯®D®¿{~���=�±�¨¬�Ó��±{~¬§��� � é é 1 c Y c Ü ø � \ � ©�\�Å)�
ª ����� Ô¨�x�l������«6�¿½Ä��ì·}x�����D{~¬§��®²�D���x�±�����D¬�� \ � ©§À � � �D��¬H��¬l®²{¶��¬��x�h¬��D{¾«!¬ O � ����¬d�D{~«�¬½?��{¯����x����«!�t��{¯�H����¬���«=���q�����¶®²¬�®²�x¬��µ��®�{~�x®¿{¯��¬»����¬�®²���D�x�±�����D¬ � ������}x¬!�B¬±ýx��¬l��t® O 1 î

é 4
ø � \ � ©�\ É �

³ ��¬ ��¬l®²{¶��¬��x�±¬ ��{~«!¬ � ���t��« ���¶� � \ � ©�\ É � � ½¼�t® ýµ�®²� ��¬±ýµ��¬l� }B�
z��J	H� Ø �t���D¬��¶®²�t�ê� \ � \ �  {¾���±������¬l�h�D{~���=½?{~�D�X�D������¬��~{¾��������¬�����«!¬��x��{¾���B�x�±�¾¬l���
������®²{¶��®±�
��� ª {~�ÿ®±� \ �ÂÁ��l�x� \ � Å � ����¬ ��¬l®²{¶��¬��x�h¬ ��{~«!¬ ���x������¬!�����D{¾�=�����D��¬!�D¬l®¿{¯��¬§�x�±¬�D{~«�¬ O � � \ � ©§\ É � � ���!�D��¬��D¬��¶��´�����{~�t�X�D{¾«!¬�% � � \ � ©�À É � � ���Ä�D��¬��D��¬��D«=�l�o�x����«!�t��{¯������¯®¿¬����D¬d����¬l®²¬§����¬l�&�
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(a) a=2 eV A, v=12.6 A/fs
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(b) a=2 eV A, v=12.6 A/fs
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ª {¾�t����¬ \ � Á�ï��·� ��³ ��¬��D¬l®¿{¯��¬§�x�±¬d�D{¾«!¬ � O � �����D«����¯�'� \ � ©§\ É � ���t�d������}��¾¬ � }x�l�D��{~¬��®¿�D�D�µ�±�D����¬»½?{~��� » 1 \ ¬ Æ æÎ�l�x�24 1 ©aøÛ\ ÉZ��«�8±�·®�'�w} �Q³ ��¬���l�D{~� O 8;%����t�d�D��¬������}��¾¬ � }µ���D��{~¬���®¿�D���x�±�D���D¬¨�
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(a) a=5 eV A, v=12.6 A/fs   
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(b) a=5 eV A, v=12.6 A/fs 
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ª {~�����D¬ \ � Å ï"�·� � � ��} �Ä³ ��¬ ®D��«�¬d�t®?{~� ª {¾�¨®±� \ �ÂÁ9��� � � �w} � }���������� » 1 Å ¬ Æ æ��
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(a) a=2 eV A, v=12.6 A/fs   
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(b) a=2 eV A, v=12.6 A/fs 
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ª {~�����D¬ \ �ºÉ�ï<�·� � � ��} �¼³ ��¬�®D��«�¬d�t®?{~� ª {¾�¨®±� \ � Ág��� � � �w} � �



¸tÀ ��ÀLÁcÂk�Ð�NÃ�5bÅÆ��ÁbÇ��cÁPÈ
�£ÀL�NÃ~Ê�Á�È�ÂgÀL�N�L��Ê��N�LÁ;Ë��)Ç$Á��L�=ÁPÈ�Ïb�~�cÌNÃÐÎÑÂk�IÎ»���
��� ª {~��� \ �ÂÁ9��� � � ����¬��D¬v®²{¯�B¬��x�±¬��D{¾«!¬?½?��®?�����¶�±���¯�l�D¬l�»���t�?�D��¬dÔÕ�µ���B�D��«N®²���D�x�"ì�D����¬H½?{¾�D�=�x�t��¬�����{¯�l�

bX�vu � 1 \ ¬ Æ Bæ ÷ �vu � � \ ¬ ÆtBæ
÷
��u ä îL� � \ � ©�\ Ë �

���x������¬»�D��¬§�D«=�l�o½?��È¨¬dÈ¨¬��~�B�±{¾�¿�'4 1 ©døÛ\ É���«�8±�·® 1 ©�\�ø É�æ�æ��·®±� ³ ��¬»�D¬v®²�t�µ���B�
�j¬v��è�®��±�t���D¬l®¿�x�t�x��{¾���=�D�!����¬�«�¬����®²��l}��~¬ ®²�����D¬v®K}x¬l�±�t«�¬H}��D�¨����¬���¬v�����d��{~����¬��
¬���¬����t�={~�x�B{¯���l�D{~��� ����¬»��¬v�±�D¬l��®²{¾���!�~{Ì��¬��D{¾«!¬����Ä�D��¬�«!¬����t®²����}��¾¬d�D��¬���«=���q®¿��l�D¬l®h�
� � ª {~��� \ �ÂÁ9��} � � ����¬!��l�D{¾� O 8�%#���t�»����¬=®���«!¬�ÔÕ�µ���B�D��«7�x�t�D¬§����{¯���#� \ � ©�\ Ë � ½?��®�����¶�±���¯�l�D¬l�¦�
³ ��¬H��¬l®²���~�®	������Ô¨�x�l������«Ù®²���D�x�h�D����¬

bX�vu � 1 Å ¬ Æ Bæ ÷ �vu � � Å ¬ Æ Bæ ÷ ��u ä îL� � \ � ©�\�¸)�
���D¬d����¬l®²¬§����¬l�!{~� ª {¾�¨®h� \ � Å ��� � � �w} � �
���o{¶®sÔ¨��{~��¬c{~�B�D¬§�D¬l®¿�D{~���?�D���t}x®¿¬��DÈ¨¬ � �D�µ���o���t�q�D��¬���«=�����x����«!�t��{¯�s�����¯®²¬'½?{¾�D�»�l�¬���¬����t� ÙÛ ÆÈ� Å ¬ Æ � �D��¬	��¬l®²{¶��¬��x�h¬s��{~«!¬°��¬��x¬��x��®s®¿�D�D�����t�¾���t���x�t�D¬§����{¯���B®¿�D��¬����t����x������«!¬���¬�� » ���x���¾{~��¬v���d��{¾«!¬��x®¿{~��� î �l���D��¬�Ô¨�x�l������«7®²���D�x�±�����D¬ÿ� Ø ���D¬��lÈ¨¬�� ����t�d��{¶®D�±��¬��D¬�È����~��¬l®K���¼�D��¬§�D«=�l�o�x����«!�t��{¶�H�����¯®²¬»¬§��¬��D��������¬»«!¬����t®²����}��¾¬���½?{~�D�

�~�t���Z��¬l®²{¶��¬��x�h¬»�D{~«�¬ � ®¿��l�D¬l®����D¬��t¬§��¬���l�D¬l�¦�!��������¬l®¿¬ «!¬§��t®¿��l}��~¬�®¿�����¬l® � �D��¬�D��¬���«=���'¬���¬��D����{¶®�®²���t��¬l�U{~�x®¿{¯��¬!����¬=®¿�D�D�µ�±�D����¬=���µ� {¶®����t�»����l�x®²«!{¾�D��¬l�#�����²ì
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(a) QH-TEMPERATURE T0=300 K
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(b) QD-TEMPERATURE T0=300 K
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(a) QH-TEMPERATURE T0=300 K
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(b) QD-TEMPERATURE T0=300 K
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(a) LINE WIDTH=50 as, 
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(b) LINE WIDTH=7400 as, 
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(a) LINE WIDTH=50 as,  BALLISTIC COMPONENT
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(b) LINE WIDTH=50 as, DIFFUSION COMPONENT

0
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

x[nm]

0

100

200

300

400

500

t[as]
0

0.02

0.04
T[a.u.]

0
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

x[nm]

ª {~�����D¬ \ � © ¹BïX��� ��³ ��¬ }x�l�~�¾{¯®²��{¯���±�t«!�x����¬��B�����Ä�D��¬ ��¬v���������¯®²¬»���t�#ãK" 1 ÅtÀ �t®h��w} �Ä³ ��¬���{Ìß¦�x®²{¾�t���h�t«!�x�t��¬����'���t��ãå" 1 ÅtÀ �t®h�



5bÅ�¯;Å,Ý�ÁPÈ¯È¯Î¯�P�EÎÍÌ�Á��LÏXÏ;Î�°ÉÇ��-Î»�����lÀL�NÃ~Ê�ÁPÈLÂÉÇ�È¯�c��ÂgÃü�cÂJÁ2¹�Ád�IÎ»��� ©�À ¹

(a) LINE WIDTH=74 as,  BALLISTIC COMPONENT

0
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

x[nm]

0

100

200

300

400

500

t[as]
0

0.25
0.5

0.75
1

T[a.u.]

0
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

x[nm]

(b) LINE WIDTH=74 as, DIFFUSION COMPONENT
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(a) LINE WIDTH=100 as,  BALLISTIC COMPONENT
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(b) LINE WIDTH=100 as, DIFFUSION COMPONENT
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(a) LINE WIDTH=740 as,  BALLISTIC COMPONENT
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(b) LINE WIDTH=740  as, DIFFUSION COMPONENT
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(a) LINE WIDTH=7400 as,  BALLISTIC COMPONENT
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(b) LINE WIDTH=7400 as, DIFFUSION COMPONENT
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(a) HIERARCHICAL ENERGY LADDER
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 (b) AMBIENT TEMPERATURE
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