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1 Skladowe tensora

Rozwazmy wektor a i tensor 7', ktéry transformuje wektor a w wektor b, tzn.
b="Ta. (1)
W kartezjariskiej bazie R® a ma rozktad
a = aie; + azey + azes, (2)
podobnie b. Chcemy znaleZ¢é sktadowe tensora 1. Mamy
b=Ta=aTe, + asTey + asTes. 3)

Stad, mnozac przez odpowiednie wersory, dostajemy sktadowe b

by = e -b=ae;-Te; +aze,-Tey+ aze; - Tes, “4)
b2 = €9 b= ai€és - T€1 + as€y - TGQ + ases - T63, (5)
bg = €3 b= aies - T€1 + aqes - T€2 + ases - T€3. (6)

Nazywamy poszczeg6lne iloczyny elementami macierzowymi 7;; tensora T' i zapisujemy powyzsze jako

by Ty T Tig a1
by = To Toe To3 a2 ) (7)
b3 T3 T30 133 as

czyli r6wnanie w postaci macierzowej ma postac

b = [T)al. ®)
W notacji indeksowej powyzsze zapisujemy jako

b = Tja,. )

Uwaga: przyjmujemy tutaj konwencje, w mysl ktérej tensor T' dziata na wersory bazy kartezjarnskiej naste-

pujaco
Te;, =Tjey, (10)

czyliTe, = T11e1+ 15 es+ 1513, etc. Przyjmujemy taka konwencje, poniewaz wéwczas mozemy zapisac
m-tg sktadowa wektora b jako

by, =b-e, =a7Tje;- e, =aT;0jm="Thia, (11D
co odpowiada réwnaniu macierzowemu (8). GdybySmy umoéwili si¢ inaczej, tzn.
Te, =1Te;, (12)
wtedy rownanie macierzowe, ktére bySmy dostali (o czym fatwo si¢ przekonac), miatoby postac
[b] = [T]"[a]. (13)

Odpowiadaloby ono tensorowemu réwnaniu b = T'a, co jest mato naturalne.
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2 Transformacje ortogonalne

ZdefiniowaliSmy na ¢wiczeniach transformacj¢ ortogonalna jako taka, ktdéra nie zmienia dtugosci i katow
pomiedzy wektorami. PokazaliSmy, ze tensor Q odpowiadajacy takiej transformacji, ma nast¢pujaca wila-
snos¢

QRQT=Q'Q=1. (14)

Wynika z tego, ze wyznacznik macierzy, odpowiadajacej transformacji ortogonalnej, jest réwny
detQ = +1, (15)

Wspomnieli§my tez, ze dowolne dwa uktady wspéirzednych kartezjaskich {e'} i {e} mozemy ze sobg
zwigzad transformacjg ortogonalng @ taka, ze

e. = Qe;, (16)
czyli zgodnie z naszg konwencja
82 = jSej. (17)

Patwo sprawdzi¢, ze skladowe macierzy [Q] sa dane przez

Qmn = cos(en,, €),), (18)

a wiec sa cosinusami katéw pomi¢dzy odpowiednimi wersorami ’starej’ i 'nowej’ bazy. Macierz tych cosi-
nuséw kierunkowych nazywamy macierzg transformacji z uktadu nieprimowanego do primowanego. Latwo
sprawdzic, ze jesli potrafimy wyrazi¢ wersory nowej bazy e poprzez wersory starej bazy e;, to mozemy od
razu podac posta¢ macierzy Q, ktérej kolumnami bedg po prostu nowe wersory (wyrazone przez stare)

Q=| € |ée|e; |. (19)

3 Definicja tensorow poprzez wlasnosci transformacyjne

Transformacja skladowych kartezjanskich wektora Rozwazmy na poczatek transformacje sktadowych
kartezjariskich wektora a pomiedzy dwiema bazami {e} i {e’'}. Wektor ten ma w obu bazach rozkiad na
sktadowe

a = ae; = a;e;. (20)

Wiemy juz, zgodnie z nasza konwencja, jak transformuja si¢ wersory bazowe:

6; = Qmiema (21)

a zatem
a;’ =a- Qmiem = Qmi@m- (22)

W notacji macierzowej odpowiada to réwnaniu

[a] = [Q]"[a]. (23)

Uwaga: Musimy tutaj odr6zni¢ dwa obiekty - powyzsze réwnanie dotyczy fego samego wektora, ale repre-
zentowanego w innej bazie. Nie jest ono réwnowazne réwnaniu @’ = Q'a, w ktérym a i a’ sq roznymi
wektorami, powiazanymi dziataniem tensora Q.



Transformacja skladowych kartezjanskich tensora Podobnie mozna pokazaé, ze sktadowe katrezjan-
skie tensora T' w dwdch bazach mozna powigza¢ nastepujaca transformacija

11/] = eg ’ Te; = Qmiem : Tanen = Qmi@n]’emTen = Qmi@anmTw (24)

ktoéra zapisana macierzowo ma postaé
) = [QI'T]Q] (25)

Oczywiscie poprzednia Uwaga pozostaje w mocy, wiec zapis ten nie jest rtownowazny zapisowi T' =
Q'TQ, ktéry wiaze dwa tensory T' i T”, a nie sktadowe tego samego tensora w réznych bazach.

Wiasnosci transformacyjne i charakter tensorowy Z powyzszych rozwazan wynika, ze do scharakte-
ryzowania wektora czy tensora wystarczy znac jego sktadowe w pewnej bazie, poniewaz wiemy, jak trans-
formowac je do dowolnej innej bazy. Mozemy ogélnie sklasyfikowac rozwazane obiekty ze wzgledu na to,
jak transformujg si¢ one przy zmianie bazy. Rozwazmy ponownie dwie bazy {e}, e}, e} oraz {e;, es, e3}
i wigzaca je transformacje ortogonalng e, = Qe;.

Definiujemy wigc sktadowe kartezjafiskie tensorow:

o =« skalar (tensor rzedu 0)
a; = Qumitm wektor (tensor rzedu 1)
T}, = QuiQnj T tensor (tensor rzedu 2)
ik = QmiQniQpk Dinngp tensor rzedu 3
tikt = QmiQnjQprQ a1 Crnpq tensor rzedu 4
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