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Rozdział 1

Wprowadzenie

Badanie silnie wzbudzonych układów półprzewodnikowych od wielu lat przyciąga uwagę fizyków

[1]. W ostatnim czasie wraz z rozwojem technologii w nanoskali temat ten wraca, tym razem

w konteḱscie nowych struktur półprzewodnikowych budowanych obecnie.

Historia badán silnie wzbudzonych układów sięga lat pięćdziesiątych. Były to czasy, gdy udało

się wyjásníc zjawisko ekscytonowe w oparciu o teorię wielociałową [2]. Wtedy też po raz pierwszy

zasugerowano możliwość tworzenia się bardziej skomplikowanych kwazicząstek, w których skład

wchodzą trzy lub cztery składowe. Ekscytony z dodatkowym elektronem lub dziurą nazywane są

trionami, natomiast kompleks dwóch ekscytonów to biekscyton1.

Pod koniec lat szésćdziesiątych pojawiła się idea, że w silnie wzbudzonych układach gaz eks-

cytonowy może przechodzić w ciecz elektronowo-dziurową. Wysoka koncentracja swobodnych

nósników powoduje, że wzmocnieniu ulegają efekty ekranowania, a stany związane par elektron-

dziura przestają býc stabilne. Dodatkowym zjawiskiem, obok silnego ekranowania, jest pojawienie

się kolektywnego wzbudzenia w formie oscylacji plazmy. Obydwa te efekty opisywane są w ra-

mach wewnątrzpasmowej funkcji dielektrycznej otrzymanej w przybliżeniu RPA za pomocą tzw.

wzoru Lindharda.

Jednym z układów półprzewodnikowych, w których mamy do czynienia z bardzo dużą kon-

centracją swobodnych nośników, są lasery półprzewodnikowe. Wydają się one być naturalnym
1Inna nazwa to molekuła ekscytonowa
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ROZDZIAŁ 1. WPROWADZENIE

miejscem, w którym manifestują się efekty wielociałowe w zjawiskach optycznych. Dlatego też

w pracy tej skupię się na opisie zjawisk zachodzących właśnie w laserach półprzewodnikowych.

Pierwsze prace poruszające zagadnienia związane z teorią laserów półprzewodnikowych po-

chodzą z lat szésćdziesiątych. Jednak w czasach tych nie wiedziano jeszcze wiele na temat wpływu

efektów wielociałowych na wzbudzenia elektronowe. Dodatkową trudność stanowił fakt, że nie

istniały jeszcze dostatecznie rozwinięte techniki eksperymentalne pozwalające w subtelny sposób

te efekty identyfikowác. Były to główne przyczyny, dla których większość teorii powstających na

początku rozwoju fizyki laserów półprzewodnikowych skupiała się na opisie zjawisk optycznych

w jednocząstkowych modelach. Wymienić tu można pracę [3], gdzie autor zauważa niezgod-

nósć z dóswiadczeniem prostego modelu opisu funkcji wzmocnienia. Z pracy tej, jak również

i z kolejnych artykułów (np. [4, 5, 6, 7]) wynika, że jednocząstkowe modele nie uwzględniające

efektów wielociałowych mają ograniczone zastosowanie w przypadku opisu laserów półprze-

wodnikowych. Wyniku tego nie daje się poprawić stosując skomplikowane rachunki pasmowe,

uwzględniające efekty oddziaływania odległych pasm [8]. Tak więc kluczowe w prawidłowym

opisie zjawisk zachodzących w tych strukturach wydaje się być w pierwszym rzędzie uwzględ-

nienie efektów wielociałowych [9] i na tej bazie konstruowanie mikroskopowej teorii opisu lase-

rów półprzewodnikowych. Rozwój tej dziedziny wiedzy w latach osiemdziesiątych doprowadził

do ustalenia, że podstawowym czynnikiem mającym wpływ na powstanie nieliniowych zjawisk

optycznych w laserach półprzewodnikowych jest oddziaływanie coulombowskie.

Przyjmując ten kierunek badań teoretycznych otrzymano wyniki jakościowo zgodne z do-

świadczeniem.

Podstawowymi problemami z punktu widzenia teorii uwzględniających efekty wielociałowe

w laserach półprzewodnikowych są: właściwe uwzględnienie zmiany kształtu linii widmowej,

wzmocnienie absorpcji na skutek efektów oddziaływania coulombowskiego oraz zwężanie się

przerwy energetycznej wraz ze wzrostem koncentracji swobodnych nośników.

Pierwsze z tych zagadnień, związane ze zmianą kształtu pojedynczej linii widmowej, rozwa-

żane było na gruncie różnych mechanizmów oddziaływań wewnątrz układu i sprzężenia z otocze-

niem. W chwili obecnej wydaje się, że dominujący wpływ na kształt linii spektralnej ekscytonów
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ROZDZIAŁ 1. WPROWADZENIE

ma oddziaływanie z fononami optycznymi podłużnymi. Próby badania wpływu oddziaływania

elektron-elektron na szerokość linii zostały przeprowadzone w pracy [10]. Fonony akustyczne, jak

wynika to np. z prac [11, 12, 13] mają dużo mniejsze znaczenie, co związane jest z ich relacją

dyspersji oraz stałą sprzężenia.

Z dóswiadczén wynika, że linie widmowe cechuje wykładniczy zanik w miarę oddalania się

od głównego maksimum (patrz np. [14] oraz rozdział 3, gdzie przeprowadzone są rozważania do-

tyczące reguły Urbacha). Dlatego też w niniejszej rozprawie szczególny nacisk położony został na

właściwe uwzględnienie w pierwszym rzędzie efektów oddziaływania ekscyton-fonon optyczny

podłużny, nie zamykając drogi do uwzględnienia innych efektów wielociałowych mających także

wpływ na kształt linii.

Wzmocnienie coulombowskie [15,16,17,18] (ang. tzw.Coulomb enhancement) związane jest

bezpósrednio z korelacją między elektronami i dziurami. Podstawową konsekwencją omawianego

wzmocnienia jest zwiększenie tempa rekombinacji. Szczególnego znaczenia efekty te nabierają

w układach o obniżonej wymiarowości, zwłaszcza w układach tzw. kwazizerowymiarowych, np.

kropkach kwantowych. Mamy tutaj do czynienia ze zwiększeniem wpływu efektów korelacji, co

związane jest z pułapkowaniem nośników w ograniczonym obszarze przestrzeni.

Kolejnym istotnym elementem, który powinna uwzględniać teoria opisu zjawisk wielociało-

wych w laserach jest zmniejszanie się przerwy energetycznej pod wpływem swobodnych nośni-

ków (ang. tzw.band-gap narrowing). Dominujący wpływ na omawiany efekt ma duża koncen-

tracja swobodnych nośników. Bardzo dobrą metodą perturbacyjną pozwalającą na uwzględnienie

wpływu oddziaływania coulombowskiego na renormalizację przerwy energetycznej jest tzw. przy-

bliżenie GW, które będzie szerzej omówione w dalszym ciągu rozprawy.Święci ona triumfy

w rachunkach pasmowych, gdzie doskonale poprawia przewidywania teorii funkcjonału gęstości

dotyczące wartósci przerwy energetycznej w kryształach. [19].

W drugim rozdziale rozprawy zostanie przedstawiony formalizm, który będzie używany do

dalszych rachunków w niniejszej pracy. Przedstawione zostaną w nim funkcje korelacji, będące

naturalnym narzędziem badania i opisu układów wielu ciał w fizyce statystycznej. Równania

różniczkowe na wprowadzone tutaj funkcje będą stanowiły podstawę do kolejnych przybliżeń.
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ROZDZIAŁ 1. WPROWADZENIE

W pracy tej rachunki perturbacyjne na funkcje korelacji przeprowadzane będą w przybliżeniu ku-

mulantowym, które umożliwia uwzględnienie efektów wielociałowych do nieskończonego rzędu

w rozwinięciu diagramatycznym [20, 21]. Dokładniejsza analiza samego przybliżenia oraz zalety

jego stosowania przedstawione zostaną pod koniec rozdziału.

Trzeci rozdział ma na celu poglądowe przedstawienie działania metodologii wprowadzonej

w poprzednim rozdziale, na przykładzie opisu krawędzi absorpcji w półprzewodnikach samo-

istnych. Porównanie z doświadczeniem pokazuje dużą zgodność przewidywán teoretycznych z

mierzonymi wielkósciami. Użycie rozwinięcia kumulantowego z retardowaną energią własną

w drugim rzędzie rachunku zaburzeń, przy zastosowaniu dokładnego wysumowania po wszyst-

kich pósrednich poziomach ekscytonowych, pozwala na odtworzenie z bardzo dużą dokładnością

urbachowskiej zależności krawędzi absorpcji (zależność wykładnicza utrzymuje się przez wiele

rzędów wielkósci).

Kolejny rozdział zawiera zasadniczą część pracy. Przedstawiona zostanie w nim teoria pozwa-

lająca otrzymác funkcję wzmocnienia w laserach półprzewodnikowych w oparciu o systematyczne

uwzględnienie efektów oddziaływania coulombowskiego wraz z uwzględnieniem efektów ko-

relacji i ekranowania. Korzystając z podstaw teoretycznych opisanych szczegółowo w rozdziale

trzecim oraz przez analogię z oddziaływaniem ekscyton-fonon LO w sposób przejrzysty przedsta-

wię opis wspomnianych układów. Porównanie teorii z doświadczeniem zostanie przeprowadzone

pod koniec czwartego rozdziału.

Model opisu efektów wielociałowych przedstawiony w niniejszej pracy został zastosowany

do struktur trójwymiarowych oraz kwazidwuwymiarowych (studni kwantowych). W tych dwóch

klasach układów można bez problemu stosować to samo podejście teoretyczne. W przypadku

dalszej redukcji liczby wymiarów układu należy liczyć się ze znacznymi różnicami jakościowymi

w opisie tych struktur i dlatego układy takie jak druty kwantowe i kropki kwantowe znajdują się

obecnie poza obszarem stosowalności modelu w obecnej jego formie.
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Rozdział 2

Formalizm

Badając własnósci optyczne materiałów półprzewodnikowych rozważamy układ elektronów pa-

smowych poruszających się w zewnętrznym fluktuującym potencjale (np. związanym z drganiami

sieci). Międzypasmowe oddziaływanie coulombowskie jest m.in. odpowiedzialne za efekty ekscy-

tonowe w absorpcji międzypasmowej. Potencjał fluktuujący z kolei prowadzi do rozmycia widma.

Mamy więc do czynienia ze skomplikowanym układem wielociałowym, aścisłe rozwiązanie

takiego zagadnienia jest praktycznie niemożliwe. Dlatego też w tego typu sytuacjach w fizyce

stosowane są różnego rodzaju przybliżenia. Polegają one w większości na wyodrębnieniu pod-

stawowych własnósci układu oraz prowadzenie dalszych obliczeń dla modelowego hamiltonianu,

który reprezentuje najsilniejsze efekty wyjściowego problemu manifestujące się w doświadczeniu.

Przykładem z innej dziedziny może być teoria nadprzewodnictwa BCS1, gdzie mamy do czynie-

nia z silnie skorelowanym układem wieloelektronowym, który można opisać prostym modelem

teoretycznym zawierającym mechanizm tworzenia się stanu nadprzewodzącego.

Dodatkowym aspektem badań fizyki teoretycznej jest możliwósć dóswiadczalnej weryfikacji

otrzymanych wyników. Wiele danych otrzymanych bezpośrednio w eksperymentach wyraża się

poprzez funkcje korelacji, będące naturalnym językiem fizyki statystycznej używanym do opisu

układów wielociałowych. Związane z funkcjami korelacji funkcje Greena są najczęściej stosowa-

nym i wygodnym narzędziem do opisu doświadczén w dziedzinie fizyki materii skondensowanej.
1nazwa pochodzi od nazwisk twórców — Bardeena, Coopera, Schrieffera
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ROZDZIAŁ 2. FORMALIZM

Dlatego też w poniższych rachunkach będę stosował formalizm nierównowagowych funkcji Gre-

ena.

Na uwagę zasługuje także problem struktury pasmowej. W realnych materiałach często mamy

do czynienia ze skomplikowanymi zależnościami energii poszczególnych pasm od wektora falo-

wegok. Wielopasmowa struktura, w której każde pasmo posiada inną, niewyrażającą się wzorami

analitycznymi, zależnósć dyspersyjną, zamyka drogę do przeprowadzenia jakichkolwiek rachun-

ków analitycznych. Samo uwzględnienie dokładnej struktury pasmowej nie prowadzi do popraw-

nych wyników w przypadku, gdy korelacje i efekty wielociałowe stanowią dominujący czynnik

wpływający na zachowanie się układu.

Aby uwypuklić znaczenie efektów korelacji w pracy tej zdecydowałem się na potraktowa-

nie struktury pasmowej w sposób przybliżony, zwracając uwagę głównie na efekty wielocia-

łowe. Podej́scie takie nie wyklucza możliwości dokładniejszego uwzględnienia czynników takich,

jak nieparabolicznósć pasm, wzięcia pod uwagę bardziej odległych energetycznie podpasm, itp.

W większósci wypadków będzie to prowadziło jedynie do komplikacji natury technicznej bez

większego wpływu na tok rozumowania.

Podobne rozważania do powyższych można zastosować w odniesieniu do układów o obniżonej

wymiarowósci, takich jak studnie kwantowe, zamieniając odpowiednie funkcje na dwuwymia-

rowe. Pojawia się tutaj dodatkowa trudność, jaką jest w przypadku studni kwantowej dokładne

uwzględnienie jej skónczonej szerokósci w sposób analityczny. Wymaga to rachunków nume-

rycznych już na samym początku obliczeń. Istnieją jednak różne rodzaje przybliżeń pozwalające

na wzięcie pod uwagę tego, że studnia kwantowa nie jest układem całkowicie dwuwymiarowym

a funkcje falowe zarówno elektronów jak i dziur rozciągają się także prostopadle do płaszczyzny

studni. Przybliżenia zastosowane przeze mnie w takich sytuacjach zostaną omówione w dalszym

ciągu pracy W praktyce teoria trójwymiarowa ulega drobnym modyfikacjom, mającym na celu

uwzględnienie redukcji wymiaru układu — zachowuje jednak swoją strukturę.

Omawiając modelowy układ trudno nie wspomnieć o różnych podejściach do zagadnienia

absorpcji w półprzewodnikach stosowanych w literaturze. Z uwagi na silne efekty ekscytonowe

stosuje się często przejście do reprezentacji ekscytonowej, w której uproszczona jest część zwią-
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zana z oddziaływaniem, gdyż wyeliminowane są międzypasmowe sprzężenie coulombowskie

elektron-dziura. Ta technika redukcji stopni swobody, polegająca na zrzutowaniu przestrzeni Hil-

berta na podprzestrzeń dwucząstkową, zostanie zilustrowana w następnym podrozdziale, gdzie

wprowadzony zostanie efektywny hamiltonian ekscytonowy.

Stan ekscytonowy definiuje się jako liniową kombinację wzbudzeń typu elektron-dziura dają-

cych w efekcie cząstkę o wodoropodobnym widmie wzbudzeń [22,23,20,24]. Tak skonstruowane

cząstki nie są w pełni bozonami2, gdyż ich relacje komutacji są jedynie w przybliżeniu bozonowe.

Komutator operatorów anihilacji i kreacji daje w wyniku deltę z dokładnością do stałej proporcjo-

nalnej do „gęstósci ekscytonów” (na3, gdzie n jest gęstóscią wzbudzén elektronowych, natomiast

a jest efektywnym promieniem Bohra3). Funkcje falowe ekscytonów przy dużej gęstości nakładają

się, w grę zaczyna wchodzić zakaz Pauliego i przybliżenie to nie jest uzasadnione. Hamiltonian,

w którym ekscytony reprezentowane są przez operatory kreacji i anihilacji wzbudzeń dwucząst-

kowych, jest w swym założeniu wygodnym modelowym przybliżeniem układu o małej gęstości

swobodnych nósników. W układzie silnie wzbudzonym (o dużej koncentracji nośników) podej́scie

takie wymaga więc modyfikacji o czym będzie mowa w rozdziale 4.

Okazuje się, że w obecności nósników swobodnych zamiast definiowania ekscytonu na po-

ziomie operatorów kreacji i anihilacji wygodniej jest badać strukturę spektralną dwucząstkowej

funkcji korelacji. Podej́scie takie pozwala wypracować jednolity sposób opisu zarówno układów

o małej jak i dużej koncentracji swobodnych nośników.

Niniejszy rozdział zawiera przedstawienie teorii opisu zjawisk optycznych w półprzewodni-

kach w oparciu o funkcje korelacji. Na początek korzystając z metody całek funkcjonalnych

wyprowadzę efektywny hamiltonian dla ekscytonów sprzężonych z drganiami sieci. Następnie
2Warto nadmieníc, że bozonowy lub fermionowy charakter cząstek może być rozumiany w różny sposób. Jednym

z kryteriów może býc spełnianie przez operatory kreacji i anihilacji odpowiednich reguł komutacji bądź antykomu-
tacji. Inne podej́scie, związane z fizyką statystyczną, mówi o statystyce obsadzania poziomów. Przykładem mogą
być bozony, znajdujące się na kole o skończonym obwodzie, oddziałujące potencjałem typu delta. Ich funkcja fa-
lowa ma nadal symetrię bozonową ze względu na zamianę cząstek jednak obsadzają one stany zgodnie z regułami
fermionowymi.

3a = ε∞/µ , ε∞ jest wysokoczęstósciową stałą dielektryczną,µ masą zredukowaną układu elektron-dziura.

7
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wyprowadzone zostaną równania na funkcje korelacji oraz ich rozwiązania perturbacyjne oparte

na przybliżeniu kumulantowym. Dyskusja wzorów ogólnych zakończy rozdział 2.

2.1 Efektywny Hamiltonian ekscytonowo-fononowy

2.1.1 Związek współczynnika absorpcji z funkcjami korelacji

Zachowanie się układu w słabym polu promieniowania elektromagnetycznego dobrze jest opisy-

wane przez teorię reakcji liniowej układu. Stanowi ona standardową metodę fizyki statystycznej

stosowaną zarówno w układach równowagowych jak i w przypadku, gdy układ znajduje się

niedaleko od stanu równowagi termodynamicznej. Przykładem nierównowagowej metody fizyki

statystycznej używanej w podobnych układach są wprowadzone przez Keldysha (patrz np. [25])

funkcje Greena na konturze. Metoda ta rozszerza teorię równowagowych funkcji korelacji na

układy znajdujące się w pobliżu stanu równowagi termodynamicznej lub kwazirównowagi.

W przypadku własnósci optycznych półprzewodników w obszarze przejść między pasmem

walencyjnym i pasmem przewodnictwa dzięki teorii reakcji liniowej możemy powiązać współ-

czynnik absorpcjiα(ω) z retardowaną dwucząstkową funkcją Greena [26]

α(ω) =
4π

cnrωV
Im

∑
k1k2k′1k′2

GR(k1k2k
′
1k
′
2, ω)pcv(k1k2)p?cv(k

′
1k
′
2)δk1k′1

δk2k′2
, (2.1)

gdzie

pcv(k1,k2) = 〈ck1|ε̂ · p̂|vk2〉. (2.2)

ε̂ jest wektorem wyznaczającym polaryzacjęświatła natomiast̂p to operator pędu. Symbolec

i v oznaczają stany elektronowe odpowiednio z pasma przewodnictwa i walencyjnego. Funkcja

GR(k1k2, ω) jest transformatą Fouriera retardowanej funkcji Greena zależnej od czasu

GR(k1,k2,k
′
1,k

′
2;ω) =

+∞∫
−∞

ei(ω+iη)(t−t0)GR(k1k2k
′
1k
′
2, t, t0)dt , (2.3)

8
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gdzie ta ostatnia zdefiniowana jest jakośrednia termodynamiczna ze względu na odpowiedni

zespół statystyczny

GR(k1k2k
′
1k
′
2, t, t0) = −iΘ(t− t0)

〈[
a†vk2

(t)ack1
(t), a†ck′1

(t0)avk′2
(t0)

]〉
. (2.4)

W powyższym wzorze symbola†νk oznacza operator kreacji elektronu w paśmie przewodnictwa

ν = c lub walenycjnymν = v. Ewolucja w czasie powyższych operatorów kreacjia†νk2
(t) i ani-

hilacji aνk2
(t) elektronów wyrażona jest w obrazie Heisenberga, a nawias kwadratowy oznacza

komutator. Czę́sć urojona retardowanej funkcji Greena we wzorze (2.1) określa dodatnio okre-

śloną funkcję gęstósci spektralnej opisującą gęstość prawdopodobiénstwa, że para elektron dziura

o pędachk1 i −k1 (przej́scia proste) w pásmiec lub v ma energięω.

Znajomósć powyższej funkcji Greena, a co za tym idzie, także funkcji gęstości spektralnej

pozwala uzyskác mierzalne bezpósrednio w dóswiadczeniu wielkósci.

Przed wyprowadzeniem wzorów na szukane funkcje korelacji poświęcę trochę miejsca na

wyprowadzenie efektywnego hamiltonianu ekscytonowo-fononowego, który będzie stanowił pod-

stawę dalszych rachunków.

2.1.2 Propagator ekscytonu

Hamiltonian układu składającego się z elektronów pasmowych w krysztale oraz jonów ma nastę-

pującą postác

H = Hel +Hjony +Hel−jon, (2.5)

gdzie odpowiednio część Hel reprezentuje elektrony pasmowe (w niniejszej pracy uwzględnione

są jedynie dwa pasma ale możliwe jest rozszerzenie na większą ilość podpasm),Hjony jony sieci

krystalicznej oraz potencjał oddziaływania tych dwóch podukładówHel−jon. Niestety taki ha-

miltonian ma dosýc skomplikowaną postać, gdyż w ogólnym przypadku mamy do czynienia

z dwoma podukładami: fermionowym (elektrony) oraz bozonowym (jony) oddziałującymi mię-

dzy sobą i wzajemnie modyfikującymi swoje własności. Oprócz tego jest to hamiltonian układu

wielu ciał, którego nie daje się w sposóbścisły rozwiązác. W związku z tym, że zaintereso-

wani jestésmy optycznymi własnósciami półprzewodnika możemy cały ten wielociałowy, ogólny

9
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hamiltonian zrzutowác na podprzestrzeń dwucząstkową odpowiadającą międzypasmowym wzbu-

dzeniom elektron-dziura, korzystając z przybliżenia Hartree-Focka. Innymi słowy zredukujemy

ogólny hamiltonian do efektywnego modelu, w którym korelacje nieskończonego rzędu zostaną

uwzględnione w przybliżeniu Hartree-Focka. W ten sposób nieskończona hierarchia równań zo-

staje obcięta na poziomie dwucząstkowym. Tak wyprowadzony efektywny hamiltonian może

stanowíc bazę do uwzględnienia efektów wyższych rzędów oraz ewentualnego włączenia do ra-

chunków innych, dodatkowych zaburzeń.

Należy przy tym wspomniéc, że podobne podejście znane jest bardzo dobrze w literaturze

[22,23,27,28], przy czym bardzo często problem ten stawia się w postaci gotowego, efektywnego

hamiltonianu ekscytonowego, do którego dopisuje się zaburzenie w postaci np. oddziaływania

ekscyton-fonon. Poniższe wyprowadzenie stanowi uzasadnienie dla stawiania problemu właśnie

w ten sposób. Rzutowanie na dwucząstkową podprzestrzeń w przestrzeni Focka zostanie dokonane

na poziomieśrednich termodynamicznych (funkcji korelacji). Pozwala to w podobny sposób

traktowác układy o niedużej koncentracji swobodnych nośników jak i silnie wzbudzone struktury.

W układzie opisanym przez hamiltonian (2.5) identyfikujemy funkcję falową ekscytonu z

termodynamiczną funkcją korelacji [29]

− P (k′1,k
′
2; k1,k2; τ ′, τ) =

〈
T
(
a†c,k′1

(τ ′)av,k′2
(τ ′)a†v,k2

(τ)ac,k1
(τ)
)〉

= (2.6)

≡
〈
T
(
a†(1′, τ ′)a (2′, τ ′)a†(2, τ)a (1, τ)

)〉
.

Operatora†kν (τ) oznacza operator kreacji elektronu w paśmie walencyjnym(ν = 1) lub

przewodnictwa(ν = 2) zależy odτ ∈< 0, β >, gdzieβ = 1/kT , które parametryzuje urojony

czas.T jest operatorem uporządkowania chronologicznego,t = −iτ , a < ... > jest średnią

termodynamiczną w wielkim zespole kanonicznym. Energia liczona jest względem potencjału

chemicznego i w związku z tym potencjał chemiczny nie występuje jawnie we wzorach naśrednie.

Ewolucja czasowaakν (τ) zadana jest przez hamiltonian (2.5) zgodnie z reprezentacją Heisenberga

a(τ) = eHτae−Hτ . Dla uproszczenia zastosowany zostanie w poniższych wzorach zapis, w którym

symbol (1) będzie oznaczał zmienne w paśmie walencyjnym natomiast (2) zmienne w paśmie

przewodnictwa oraz w każdym przypadku odpowiedni czas. Wprowadźmy także operator kreacji
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pary elektron dziura zdefiniowany następująco

A†H(1′2′, τ ′) = a†(2′, τ ′)a(1′, τ ′) (2.7)

oraz odpowiedni operator anihilacji

AH(1′2′, τ ′) = a†(1′, τ ′)a(2′, τ ′) (2.8)

Dolny indeks H został dodany, by podkreślić, że operatory powyższe zapisane są w obrazie

Heisenberga. Stosując taką definicję otrzymujemy

− P (1′2′τ ′; 12τ) =
1

Z
Tr
{
e−βHTAH(1′2,′ τ ′)A†H(12, τ))

}
= (2.9)

=
1

Z
Tr
{

Te−βHeτ
′HA(1′2′, τ ′)e(τ ′−τ)HA†(12, τ)e−τH)

}
, (2.10)

gdzieZ oznacza sumę statystyczną.

Z = Tr
{

Te−βH
}
. (2.11)

Do tej pory rozważania miały dosyć ogólny charakter. Jednak obliczenie propagatoraP (1′2′, τ ′; 12, τ)

w ogólnym przypadku, bez zastosowania dalszych uproszczeń i przybliżén jest praktycznie nie-

możliwe. Przyjrzyjmy się więc bliżej części opisującej podukład jonów oraz wpływowi na funkcję

korelacji ekscytonu. Drgania sieci reprezentowane są przez fonony opisane za pomocą operatorów

kreacji i anihilacjib†q, bq.

Przedstawmýslad po zmiennych fononowych w reprezentacji fononowych stanów koherent-

nych operatorów anihilacji fononów, tzn. stanów spełniających równanie [30]

b̂q |bq〉 = bq |bq〉 (2.12)

unormowanych tak, że〈bq|bq〉 = eb
∗
qbq. Wyrażenie naP przybiera postác

− P (1′2′, τ ′; 12, τ) =
1

Z

{∫ ∏
q

(
db∗qdbq

2πi
e
∑

q
−b∗qbq

)
× (2.13)

×
〈
bq1 ...

∣∣∣∣Trel

{
T
[
eτ
′HA(1′2′, τ ′)e(τ ′−τ)HA†(12, τ)e−τH

] }∣∣∣∣bq1 ...
〉}

,

11
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gdzieTrel oznacza operację́sladu ze względu na zmienne elektronowe.

W dalszych rachunkach wykorzystam metodę całek funkcjonalnych Jest to bardzo często

stosowanýsrodek przy wyprowadzaniu przybliżeń oraz ogólnych wzorów perturbacyjnych. W

opisywanym tutaj przypadku zastosowanie reprezentacji stanów koherentnych wraz z całkowa-

niem funkcjonalnym daje przejrzysty obraz i pozwala na dobrą kontrolę przybliżeń. Przedział

[0, β] zostanie podzielony naN podprzedziałów w punktachτj = jβ/N , gdziej = 0, ..., N a w

każdym z tych punktów zostanie wstawiona reprezentacja operatora jednostkowego w postaci

1 =
∫ ∏

q

(
db∗q(τj)dbq(τj)

2πi

)
e
−
∑
q

b∗q(τj)bq(τj)

|bq1(τj)bq2(τj)...〉 〈bq1(τj)bq2(τj)...| . (2.14)

Przy przej́sciu do granicy zN → ∞ i przy zastosowaniu standardowej notacji całek funkcjonal-

nych wzór na propagator elektron-dziura przybiera postać [30]

− P (1′2′, τ ′; 12, τ) =
1

Z

∫
D
[
b∗q(τj)bq(τj)

]
exp

− β∫
0

dτ ′′
∑
q

b∗q(τ ′′)
∂

∂τ ′′
bq(τ ′′) +Hjony

×(2.15)

×Trel

T exp

− β∫
0

dτ ′′(Hel +Hel−jon(b∗q(τ ′′), bq(τ ′′))

A(1′2′τ ′)A†(12τ)

 ,

przy założeniu periodycznych warunków brzegowychb∗q(β) = b∗q(0). Na obecnym etapie wygod-

nie będzie wprowadzić dwucząstkową funkcję Greena zdefiniowaną w następujący sposób

− G(1′2′, 12, τ ′τ, [b?qbq]) =

Trel

{
T exp

[
−

β∫
0

dτ ′′(Hel +Hel−jon

]
A(1′2′)A†(12)

}

Trel

{
exp

[
−

β∫
0

dτ ′′(Hel +Hel−jon

]} . (2.16)
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Funkcja ta odpowiada wzbudzeniom pary cząstka-dziura poruszającej się w klasycznym, za-

leżnym od czasu potencjale pochodzącym od deformacji sieci krystalicznej i reprezentującym

konkretną realizację potencjału. Zależy ona funkcjonalnie od wartości klasycznych zmiennych

zespolonychb?q(τ) bq(τ).

Wprowadźmy efektywne działanie fononowe zdefiniowane następująco

Sfon =

β∫
0

dτ ′′
(∑

q

b∗q(dτ ′′)∂τ ′′bq(τ ′′) +Hjony(b
∗, b)

)
+ (2.17)

− ln

Trel

{
Te−

∫ β
0

dτ ′′(Hel+Hel−jony)
}

Trel e−βHel

 .

Druga czę́sć Sfon opisuje wpływ podukładu elektronów na ruch jonów w analogii do standardo-

wego przybliżenia adiabatycznego. W ten sposób funkcja ekscytonu (2.6) została wyrażona przez

całkę funkcjonalną po różnych realizacjach potencjału fluktuującego powstałego na skutek wy-

chylenia jonów z położenia równowagi z wagą związaną z funkcją działaniaSfon dla konkretnego

potencjału.

P (1′, 2′, τ ′; 1, 2, τ) =
1

Z ′

∫
D
[
b∗q(j)bq(j)

]
e−Sfon[b∗qbq]G(1′2′, 12, τ ′τ, [b∗qbq]) (2.18)

Symbol Z ′ = Z/Trele
−βHel we wzorze (2.18) oznacza zmodyfikowaną sumą statystyczną.

Wziąwszy pod uwagę modyfikację stałych siłowych wywołaną obecnością elektronów pasmo-

wych efektywny hamiltonian fononowy możemy wybrać w przybliżeniu harmonicznymHfon =∑
q h̄ωq(b†qbq + 1/2). Nie przy każdym wyborze reprezentacji stanów koherentnych będzie on

diagonalny, jednak możemy zawsze wybrać z nich taką, która diagonalizujeHfon i w niej prze-

prowadzíc wszystkie rachunki. Wzór ten stanowi punkt wyjścia do wprowadzenia efektywnego

hamiltonianu ekscytonowego w obecności fononów.

Powyższe rozważania stanowią uogólnienie przybliżenia adiabatycznego. Polega ono na tym,

że obydwa podukłady: jonów sieci krystalicznej oraz gaz elektronowy w inny sposób reagują na
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zaburzenie. Ruch ciężkich jąder atomowych jest w porównaniu do ruchu elektronów bardzo wolny

i dlatego, gdy jony zostaną wychylone z położenia równowagi, elektrony zdążą dostosować się do

nowego rozkładu ładunków nie zmieniając jednocześnie położenia jonów.

2.1.3 Równania ruchu na funkcję Greena

Różniczkując po czasie funkcjęG ze wzoru (2.16) oraz korzystając z równań Heisenberga otrzy-

mujemy

− ∂G(1′2′, 12, τ ′τ)

∂τ ′
=

1

Zel

Trel

T

e−
β∫
0

dτ ′′(Hel+Hel−jon)

[H,A(1′2′τ ′)A†(12τ)]


+ (2.19)

+δ(τ − τ ′) 1

Zel

Trel

{
T
[
e−
∫ β

0
dτ ′′(Hel+Hel−jon)[A(1′2′τ ′), A†(12τ)]

]}
. (2.20)

Równoczasowy komutator operatorówA (dla τ ′ = τ ) wynosi

[A(1′2′), A†(12)] = δk2k′2
a†k′1

ak1 − δk1k′1
a†k2

ak′2
. (2.21)

Gdyby wartósć oczekiwana tego komutatora znikała dla różnych stanów i wynosiła 1 dla tych

samych mielibýsmy do czynienia ze zwykłymi bozonowymi relacjami komutacji. Jednak, jak

widać z powyższego wzoru, wartości te czasem odbiegają od tego, czego byśmy chcieli.

W granicy niewielkich koncentracji możemy jednak zastąpić operatorya†k′1ak1 oraz a†k2
ak′2

przez ich wartósci oczekiwane, co daje w przybliżeniu

[A(1′2′), A†(12)] = δk2k′2
δk1k′1

. (2.22)

Gdy koncentracja jest nieduża wzbudzone pary „nie widzą” się nawzajem i pomijalna jest fermio-

nowa natura cząstek, które wchodzą w ich skład. Wraz ze wzrostem koncentracji (i w konsekwen-

cji potencjałów chemicznych) cząstki, które mają fermionową naturę, obsadzają coraz wyższe

stany. Energia kinetyczna staje się w ich przypadku czynnikiem dominującym w stosunku do
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energii potencjalnej oddziaływania i mamy wtedy do czynienia z cieczą elektronowo-dziurową

(patrz np. [23]).

Bozonowe relacje komutacji (2.22) są bardzo wygodne dlatego też w sprzyjających warun-

kach, gdy tylko jest to możliwe, stosowane jest przybliżenie (2.22). Dyskusję zaczniemy od takiej

sytuacji, w której mamy całkowicie wypełnione pasmo walencyjne oraz puste pasmo przewod-

nictwa. Mamy wtedy do czynienia z „czystymi” ekscytonami oddziałującymi z drganiami sieci.

Następnie rozważymy przypadek silnie wzbudzony, gdzie związane stany ekscytonowe przestają

istniéc. Mamy wtedy do czynienia raczej z plazmą elektronowo-dziurową zamiast gazu ekscyto-

nowego.

Stosując przybliżenie małej gęstości gazu elektronowego oraz linearyzując równanie (2.19) ze

względu naG orazb?q i bq otrzymujemy następujący wynik

− ∂G(1′2′, 12, τ ′τ)

∂τ ′
= δ(τ ′− τ)δ(1′− 1)δ(2′− 2) +

∫
d1′′d2′′Hx(1

′2′; 1′′2′′, τ ′′)G(1′′2′′; 12, τ ′τ),

(2.23)

gdzie przezHx oznaczony został operator efektywnego hamiltonianu ekscytonowego działający

w przestrzeni dwucząstkowej

Hx(1
′2′; 1′′2′′, τ ′′) = Hel(2

′2′′)δ(1′ − 1′′) +Hdz(1
′1′′)δ(2′ − 2′′) + U(1′2′; 1′′2′′) +

+ Hel−fon(2′2′′, τ ′′)δ(1′ − 1′′) +Hdz−fon(1′1′′, τ ′′)δ(2′ − 2′′). (2.24)

WyrazyHel — czę́sć elektronowa,Hdz — czę́sć dziurowa orazU — coulombowskie sprzężenie

elektron-dziura stanowią hamiltonian swobodnego ekscytonu,H0
x = Hel + Hdz + U , natomiast

pozostałe dwa,Hel−fon + Hdz−fon = Hx−fon, opisują oddziaływanie ekscytonu z polem wytwo-

rzonym przez jony. Tak więc propagatorP może zostác zapisany w przybliżeniu w następującej

postaci

P (1′2′, 12) =
1

Z ′

∫
D
[
b∗q(j)bq(j)

]
e−Sfon[b∗qbq]Te−

∫ τ ′
τ

dτ ′′Hx(τ ′′). (2.25)

Po prawej stronie równania występuje funkcja wykładnicza od macierzy dwucząstkowego ope-

ratoraHx(τ
′′). Aby przeprowadzíc rachunek zaburzeń przedstawiamy efektywny hamiltonian

ekscytonowy w formieHx = H0
x +Hx−fon(b?, b). Korzystając z tego możemy zdefiniować nieza-
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burzoną funkcję Greena ekscytonu w idealnej sieci jako rozwiązanie równania

−∂τ ′G0(1′2′; 12, τ ′τ) = δ(τ ′−τ)δ(1′−1)δ(2′−2)+
∫

d1′′d2′′H0
x(1′2′; 1′′2′′, τ ′′)G0(1′′2′′; 12, τ ′′τ).

(2.26)

Za pomocą tej funkcji możemy zapisać równanie na funkcję ekscytonową uwzględniającą oddzia-

ływanie z siecią krystaliczną w formie

G(1′2′; 12, τ ′τ) = G0(1′2′; 12, τ ′τ) + (2.27)

+
∫ β

0
dτ ′′′

∫
d1′′d1′′′d2′′d2′′′G0(1′2′; 1′′2′′)Hx−fon(1′′2′′; 1′′′2′′′, τ ′′′)G(1′′′2′′′; 12, τ ′′′τ).

Równanie (2.27) może stanowić podstawę rozwinięcia perturbacyjnego względem zależnego

od czasu oddziaływania z drganiami sieciHx−fon [20].

Na komentarz zasługują pewne własności dwuczasowej funkcji korelacjiP . Można podzielíc

ją na dwie czę́sci (tzw. czę́sć P< orazP> odpowiadające różnym uporządkowaniom operatorów

kreacji i anihilacji)

P (τ ′, τ) = Θ(τ ′ − τ)P>(τ ′, τ) + Θ(τ − τ ′)P<(τ ′, τ), (2.28)

przy czymP> istnieje tylko dla0 < τ ′ − τ < β natomiastP< dla 0 < τ − τ ′ < β. Korzystając

z cyklicznósci śladu można pokazać, że

P>(τ ′, τ) = P<(τ ′, τ + β) = P<(τ ′ − β, τ). (2.29)

Możemy więc rozszerzýc definicję P na dowolne wartości argumentówτ, τ ′ definiując ją na

zewnątrz przedziału określonósci jako funkcję periodyczną. Własności powyższe są charakte-

rystyczne dla bozonowych funkcji korelacji, przez co naszym wzbudzeniom możemy przypisać

bozonowe własnósci. Biorąc pod uwagę cykliczność amplitud bozonowych otrzymujemy waru-

nek periodycznósci dla ekscytonowej funkcji GreenaG(τ ′ + β, τ) = G(τ ′, τ) Takie własnósci

funkcji Greena pozwalają także na stosowanie standardowych metod formalizmu dla temperatur

skończonych (np. matsubarowskich sum po częstościach [20]).
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2.2 Jednocząstkowa funkcja korelacji w przybliżeniu kumu-
lantowym

Rozwinięcie kumulantowe jest dobrze znaną metodą klasycznej fizyki statystycznej oraz teorii

prawdopodobiénstwa. W mechanice kwantowej metoda ta jest nieco rzadziej używana ze względu

na komplikacje rachunkowe. Tym niemniej stosowano ją do rachunków perturbacyjnych mających

na celu uwzględnienie efektów wielociałowych oraz korelacji w kwantowej fizyce statystycznej.

Znalazła zastosowanie np. do problemu polaronu [31], wyznaczenia satelitów plazmonowych

w metalach [32], czy zagadnieniach związanych z transportem w układach kwantowych [33,

34,35].

W podrozdziale 2.1.3 wyprowadzony został efektywny hamiltonian opisujący ruch elektronów

w zewnętrznym, zaburzającym potencjale. Zdefiniowany został także propagator pary cząstka-

dziura. Poniżej zajmę się przedstawieniem jednego ze sposobów obliczenia funkcji korelacji

korzystając z przybliżenia kumulantowego. W celu zilustrowania metody rozwinięcia kumulanto-

wego ograniczę się do jednocząstkowej funkcji Greena. Struktura równań ruchu na dwucząstkową

funkcję korelacji pozwala na proste uogólnienie tych wzorów także na funkcję dwucząstkową.

2.2.1 Rozwinięcie kumulantowe funkcji Greena

Jednocząstkowe funkcje korelacji są dobrze znane w fizyce wielu ciał. Metody konstrukcji równań

ruchu dla funkcji Greena stanowią standardowe procedury fizyki wielu cząstek (patrz np. [29,

30, 20, 36]). Poza nielicznymi przypadkamiścisłe rozwiązywalnych modeli mamy do czynienia

z równaniami, w których należy zastosować jaką́s metodę pozwalającą na uzyskanie rozwiązania

przybliżonego. Metodą taką stanowi rozwinięcie kumulantowe.

Równanie ruchu dla jednocząstkowej funkcji Greena dla czasów rzeczywistych można formal-

nie zapisác za pomocą tzw. funkcji energii własnejΣk(t− t′) [37]

i
∂GR

k (t)

∂t
= δ(t) + εHFk GR

k (t) +

t∫
0

ΣR
k (t− t′)GR

k (t′), (2.30)
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gdzieεHFk oznacza energię stanu jednocząstkowego w przybliżeniu Hartree-Focka. FunkcjaΣ jest

nielokalna w czasie i ogólnie prowadzi do renormalizacji widma wzbudzeń jednocząstkowych, co

manifestuje się przez przesunięcie i poszerzenie linii widmowych.

Zwykle w układzie wielocząstkowym wzbudzenia jednocząstkowe charakteryzowane są przez

wyraźnie odcinające się maksima w funkcji gęstości spektralnej. Odpowiadają one kwazicząstkom

o charakterystycznej energii oraz czasie życia. Położenie maksimum określa energię, natomiast

jego szerokósć związana jest z odwrotnością czasu życia. W wyprowadzeniu przybliżonego wzoru

na funkcję Greena istotne będą pewne ogólne własności jakie spełnia funkcja korelacji będąca

rozwiązaniem równania (2.30).

Wzbudzenia jednocząstkowe o pędziek i energiiω opisuje funkcja gęstósci spektralnej zdefi-

niowanej następująco

Ak(ω) = − 1

π
Im [Gk(ω)] . (2.31)

Charakterystyczna zależność od czasu funkcji Greena zdeterminowana obecnością wzbudze-

nia kwazicząstkowego dana jest przez [29]

iGR
k (t) = Θ(t)Zke

Sk(t) ≈ Θ(t)Zke
−i(εk+Γk)t. (2.32)

Jest to szybko oscylująca funkcja czasu, ze stałą zanikuΓ. Własnósć tę możemy wykorzystác w

rachunku perturbacyjnym. W tym celu zdefiniujemy następujące funkcje pomocnicze

Σ̃k(t) = eiεkt
(
(εHFk − εk)δ(t) + ΣR

k (t)
)
, (2.33)

G̃k(t) = eiεktGk(t). (2.34)

Wtedy równanie (2.30) przyjmuje postać

i
∂G̃R

k (t)

∂t
= δ(t) +

t+∫
0

Σ̃R
k (t− t′)G̃R

k (t′). (2.35)
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Rozwiązanie tego równania formalnie reprezentowane jest w postaci szeregu perturbacyjnego

G̃k(t) = Θ(t)T exp

−i t∫
0

dτ

τ∫
0

dτ ′Σ̃(τ − τ ′)

 , (2.36)

Funkcja T exp(. . .) jest standardowo określona jako szereg potęgowy, w którym przyjęliśmy

następującą definicjęn−tej potęgi uporządkowanej chronologicznie za pomocą operatoraT

T

−i t∫
0

dτ

τ∫
0

dτ ′Σ̃(τ − τ ′)

n =

= (−i)n
t∫

0

dτ1

τ1∫
0

dτ ′1 . . .

τ ′n∫
0

dτ1

τn∫
0

dτ ′nΣ̃(τ1 − τ ′1)Σ̃(τ2 − τ ′2) . . . Σ̃(τn − τ ′n).

(2.37)

Rozwijając logarytmG̃R
k (t) dla dodatnich czasów w szereg potęgowy względemΣ̃ otrzymujemy

wyrażenie

G̃k(t) = Θ(t) exp

(
+∞∑
n=1

Cn
n!

)
, (2.38)

w którymCn oznacza kumulant rzędun, co można zapisać schematycznie w następujący sposób

[37], [38]

Cn =

〈〈
T

−i t∫
0

dt′
t′∫

0

dt′′Σ̃k(t′ − t′′)


(n)〉〉

. (2.39)

Średnia kumulantowa oznaczona jest symbolem〈〈. . .〉〉. Podobnie jak w klasycznej teorii praw-

dopodobiénstwaśrednią kumulantową można wyrazić przez kombinację momentów rzędu nie

wyższego niż rząd danego kumulantu [38]. Na przykład kumulant pierwszego rzędu przedstawić
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można jako

〈〈 t∫
0

dt′
t′∫

0

dt′′Σ̃k(t′ − t′′)


(1)〉〉

=

t∫
0

dt′
t′∫

0

dt′′Σ̃k(t′ − t′′). (2.40)

Powyższe przedstawienie pozwala na systematyczne rozwinięcie zespolonej fazy funkcjiG̃R
k (t)

w szereg potęgowy względem sprzężenia z fononami. W tej pracy ograniczę się do najniższego

rzędu danego wzorem (2.40). Zgodnie z tym wzór na funkcjęGR
k (t) przyjmuje następującą postać

GR
k (t) ≈ Θ(t)e−iε

HF
k t exp

 t∫
0

dt′
t′∫

0

dt′′Σ̃
(2)
k (t′ − t′′)

 = Θ(t)e−iε
HF
k teSk(t), (2.41)

gdzieΣ(2) jest obliczona w najniższym, tzn. drugim rzędzie względem oddziaływania elektron-

fonon.

FunkcjaGR
k (t) została przedstawiona jako iloczyn dwóch funkcji wykładniczych. Pierwsza

z nich jest odpowiedzialna za położenie linii, a druga nadaje jej odpowiedni kształt i ewentu-

alnie modyfikuje położenie. Postać ta stanowi bardzo wygodną reprezentację funkcji Greena.

Oddzielamy w ten sposób efekty związane z polemśrednim i korelacją elektronów w gazie elek-

tronowym.

Czynnik fazowySk(t) występujący we wzorze (2.41) wygodnie jest wyrazić za pomocą

gęstósci spektralnej funkcji energii własnej równej− 1
π
ImΣ

(2)
k (ω). Otrzymujemy wtedy

Sk(t) =

+∞∫
0

dω
(
− 1

π

) −1 + i(ω − εk − iη)t+ e−i(ω−εk−iη)t

(ω − εk − iη)2
ImΣ

(2)
k (ω), (2.42)

gdzieη →+ jest dodatnim czynnikiem uzbieżniającym dążącym do zera. W granicy bardzo dużych

czasów można pominąć człon oscylujący w wyrażeniu pod całką. Korzystając z relacji Kramersa-
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Kroniga dla funkcji energii własnej

ReΣR
k (ω) = Σδ +

+∞∫
−∞

dω′
(− 1

π
)ImΣR

k (ω′)

ω − ω′
, (2.43)

gdzieΣδ oznacza bezdyspersyjną, czyli niezależną od częstości czę́sć energii własnej, otrzymu-

jemy w granicy bardzo dużych czasów

GR
k (t) ≈ Θ(t)e−(iεk−Γk)te−(nk+iαk), (2.44)

gdzie

εk = εHF
k + ReΣR

k (ω = εk) (2.45)

Γk = −ImΣR
k (ω = εk) (2.46)

nk = − ∂ReΣR
k

∂ω

∣∣∣∣∣
ω=Ek

(2.47)

αk = −∂ImΣR
k

∂ω

∣∣∣∣∣
ω=εk

. (2.48)

Czę́sć rzeczywistaΣR
k (εk) jest równa renormalizacji energii kwazicząstki względem przy-

bliżenia Hartree-Focka, aΓk jest stałą zaniku. Stały czynnik zespolonye−nk+iα prowadzi do

renormalizacji natężenia linii kwazicząstki oraz powoduję asymetrię w postaci krzywej Fano.

Wzory (2.45)-(2.48) odtwarzają kwazicząstkowy charakter wzbudzeń, a poszczególne para-

metry pokazują korespondencję z innymi rachunkami perturbacyjnymi [20].

W celu wyznaczenia pełnej funkcji gęstości spektralnej musimy obliczyć działanie zdefinio-

wane wzorem (2.42). Zgodnie z zastosowanym przybliżeniem kumulantowym drugiego rzędu

względem zaburzenia wielkość ta jest bezpósrednio związana z częścią urojoną retardowanej

energii własnej. Poszukiwana gęstość spektralna będzie częścią urojoną następującej transformaty
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Fouriera

A(k, ω) = Im

+∞∫
0

dt
i

π
e−iε

HF
k teiωteSk(t). (2.49)

Funkcja ta okrésla gęstósć prawdopodobiénstwa znalezienia się kwazicząstki o określonym kwa-

zipędziek w przedziale energii(ω, ω + dω). W przypadku absorpcji ekscytonowej interesowała

nas będzie głównie gęstość spektralna dlak = 0 co związane jest z tym, że przejścia ekscytonowe

są przej́sciami prostymi (pęd niesiony przez foton jest bardzo mały). Z uwagi na własność (2.50)

może býc ona traktowana jako gęstość rozkładu prawdopodobieństwa z funkcją tworzącąS(t).

Stosowane przeze mnie przybliżenie (2.42), w którymS(0) = 0, spełnia regułę sum dla

jednocząstkowej gęstości stanów, tzn.:

+∞∫
−∞

dωAk(ω) = 1. (2.50)

Reguła ta gwarantuje zachowanie liczby cząstek w układzie.

Postác funkcji tworzącej danej wzorem (2.42) jest charakterystyczna dla tzw. nieskończenie

podzielnych rozkładów prawdopodobieństwa [39]. Gwarantuje nam to między innymi, że dopóki

−Im
∑R(k, ω) jest nieujemna, odpowiadająca jej funkcjaAk(ω) będzie również nieujemna.

Własnósci tej nie posiada przybliżony wynik (2.44). Czynnik renormalizacyjnyZk = e−nk

okrésla amplitudę głównego wzbudzenia kwazicząstkowego. Widać to, jésli przyjrzymy się po-

staci transformaty Fouriera asymptotycznego przybliżeniaGR
k (t).

GR
k (ω) ≈ e−nk

(ω − εk)2 + Γ2︸ ︷︷ ︸
lorencjan

× [sin(ω − εk)αk − Γ cosαk + i(cos(ω − εk)αk + Γ sinαk)]︸ ︷︷ ︸
czynnik modyfikujący

. (2.51)

Wyrażenie w nawiasie kwadratowym jest odpowiedzialne za zmodyfikowanie lorentzowskiego

kształtu i powoduje, że funkcja gęstości spektralnej przyjmuje w tym przybliżeniu postać krzywej
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Fano. Ze względu na charakter przybliżenia jego dokładność zmniejsza się w miarę oddalania

się od głównego maksimum kwazicząstkowego i w dużej odległości funkcja gęstósci spektralnej

może nawet zmienić znak, co jest niefizycznym rezultatem.

Pozostała czę́sć gęstósci spektralnej odpowiada tzw. widmu niekoherentnemu, którego proste

przybliżenie nie jest w stanie odtworzyć. Za powstanie tej części odpowiedzialny jest czynnik

oscylujący w wyrażeniu pod całką (2.42). Wydzielmy we wzorze (2.41) część asymptotyczną

i obliczmy transformatę Fouriera

GR
k (ω) =

+∞∫
0

dt ei(ω−ε
HF
k −εk+iΓk)t−(nk+iαk) exp

 +∞∫
0

dω′
(−1

π

)
e−i(ω

′−εk−iη)t

(ω′ − εk − iη)2
ImΣ

(2)
k (ω′)

 .
(2.52)

Możemy teraz rozwiną́c w szereg Taylora względem potęg energii własnej część niekoherentną

(wyrażenie w nawiasie kwadratowym). Wyraz ten dla małej stałej sprzężenia jest bliski jedności

i modyfikuje jedynie maksimum kwazicząstkowe. Oznaczając przezG
(FANO)
k (t) asymptotyczną

zależnósć czasową otrzymujemy

GR
k (ω) =

+∞∫
0

dtG
(FANO)
k (t)eiωt

(
1 +

+

+∞∫
0

dω′
(
− 1

π

)
e−i(ω

′−εk−iη)t

(ω′ − εk − iη)2
ImΣ

(2)
k (ω′)+

+

+∞∫
0

dω′
+∞∫
0

dω′′
(−1

π

)2 e−i(ω
′−εk−iη′)te−i(ω

′′−εk−iη′′)t

(ω′ − εk − iη′)2(ω′′ − εk − iη′′)2
ImΣ

(2)
k (ω′)ImΣ

(2)
k (ω′′)+

+

+∞∫
0

dω′
+∞∫
0

dω′′
+∞∫
0

dω′′ . . . +

)

(2.53)
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W powyższym wzorze widác wyraźnie jak powstają kolejne repliki fononowe. Każdy wyraz

w rozwinięciu daje wkład do powstania splotu krzywej Fano z wielokrotną całką odpowiadającą

za wielofononowe procesy. Część urojona funkcji energii własnej w przypadku oddziaływania

z fononami optycznymi podłużnymi jest skupiona w pobliżu energiiω = ±ω0, gdzieω0 jest

częstóscią fononu i jésli w pierwszym przybliżeniu zamienimy ostre minima na delty Diraca,

to możemy z łatwóscią wykonác wszystkie wielokrotne całki w szeregu (2.53). Otrzymamy

w ten sposób w funkcji gęstości spektralnej kolejne linie będące odbiciem głównego maksimum

kwazicząstkowego, mające mniejsze natężenie oraz odległe od głównej linii o wielokrotność

energiiω0. W rzeczywistósci ImΣ
(2)
k (ω) posiada rozmycie wartości wokół charakterystycznych

energii, co powoduje modyfikacje kształtu replik fononowych. Tak w uproszczeniu wygląda

mechanizm powstawania tzw. satelit odległych o wielokrotność energii wzbudzén od głównej linii

w funkcji gęstósci spektralnej [32].

Z powyższych rozważán widác, że rozwinięcie kumulantowe jest bardzo wygodną metodą

prowadzenia rachunków perturbacyjnych. Kolejny rozdział będzie stanowił przykład zastosowania

tejże metody do wyznaczenia kształtu krawędzi absorpcji w półprzewodnikach.
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Rozdział 3

Wpływ fononów LO na kształt i położenie
linii spektralnej ekscytonu

3.1 Krawędź absorpcji — reguła Urbacha

Kształt krawędzi absorpcji widmowej w półprzewodnikach ma bardzo interesujące z fizycznego

punktu widzenia cechy. Wynika to stąd, że na tworzenie się krawędzi może mieć wpływ wiele

różnych zjawisk fizycznych. Z tego powodu jednym z celów jakie stawia się teoriom opisu zjawisk

optycznych w półprzewodnikach jest prawidłowe odtworzenie krawędzi absorpcji.

Dla nieskónczonego czasu życia cząstek krawędź jest ostra i przykładowo w najprostszym,

jednocząstkowym modelu bez oddziaływań ma pierwiastkową zależność od energii. Rozmycie

widma w wyniku oddziaływania między cząstkami lub wywołane nieporządkiem prowadzi do

poszerzenia krawędzi. Najprostsze przybliżenia kwazicząstkowe zakładają lorentzowski kształt

pojedynczej linii. Odpowiada to założeniu, że najprostsza funkcja Greena dla kwazicząstki opisy-

wana jest równaniem

G(t) ∼ exp(iεkt− Γt).

Takie założenie, po dokonaniu transformacji Fouriera daje lorentzowski kształt linii spektralnej i w

konsekwencji potęgową zależność widma absorpcji międzypasmowej w niskich energiach. Ekspe-

rymentalnie jednak gdy oddalamy się od krawędzi zauważamy znacznie szybszy zanik funkcji niż

potęgowy. Wyraża to odkryta już w latach pięćdziesiątych reguła Urbacha-Mertienssena ( [40]) —

mówi ona o wykładniczym zaniku współczynnika absorpcji, co bezpośrednio jest związane z jed-
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nocząstkową funkcją gęstości spektralnej. Fenomenologiczny wzór opisujący tę regułę zwykle

formułowany jest w następujący sposób

α(ω) = α0 exp

[
−σ(T )

kBT
(ω0 − ω)

]
, (3.1)

gdzieω0 jest parametrem o wartości rzędu wielkósci przerwy energetycznej,σ(T ) jest bezwymia-

rowym, zależnym od temperatury parametrem określającym szybkósć zaniku.

W połowie lat szésćdziesiątych Mahan [41] pokazał teoretycznie, że reguła Urbacha może zo-

stác wyprowadzona z hamiltonianu Fröhlicha (opisującego oddziaływanie elektronu z fononami

LO). Wykładniczy zanik funkcji gęstósci spektralnej obliczony w tej pracy przekładał się bezpo-

średnio na regułę Urbacha w absorpcji optycznej. Były to pierwsze rachunki, w których liniowe

oddziaływanie pomiędzy elektronami z pasma przewodnictwa a fononami optycznymi prowa-

dziło do powstania wykładniczego charakteru zaniku gęstości spektralnej. Kolejną ważną pracą,

w której reguła Urbacha została wyjaśniona na bazie oddziaływania ekscytonów z wibracjami

sieci krystalicznej jest artykuł Sumi i Toyozawy [42]. Autorzy obliczyli w nim energię własną

ekscytonu oddziałującego z adiabatycznymi potencjałami wibracji sieci krystalicznej, które były

wzbudzane w każdym węźle sieci. W podejściu tym ekscyton rozpraszany był niezależnie przez

każdą lokalną deformację sieci. W następnych latach pojawiło się wiele prac, w których używając

różnych technik teoretycznych badano zanik absorpcji poniżej progu. Wśród licznych publikacji

warto wymieníc prace Dunna [31], Lieblera i Hauga [22], Hauga i Schmitt-Rinka [27].

W teoretycznych badaniach reguły Urbacha dużo miejsca poświęcono także nieporządkowi

[43,44,45] i temu jak ten nieporządek wpływa na zanik zależności absorpcji od energii w pobliżu

przerwy energetycznej. Wyróżnia się tu kilka obszarów, w których gęstość stanów (bezpósrednio

związana z absorpcją) przechodzi od obszaru widma ciągłego poprzez zależność Halperina-Laxa

(E1/2), następnie omawiany tu obszar urbachowski, aż do zaniku gaussowskiego. Przegląd stoso-

wanych technik teoretycznych używanych do opisu tych zjawisk można znaleźć w przeglądowej

pracy [46].

Zastosowanie podobnej metody do omawianej w niniejszym rozdziale można znaleźć w pracy

[28], gdzie autorzy policzyli nachylenie krawędzi absorpcji w przybliżeniu kumulantowym w trzech
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wymiarach biorąc pod uwagę dominujące wyrazy z pierwszych dwóch rzędów rachunku zaburzeń

oraz stosując przybliżenie analogiczne do przedstawionego w dodatku D. Natomiast w pracy [37]

można znaleź́c zastosowanie podobnych rachunków w studni kwantowej.

Korzystając ze standardowego rachunku zaburzeń (np. rozwiązując w najniższym rzędzie rów-

nanie Dysona) nie jesteśmy w stanie odtworzýc wykładniczego zaniku funkcji absorpcji. Trzeba

wykonác sumowanie do nieskończonego rzędu rachunku zaburzeń, np. za pomocą rozwinięcia

kumulantowego. Znalazło ono zastosowanie w fizyce wielu ciał, czego przykładem mogą być ob-

liczenia funkcji gęstósci spektralnej polaronu (elektron oddziałujący z fononami LO [31, 41, 42])

czy podobne rachunki w przypadku metali [32]. Przybliżenie kumulantowe jest bardzo specy-

ficznym rachunkiem zaburzeń. Zastosowanie rozwinięcia do pewnego rzędu pozwala wysumować

wszystkie diagramy uwzględniające korelacje tego rzędu w sposóbścisły [20,31]. Okazuje się, że

właśnie taka metoda ma szansę na odtworzenie w widmie tzw. satelitów fononowych (kolejnych

linii widmowych o charakterze podobnym do linii głównej i odległych od niej o energię zwią-

zaną z częstóscią fononową) oraz prawidłowy (wykładniczy) zanik tejże funkcji już w najniższym

rzędzie rozwinięcia względem oddziaływania.

Krawędź Urbacha obserwowana jest zarówno w trójwymiarowych półprzewodnikach objęto-

ściowych jak i w strukturach kwazidwuwymiarowych. Z uwagi na podobieństwa obu przypadków

będę prowadził jednoczesne rozważania zaznaczając w odpowiednich miejscach różnice i konse-

kwencje redukcji wymiaru układu.

3.2 Ekscytonowa funkcja energii własnej

Podobnie jak dla pojedynczych elektronów można wprowadzić ekscytonową funkcję Greena

(2.6)(2.16). Równania ruchu dla ekscytonu mają podobną strukturę jak dla pojedynczej cząstki.

Przytoczone powyżej rozwiązanie dotyczące przybliżenia kumulantowego dla funkcji Greena

pojedynczej cząstki można więc uogólnić na przypadek ekscytonów.

Podobnie jak dla pojedynczych elektronów centralną wielkością w naszym rachunku jest

funkcja energii własnej stanu podstawowego ekscytonuλ0. W przypadku sprzężenia z fononami
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w najniższym rzędzie rachunku zaburzeń możemy przedstawić ją w postaci (dokładne wyprowa-

dzenie przedstawione jest w dodatku A)

ImΣR
λ0

(ω) = −αω0

∑
λ

[N0Mλ(ω+)Θ(ω+) + (N0 + 1)Mλ(ω−)Θ(ω−)] , (3.2)

gdzie

ω± = ω ± ω0 − ελ,
Mλ(ω) =

√
ω0

ω
M3D

λ (
√

2Mω).
(3.3)

Energia ekscytonu w stanieλ oznaczona jest przezελ. Sumowanie po stanachλ rozciąga się

zarówno na stany z dyskretnego jak i ciągłego widma ekscytonu.M3D
λ oznacza sumę po pod-

poziomach ekscytonowych poziomuλ (dokładne rachunki zamieszczone są w dodatku C).

W powyższym wyrażeniu na energię własną występują dwa czynniki, z których jeden jest

proporcjonalny doN0 (N0 jest rozkładem Bosego-Einsteina dla fononów o częstościω0), a drugi

do (N0 + 1). Wyraz proporcjonalny doN0, opisujący absorpcję fononów, powoduje powstanie

minimum ImΣR(ω) po ujemnej stronie energii i znika w przypadku niskich temperatur. Jest on

także pósrednio odpowiedzialny za szerokość linii widmowej. Wynik ten zgodny jest ze standar-

dowym rachunkiem zaburzeń. Stosując pewne przybliżenia (patrz wzory (2.45)(2.46)(2.47)(2.48))

odtwarzamy najniższy rząd zwykłego rachunku zaburzeń. W szczególnósci na podstawie wzoru

(2.46) otrzymujemy szerokość połówkowąΓk=0 = −ImΣR
λ0

(0).Wzór ten był wykorzystywany
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Rysunek 3.1: Czę́sć urojona funkcji energii własnej w trzech wymiarach dla GaAs obliczona przy
zastosowaniu następujących parametrów: me=0,067m0, me=0,45m0, ω0=36,8meV,ε0 = 13, 1,
ε∞ = 11, 1, T=300K.

do wyznaczenia szerokości linii widmowej przez Rudina i Reinecke w pracy [12] w obliczeniach

dla trzech wymiarów oraz w pracy [13] w obliczeniach dla dwóch wymiarów.

Drugi wyraz we wzorze (3.2) związany z minimum po dodatniej stronie energii nie daje

wkładu do poszerzenia linii, nie znika w przypadkuT → 0 i odpowiada za emisję fononów.

Wynika to stąd, że ekscyton w stanie podstawowym nie może wyemitować fononu. Czę́sć ta

stanowi dominujący wkład do przesunięcia linii widmowej danego przezImΣR(ω) w wyniku tzw.

efektu polaronowego. Otrzymane wyrażenie zgodne jest ze standardowym rachunkiem zaburzeń

dla energii.

Rysunek 3.1 przedstawia przykładową funkcjęImΣ(ω) dla k = 0 dla GaAs w temperaturze

pokojowej. Na rysunku tym zauważamy dwa charakterystyczne minima, o których była mowa
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powyżej. Zauważmy także po lewej stronie lekko odcinający się od głównego minimum wkład

pochodzący od przejść elastycznych, bez wzbudzenia stanu wewnętrznego ekscytonu. Minimum

występujące po ujemnej stronie energii jest znacznie słabsze mimo, że temperatura, dla której

wykonano obliczenia jest dość wysoka (T = 300K). Dla niskich temperatur wkład ten zanika

wykładniczo z temperaturą.

Zwróćmy uwagę, że charakterystyczne sumy po stanach pośrednich ekscytonuλ występujące

we wzorze (3.2) z uwzględnieniem postaci elementu macierzowego dla rozpraszania ekscyton-

fonon (dodatek A) przyjmują postać

Q(ω) =
∑
λ

1√
ω ± ω0 − ελ

∣∣∣〈λ0|eiqrme
M − e−iqr

mh
M |λ

〉∣∣∣2 Θ(ω ± ω0 − ελ). (3.4)

Sumowanie po kolejnych, coraz to bardziej odległych od stanu podstawowego poziomach eks-

cytonowych nie zmieni bardzo naszego wyniku. Zauważmy, że kolejne stany będą dawały bardzo

podobny (jésli chodzi o zależnósć od energii) wkład przesunięty o energię odpowiadającą różnicy

energii poziomów ekscytonowych. Wkład do energii własnej od coraz to wyższych poziomów

będzie coraz mniejszy, gdyż całka przekrycia się stanów z kolejnych poziomów ze stanem pod-

stawowym będzie malała. Widać, że największy wpływ na energię własną będzie miało kilka

najniższych energetycznie stanów, przy czym dominujący będzie czynnik związany ze stanem

podstawowym oraz najniższymi stanami rozproszeniowymi należącymi do widma ciągłego. Wraz

z malejącym prawdopodobieństwem przej́scia do wyższych stanów związanych z elementem ma-

cierzowym wkład do funkcji energii własnej będzie się zmniejszał. Dotyczy to obydwu części

funkcji energii własnej, gdyż wpływ kolejnych poziomów będzie się tam manifestował bardzo

podobnie, a oba czynniki różnią się jedynie stałą multiplikatywną.

W związku z takim zachowaniem funkcji energii własnej uzasadnione wydaje się przybliżenie

zaproponowane w dodatku D , gdzie przedstawiony został sposób wysumowania po stanach ekscy-

tonowych zapewniający dokładne obliczenie wkładu od stanu podstawowego oraz coraz bardziej

przybliżone od kolejnych, coraz bardziej odległych poziomów ekscytonowych. Możemy w ten

sposób unikną́c liczenia dodatkowo podwójnej całki w energii własnej otrzymując jednocześnie

rozsądny wynik, spełniający podstawowe własności, które posiada funkcja obliczona dokładnie.
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Przybliżenie podobne do prezentowanego w dodatku D można znaleźć np. w pracy [22]. Autorzy

artykułu proponują nie tylko przybliżone wysumowanie ale także zastąpienie wyniku zależno-

ścią funkcyjną2(1 − exp(−αqa)), gdziea jest efektywnym promieniem Bohra natomiastα jest

stałą dopasowania. Analogiczna funkcja w przypadku dwuwymiarowym policzona dokładniej ma

postác 2[1 − 1/(qa/4)2](3/2) (patrz wzór (D.10)). W pracy [28], gdzie autorzy w obliczeniach

współczynnika nachylenia krawędzi absorpcji uwzględnili także część wyrazów z kolejnego rzędu

rozwinięcia kumulantowego użyto podobnego przybliżenia. Analizę tego przybliżenia przedstawię

na przykładzieImΣR(ω) w dwóch wymiarach, gdzie mamy do czynienia z analogiczną sumą po

poziomach ekscytonowych.

W wyrażeniu przybliżonymελ zostaje wszędzie zastąpioneελ0 , co powoduje, że suma po

stanach we wzorze (3.4) może zostać zapisana w następującej postaci

Q(q, ω) ≈
∑
λ

1
√
ω ± ω0 − ελ0

∣∣∣〈λ0|eiqrme
M − e−iqr

mh
M |λ

〉∣∣∣2 Θ(ω ± ω0 − ελ0). (3.5)

Widać więc, że we wzorze (3.4) dla danej energiiω sumowanie kónczy się na stanie od-

powiadającym energiiω. Zapewnia to stojąca w tym wyrażeniu funkcjaΘ(.). Natomiast wzór

przybliżony (3.5) nie posiada takiego obcięcia i sumowanie przebiega po wszystkich możliwych

stanach. Drugą istotną różnicą jest czynnik stojący przy elemencie macierzowym zapewniający, że

element macierzowy przekrycia z danym stanem wchodzi do sumy z odpowiednią wagą. Te dwie

różnice mają bezpośredni wpływ na zwiększenie wartości ImΣR(ω) dla dużychω.

Oceniając dokładnósć tej procedury przyjrzyjmy się minimomImΣR (przykładowa przybli-

żona oraz dokładna funkcja energii własnej przedstawiona jest odpowiednio na rysunku 3.2(a)

oraz 3.2(b)). Przypadają one w podobnych miejscach, jednak w wyniku dokładnego wysumowania

po poziomach (wzór 3.4) otrzymuje znacznie bogatszą strukturę związaną z dyskretnymi pozio-

mami energetycznymi ekscytonu. W przypadku funkcji przybliżonej mamy do czynienia jedynie

z dwoma minimami odpowiadającymi absorpcji i emisji fononów. Zmieniają się one z tempera-

turą podobnie do funkcji dokładnej, gdyż mnożone są przez taki sam czynnik obsadzeniowy (N0).

Tak więc przybliżenie to nie zmienia zasadniczego charakteru funkcji a także zachowuje zmiany

związane z zależnością od temperatury. Uproszczenie sumowania po wysokoenergetycznych sta-
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(a) Przybliżone wysumowanie po poziomach ekscy-
tonowych
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(b) Wysumowanie po wszystkich poziomach ekscy-
tonowych

Rysunek 3.2: Porównanie przybliżonego i dokładnego wyrażenia na część urojoną funkcji energii
własnej dla GaAs (me=0,067m0, me=0,45m0, ω0=36,8meV,ε0 = 13, 1, ε∞ = 11, 1, T=300K)
w przybliżeniu dwuwymiarowym

nach ma jednak zasadniczy wpływ na asymptotyczne zachowanie urojonej części retardowanej

energii własnej. W przypadku fononów optycznych podłużnych otrzymujemyImΣR(ω) ≈ 1√
ω

dla

dużych energii, czyli pierwiastkowy zanik funkcji. Numerycznie obliczonaImΣR(ω) przy wyko-

naniu dokładnej sumy po stanach zanika znacznie szybciej.

W przypadku studni kwantowej o skończonej szerokósci we wzorach na energię własną poja-

wia się dodatkowy czynnik będący konsekwencją przekrywania się funkcji obwiedni elektronu

i dziury w kierunku prostopadłym do studni. Tłumi on wysokoenergetyczny ogonImΣR(ω).

Można się więc w tym przypadku spodziewać lepszej zgodnósci z wynikiemścisłym.

Porównajmy teraz funkcjęImΣR(ω) w dwóch i trzech wymiarach na przykładzie GaAs.

Zauważmy, że w przypadku dwuwymiarowym (patrz rys. 3.2(b)) mamy znacznie wyraźniej od-

cinający się wkład pochodzący od dyskretnego widma ekscytonowego niż w przypadku trójwy-

miarowym na rys. 3.1. Wynika to stąd, że w dwóch wymiarach odległość najniższego poziomu

ekscytonowego od widma jest czterokrotnie większa niż ma to miejsce w analogicznym przy-
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padku w dwóch wymiarach. Przypomnijmy, że energie stanów dyskretnych ekscytonu są dane

przez

εn =


− Ry?

(n+ 1
2
)2

w dwóch wymiarach(n = 0, 1, 2, . . .)

−Ry
?

n2
w trzech wymiarach(n = 1, 2, 3, . . .),

(3.6)

gdzieRy? oznacza efektywną energię Rydberga.

Różnicę tę widác wyraźnie jésli przyjrzymy się rysunkom 3.2(b) i 3.1, które przedstawiają

ImΣR(ω) w dwóch i trzech wymiarach dla tych samych wartości parametrów.

Wyznaczenie funkcji energii własnej w studni kwantowej o skończonej szerokósci napotka na

poważne trudnósci. Widmo wodoropodobne ekscytonu można wyznaczyć ścísle jedynie w granicy

dwuwymiarowej. Nie można natomiast obliczyć tego widma analitycznie dla studni kwantowej

o skónczonej szerokósci. W konsekwencji położenia poziomów ekscytonowych w rzeczywistych

studniach nie zgadzają się z wynikami otrzymanymi w granicyścísle dwuwymiarowej, która jedy-

nie w przybliżeniu może zostać użyta do opisu układów kwazidwuwymiarowych. Zauważmy, że

do obliczenia energii własnej nie potrzebujemy wszystkich informacji o stanach ekscytonowych.

Należy przypuszczác, że mimo zmian położenia poziomów energetycznych spowodowanych obni-

żoną wymiarowóscią, wartósci całek przekrycia kolejnych poziomów ekscytonowych z poziomem

podstawowym nie będą bardzo się zmieniać w stosunku do przypadku dwuwymiarowego. Po-

winniśmy natomiast odpowiednio skorygować wartósci energii wiązania ekscytonu oraz energie

stanów wzbudzonych. Kluczowa wydaje się być energia stanu podstawowego i kilka najniższych

poziomów, gdyż stany o większymn i tak mają energie bardzo bliskie sobie. Wkład od stanów

z widma ciągłego jest nieduży w porównaniu z widmem dyskretnym. To wraz z faktem, że wpływ

dokładnego uwzględnienia skończonej szerokósci studni kwantowej w odniesieniu do tych stanów

niewiele zmienia pozwala w tym przypadku pozostać przy analitycznych wzorach opisujących

przypadeḱscísle dwuwymiarowy.
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Oczywíscie energia najniższych poziomów w teorii dwuwymiarowej jest wyraźnie zaniżona

w stosunku do wartósci dóswiadczalnej, co będzie miało największy wpływ na dokładność wy-

znaczeniaImΣR(ω). Do tego dochodzi komplikacja związana ze sprzężeniem lekkich i ciężkich

dziur. Ten ostatni efekt można uwzględnić w sposób przybliżony w rachunkach. Możemy mia-

nowicie wzią́c wartósć masy zredukowanej ekscytonu pojawiającej się we wzorach na energie

ekscytonowe z rachunków uwzględniających skomplikowaną strukturę pasmową oraz obecność

studni kwantowej. Wypisując pełen hamiltonian Luttingera-Kohna możemy wyróżnić w nim czę́sć

mającą symetrię stanóws, które mają największy wpływ na widmo ekscytonowe ( [47, 48]).

Skomplikowana macierz upraszcza się i w ten sposób możemy w pierwszym przybliżeniu otrzy-

mác efektywne masy, poprawiając wartość energii wiązania. Kolejnym krokiem w poprawieniu

widma energetycznego byłoby uwzględnienie struktury pasmowej poprzez sformułowanie mo-

delu w języku hamiltonianu Luttingera-Kohna. Prezentowana w tej pracy teoria pozwala na takie

uogólnienie, jednak ze względów praktycznych skupię się jedynie na efektach wielociałowych.

Przyjrzyjmy się temperaturowej zależności energii własnej. Będzie miała ona bezpośredni

wpływ na zmianę kształtu linii widmowej z temperaturą. Na uwagę zasługuje stosunkowo prosta

zależnósć funkcji energii własnej odT . Występuje ona pod postacią funkcji obsadzeń Bosego-

Einsteina i wpływa na głębokość minimów (rys. 3.2(b)). W przypadku przesunięcia energii wpływ

ten nie jest taki duży (część funkcji energii własnej odpowiedzialna za renormalizację energii pro-

porcjonalna jest doN0 + 1) i zmienia się znacząco dopiero w temperaturach w pobliżu 300K.

Odwrotnie jest w przypadku szerokości linii, gdzie temperatura jest czynnikiem kluczowym (funk-

cjaN0 mnoży czę́sć funkcji energii własnej, która głównie odpowiedzialna jest za tę szerokość).

Należy pamiętác, że jest to temperaturowa zależność występująca we wzorachexplicite. Poza

tym praktycznie wszystkie parametry, takiej jak masa efektywna, stała dielektryczna itd., wyka-

zują zmiany wraz z temperaturą. Dopóki jednakT zmienia się w niedużym przedziale możemy

uznác zależnósć występującą w czynnikach obsadzeniowych za jedyną istotnie zmieniającą się

własnósć. W ogólnósci musielibýsmy zastosowác skomplikowane modele uwzględniające np.

zmiany fononowej relacji dyspersji, modyfikacje struktury pasmowej, zależność funkcji dielek-

trycznej od temperatury. W pracy niniejszej modyfikacje te uwzględniane są poprzez stosowanie
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Rysunek 3.3: Funkcja gęstości spektralnej dla arsenku galu (me=0,067m0, me=0,45m0,
ω0=36,8meV,ε0 = 13, 1, ε∞ = 11, 1, T=300K) w przybliżeniu dwuwymiarowym. W rachunkach
uwzględnione są wszystkie poziomy ekscytonowe.

parametrów branych z doświadczén przeprowadzonych w zakresie temperatur, w których wyko-

nywane są rachunki.

3.3 Funkcja gęstósci spektralnej ekscytonu

Mając energię własną możemy obliczyć funkcję gęstósci spektralnej, zgodnie ze wzorami (2.41),(2.42).

Istnieje bezpósredni związek pomiędzy mierzoną doświadczalnie zależnością absorpcji od ener-

gii padającegóswiatła a funkcją gęstości spektralnej. Dany jest on wzorem (2.1). Oprócz tego

znajomósć funkcji gęstósci spektralnej pozwala obliczyć wiele innych zależnósci uzyskiwanych

w eksperymencie. Dlatego też w moich rozważaniach skupię się na omówieniu własności funkcji

gęstósci spektralnej.

Gęstósć spektralna odpowiadającaImΣ z rys. 3.2(b) przedstawiona jest na rys. 3.3. Na rysunku

tym widác satelity związane z minimami w funkcjiΣ. Nasze rozważania, w których stosujemy

rozwinięcie kumulantowe najniższego rzędu stosują się dla materiałów których stała sprzężenia
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ekscyton-fonon jest nieduża. Wtedy też satelity fononowe są nieduże w porównaniu z głównym

maksimum i stanowią oddzielne linie o dużo mniejszym natężeniu, co wyraźnie widać na rys.

3.3(b), gdzieA(ω) przedstawione jest w skali logarytmicznej. Z sytuacją taką mamy do czynienia

w półprzewodnikach III-V oraz z dobrym przybliżeniem II-VI, gdzie stała sprzężenia (stała Fröh-

licha) jest dużo mniejsza od 1. W związku z tym, że wymienione materiały stanowią podstawę do

budowania nowoczesnych układów kwantowych takich jak studnie kwantowe oraz są bardzo czę-

sto używane w optoelektronice, ograniczenie do niewielkich stałych sprzężeń daje bardzo szerokie

pole zastosowán opracowanej metody.

Przyjrzyjmy się bliżej rysunkowi 3.3, gdzie została przedstawiona funkcja gęstości spektralnej

dla GaAs. Linia ekscytonowa jest bardzo ostra i w pierwszym przybliżeniu w pobliżu maksi-

mum jej przebieg niewiele odbiega od lorentzowskiego kształtu. Widać też drobną asymetrię jaką

wprowadza oddziaływanie z fononami LO. Satelity fononowe obecne w widmie są praktycznie

niewidoczne i dopiero gdy przyjrzymy się wykresowi w skali logarytmicznej (patrz rys. 3.3(b)) to

dostrzeżemy kolejne repliki fononowe. W podanym tutaj przykładzie stała sprzężenia ekscyton-

fonon jest bardzo mała1 dlatego też zarówno przesunięcie jak i poszerzenie funkcji spektralnej nie

są duże. Słabe sprzężenie pozwala na pominięcie kolejnych wyrazów w rozwinięciu kumulanto-

wym. Dodatkowe przyczynki wynikające z uwzględnienia kolejnych kumulantów mają niewielkie

znaczenie i wprowadzają jedynie drobne zmiany ilościowe, nie zmieniając jakościowego charak-

teru zależnósci absorpcji.

Na rysunku 3.4 przedstawiono funkcje gęstości spektralnej dla tego samego materiału (GaAs)

oraz różnych temperatur. Na wykresie 3.4(b) widać monotoniczną zależność współczynnika na-

chylenia krzywych od temperatury. Przy tak małej stałej sprzężenia satelity fononowe widoczne

są jedyne w niskich temperaturach, przy czym w zwykłej skali widoczna jest praktycznie tylko

replika fononowa po dodatniej stronie energii. Wraz ze wzrostem temperatury satelity fononowe

bardzo szybko rozmywają się i znikają.

Kolejny rysunek 3.5 przedstawia zależność współczynnika nachyleniaE0(T ) charakteryzują-

cego szybkósć wykładniczego zaniku krzywej absorpcji poniżej progu absorpcji dla arsenku galu
1przykładowo stała Fröhlicha dla ekscytonu w arsenku galu wynosi mniej niż 0,2.
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Rysunek 3.4: Porównanie nachylenia ogona absorpcji dla różnych temperatur dla arsenku galu
(me=0,067m0, me=0,45m0, ω0=36,8meV,ε0 = 13, 1, ε∞ = 11, 1) w przybliżeniu dwuwymia-
rowym. W rachunkach wykonano dokładne sumowanie po poziomach ekscytonowe. Wykresy
przedstawiają funkcję gęstości spektralnej dla temperaturT = 140, 200, 300, 400, 500K.
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Rysunek 3.5: Porównanie przewidywań teoretycznych (trójkąty na powyższych rysunkach) z do-
świadczeniem (kwadraty) zmiany współczynnika charakterystycznego nachylenia krawędzi Urba-
chaE0(T ) z temperaturą dla GaAs oraz InP w trzech wymiarach. Dane doświadczalne pochodzą
z pracy [49].

zdefiniowanego następującym wzorem

α(ω) = α0 exp

[
−ω0 − ω
E0(T )

]
. (3.7)

Przedstawiona jest tutaj zależność E0(T ) w szerokim zakresie temperatur jednak należy so-

bie zdawác sprawę, że prawidłowe odtworzenie stałej nachylenia ogona absorpcji w wyższych

temperaturach wymaga bardziej skomplikowanych rachunków. W zaprezentowanym w niniejszej

pracy modelu parametry takie jak masy efektywne czy częstość fononów optycznych-podłużnych

przyjmowane są jako niezależne od temperatury. Najprostszą możliwością jest podstawiane eks-

perymentalnych wartósci zmieniających się wraz z temperaturą.

Porównanie zmianE0 z temperaturą przedstawione jest dla dwóch materiałów, arsenku galu

i fosforku indu. Dane odpowiadają objętościowym półprzewodnikom i eksperymentalne wartości

zostały wzięte z pracy [49]. Zauważmy dobrą zgodność wartósci zmierzonych dóswiadczalnie z

wynikami teoretycznymi. Zgodność ta dotyczy obu prezentowanych związków. W parametrach
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użytych do obliczén teoretycznych uwzględniono jedynie zmianę stałej dielektrycznej z tempe-

raturą. Nie wprowadzony został jednak żaden mikroskopowy lub też fenomenologiczny model

modyfikacji innych parametrów, po prostu do obliczeń brane były dane z doświadczén przeprowa-

dzanych w różnych temperaturach. Nie zostały włączone także inne efekty mogące mieć wpływ na

szerokósć linii w wysokich temperaturach (zauważmy, że temperatura na skali poziomej zmienia

się w bardzo szerokim zakresie).

3.4 Rozszerzenie teorii

W przyjętym w niniejszej pracy modelu w przypadku opisu zjawisk zachodzących w studniach

kwantowych ekscyton opisywany jestścísle dwuwymiarowym modelem wodoropodobnym. Jedną

z konsekwencji takiego przybliżenia jest założenie energii kolejnych poziomów ekscytonowych

odpowiadających rozwiązaniu dwuwymiarowemu (dotyczy to przede wszystkim fragmentu wzo-

rów związanego z sumowaniem po wszystkich poziomach ekscytonowych), a co za tym idzie

przyjęcie czterokrotnego obniżenia energii stanu podstawego w porównaniu do przypadku trójwy-

miarowego. Takie posunięcie nie będzie miało wpływu na wyniki otrzymane dla wąskich studni

kwantowych, gdzie stany ekscytonowe bliskie są w dwuwymiarowym. W miarę jak szerokość

studni zwiększa się spodziewamy się stopniowego przybliżania poziomów ekscytonowych aż do

osiągnięcia trójwymiarowego wyniku dla bardzo szerokich studni kwantowych.

Jednym ze stosowanych sposobów powiązania widma ekscytonowego z szerokością studni

jest metoda wariacyjna. Wiadomo jednak, że metoda wariacyjna daje bardzo niedokładne wyniki

w odniesieniu do stanów wzbudzonych, a w naszym przypadku nie wystarczy określenie przybli-

żonej postaci funkcji falowej stanu podstawowego. W celu wykonania sumy po wszystkich stanach

należy znác odpowiednie funkcje falowe wszystkich stanów ekscytonowych. W tym celu należa-

łoby użýc numerycznych technik pozwalających na dokładne rozwiązanie równania ekscytonu bez

zaburzén w układzie z pojedynczą studnią kwantową. Następnie należy dokonać numerycznego

obliczenia i wysumowania funkcji przekrycia kolejnych poziomów ekscytonowych.
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Powyższa procedura może mieć jednak sens dopiero wtedy, gdy w rachunkach będziemy mogli

oprócz lepszego uwzględnienia skończonej szerokósci studni i wpływu tego czynnika na stan eks-

cytonu także wzią́c pod uwagę efekty pasmowe. Właśnie dokładniejsze uwzględnienie struktury

pasmowej powinno miéc większe znaczenie. W związku z tym należałoby poszerzyć istniejący

model o dodatkowe pasma, a w pierwszej kolejności należałoby uwzględnić złożoną strukturę

pasma walencyjnego składającego się w przypadku półprzewodników o strukturze blendy cynko-

wej z podpasm ciężkich i lekkich dziur. Zauważmy, że uwzględnienie skomplikowanej struktury

pasmowej nie wymaga przeformułowania przedstawionej w tej pracy teorii, natomiast wpływa

znacząco na praktyczną stronę zastosowania wyników. Rozszerzenie zaprezentowanego modelu

na wiele pasm ogranicza możliwości praktycznego zastosowania opisanej metody zmuszając do

wykonywania większósci rachunków numerycznie.

Nieco inaczej przedstawia się sytuacja w przypadku układów silnie wzbudzonych. Tutaj wy-

soka koncentracja nośników powoduje zmiany ekscytonowych funkcji falowych i nie dysponu-

jemy żadnymi dokładnymi wzorami analitycznymi opisującymi stany własne nawet w prostym

modelu dwupasmowym. Równanie ekscytonu w takim przypadku musi zostać rozwiązane nume-

rycznie. Z drugiej strony wysoka koncentracja nośników powoduje silne ekranowanie oddziały-

wania coulombowskiego przez co dużo lepiej sprawdza się model niezależnych cząstek.

Zaprezentowaną w niniejszym rozdziale teorię można rozszerzyć także o inne typy oddziały-

wań. Można bez trudu włączyć oddziaływanie z fononami akustycznymi, uwzględnić statyczny

nieporządek itp. Możliwósci poszerzenia zaprezentuję na przykładzie oddziaływania elektron-

elektron odgrywającego bardzo istotną rolę w silnie wzbudzonych układach.

W pierwszym przybliżeniu wszystkie mechanizmy rozpraszania ekscytonów można potrakto-

wać jako niezależne. Wtedy energia własna będzie prostą sumą energii własnych pochodzących

od poszczególnych przyczynków, a w konsekwencji działanieS(t) także będzie sumą działań

poszczególnych składowych. W dalszej części rozprawy przedstawię pewien sposób uwzględ-

nienia wpływu wewnątrzpasmowego oddziaływania elektron-elektron na własności spektralne

ekscytonu. Rachunki te można zastosować także do układu znajdującego się poniżej progu akcji

laserowej. Jest to sposób na opisanie układów, w których wpływ swobodnych nośników zaczyna
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być istotny, jednak wciąż mamy do czynienia ze stanami ekscytonowymi. Metoda ta opiera się na

założeniu, że fluktuacje gęstości ładunku w plazmie elektronowo-dziurowej mogą być opisane za

pomocą tzw. potencjałów fluktuujących w analogii do oddziaływania elektron-fonon [50].
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Rozdział 4

Funkcja wzmocnienia w laserach
półprzewodnikowych — efekty wielociałowe

W odróżnieniu od laserów gazowych na działanie laserów półprzewodnikowych w znacznym

stopniu mają wpływ efekty wielociałowe w plazmie elektronowo-dziurowej w warunkach odwró-

conej populacji [51, 52, 53, 54, 55]. Jedną z wielkości istotnych w fizyce laserów, którą otrzymuje

się w dóswiadczeniach jest krzywa wzmocnienia, czyli zależność współczynnika wzmocnienia

od energii. W poniższym rozdziale przedstawię model teoretyczny pozwalający uzyskać funkcję

kształtu linii wzmocnienia i uwzględniający efekty wielociałowe. Część rachunków związanych

z kształtem linii widmowej oraz rozwinięciem kumulantowym zostanie przeprowadzona w ana-

logii do obliczén przedstawionych w rozdziale 3. Na koniec zamieszczone zostaną przykładowe

wyniki obliczén numerycznych opisujące realny układ.

W laserach półprzewodnikowych mamy do czynienia z sytuacją, w której występuje duża gę-

stósć nósników obydwu typów — elektronów i dziur. Jest to układ w stanie kwazirównowagi

termodynamicznej, który można opisać zakładając istnienie dwóch oddzielnych potencjałów che-

micznych — dla pasma przewodnictwaµc oraz dla pasma walencyjnegoµv. Potencjały chemiczne

związane są z gęstością nósników obu typów. Przybliżenie to równoznaczne jest założeniu, że

każdy z podukładów zdąża osiągnąć lokalnie równowagowy rozkład Fermiego w zakresie wła-

snego pasma. Potwierdziły to już doświadczenia przeprowadzone w latach osiemdziesiątych [56]
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z których wynika, że czas relaksacji związanej z rozpraszaniami wewnątrzpasmowymi jest rzędu

50-100fs.

Jednocząstkowa funkcja energii własnej w takim układzie jest dobrze opisana przy wykorzy-

staniu tzw. przybliżenia GW w najniższym rzędzie rachunku zaburzeń względem ekranowanego

oddziaływaniaW (litera G symbolizuje propagator cząstki w wyrażeniu na energię własną).

Zapewnia to włásciwe odtworzenie kwazicząstkowych energii wzbudzeń w układzie scharakte-

ryzowanym dużą koncentracją nośników [19,57].

Postác funkcji energii własnej dla cząstki w gazie elektronowym w przybliżeniu GW jest ana-

logiczna do tej, która odpowiada oddziaływaniu ekscyton-fonon z rozdziału 3. Wykorzystane to

zostanie do bardziej przejrzystego przedstawienia teorii, bez wchodzenia w szczegóły rachun-

kowe, które wyglądają podobnie do przedstawionych w poprzednich rozdziałach na przykładzie

oddziaływania z fononami optycznymi podłużnymi.

W bieżącym rozdziale przedstawię teorię pozwalającą na uwzględnienie efektów wielocia-

łowych w silnie wzbudzonych układach jakie stanowią lasery półprzewodnikowe. Zacznę od

wprowadzenia związków opisujących ekranowanie oddziaływania między cząstkami. Następnie

wprowadzę funkcję energii własnej dla cząstek we fluktuującym potencjale oraz wyprowadzę

równania na funkcje korelacji. Przybliżone rozwiązanie tych równań pozwoli obliczýc funkcję

wzmocnienia. Porównanie teorii z doświadczeniem zostanie przedstawione na bazie prostego mo-

delu niezależnych cząstek.

4.1 Ekranowane oddziaływanie elektron-dziura

Podstawową różnicą pomiędzy rozważanymi w rozdziale 3 układami a silnie wzbudzonymi

strukturami jest obecność dużej ilósci swobodnych nósników. Powoduje to zwiększenie efektów

związanych z korelacjami elektronowymi. Dużego znaczenia nabierają także efekty ekranowania,

podobnie jak dzieje się to w metalach [58,59,60,61]. Jedną z konsekwencji jest wzrost znaczenia

oddziaływania między cząstkami w tym samym paśmie na widmo w stosunku do interakcji pomię-

dzy cząstkami znajdującymi się w różnych pasmach. W przypadku niskich koncentracji to właśnie
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to drugie oddziaływanie było odpowiedzialne za tworzenie się ekscytonu. Obecnie sytuacja zmie-

nia się i ekranowanie oraz istnienie zakazu Pauliego powodują, że nie tworzą się ekscytony takie,

z jakimi mamy do czynienia w przypadku pustego pasma przewodnictwa [1] [62].

Zacznijmy nasze rozważania od postaci ekranowanego potencjału oddziaływaniaW . W poniż-

szych wzorach symbol R/A będzie charakteryzował odpowiednio funkcje retardowane/adwansowane.

Zgodnie z tymi oznaczeniami ekranowane oddziaływanie coulombowskie ma następującą po-

stác [63]

WR(q, ω) =
(
1− vqχR

0 (q, ω
)−1

vq , (4.1)

gdzieχR0 (q, ω) oznacza nieredukowalną podatność, natomiastvq jest nieekranowanym oddziały-

waniem coulombowskim. Podobne wyrażenie na adwansowaną funkcję ekranowanego oddziały-

wania ma postác

WA(q, ω) = vq
(
(1− χA

0 (q, ω)vq
)−1

. (4.2)

Łącząc oba te związki otrzymuję wyrażenie na funkcję spektralnąWR(q, ω) w następującej

postaci

− 1

π
ImWR(q, ω) = WA(q, ω)

(
− 1

π
ImχR

0 (q, ω)
)
WR(q, ω). (4.3)

Funkcja− 1
π
ImWR(q, ω) reprezentuje gęstość spektralną wzbudzeń typu fluktuacje gęstósci pla-

zmy elektronowo-dziurowej. Widmo takie typowo zawiera część odpowiadającą wzbudzeniom

indywidualnych par elektron-dziura z morza Fermiego oraz silne rezonanse związane z wy-

stępowaniem wzbudzeń kolektywnych typu plazmonowego. Wzbudzenia pierwszego typu dają

przyczynek doImχR(q, ω).

Wykorzystując wzór Lindharda, opisujący ekranowanie w przybliżeniu RPA, otrzymujemy

następujący przyczynek doImχR
0 (q, ω) dla wzbudzén wewnątrzpasmowych

Im χR
0 (q, ω) =

∑
k

fc(εc(k)) [δ(ω − εc(k + q) + εc(k))− δ(−ω − εc(k + q) + εc(k))] +

+
∑
k

fv(εv(k)) [δ(ω − εv(k + q) + εv(k))− δ(−ω − εv(k + q) + εv(k))] , (4.4)
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gdzie funkcjefc i fv oznaczają odpowiednio rozkłady Fermiego-Diraca dla pasma przewodnictwa

i walencyjnego. Należy przy tym zaznaczyć, że istnieje dobrze zdefiniowany obszar na płaszczyź-

nie (q, ω), poza którym nie występują wzbudzenia cząstka-dziura. Poza tym obszarem możemy

mieć do czynienia z innym typem wzbudzeń, a mianowicie dyskretnymi wzbudzeniami plazmo-

nowymi, o dobrze okréslonej relacji dyspersji, które zachodzą wtedy, gdy

Re
(
1− vqχR0 (q, ω)

)
= 0. (4.5)

Wzbudzenia plazmonowe dają następujący przyczynek do spektrumW

− 1

π
ImWR(q, ω) =

δ(ω − ωpl
q )− δ(ω + ωpl

q )∣∣∣∣∂χR
0

∂ω

∣∣∣∣
ω=ωpl

q

, (4.6)

gdzieωpl
q oznacza energię plazmonu o pędzie q (patrz rozdział 4.2). W ten sposób możemy zapisać

rozkład spektralnyImWR(q, ω) jako

− 1

π
ImWR(q, ω) =

∑
ζ

∑
q

V ζ
q (V ζ

−q)
?
[
δ(ω − ωζq )− δ(ω + ωζq )

]
. (4.7)

Indeksζ oznacza różne wzbudzenia o energiach wynoszących odpowiednio

ωζq =

{
εν(k + q)− εν(k) wzbudzenia cząstka-dziura
ωpl
q wzbudzenia plazmonowe.

(4.8)

Mając rozkład spektralny możemy na jego podstawie wprowadzić bozonowe wzbudzenia o do-

kładnie takim rozkładzie i elementach macierzowych oddziaływania zdefiniowanych następująco

[57]

V ζ
q =


WR(q, ωζq )

√
f(εν(k)) wzbudzenia elektron-dziura,∣∣∣∣∣ ∂χR0∂ω

∣∣∣∣
ω=ω

pl
q

∣∣∣∣∣
−1/2

plazmony.
(4.9)

Mają one różną postać dla każdego z przyczynkówζ wchodzących w skład wzbudzeń. Dokład-

niejsze rachunki związane z przybliżeniem bieguna plazmowego wraz z komentarzem znajdują

się sekcji 4.2.
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4.2 Plazmony

Jak wspomniano, jednocząstkowe wzbudzenia gazu elektronowego można dość dokładnie opisác

w ramach tzw. przybliżenia GW1. Jest ono stosowane tam, gdzie mamy do czynienia z ekrano-

waniem długozasięgowego potencjału oddziaływania. Metoda ta polega na stosowaniu rachunku

zaburzén nie tyle względem samego oddziaływania pomiędzy cząstkami, a jego zrenormalizowa-

nej (czyli efektywnej) postaci wynikającej z efektów wielociałowych.

Ekranowanie oddziaływania uwzględnione jest poprzez wprowadzenie funkcji dielektrycznej

w przybliżeniu chaotycznych faz (ang.Random Phase Approximation, w skrócie RPA2). Na

energię własną w przybliżeniu GW składają się dwa czynniki: część Hartree oraz człon wymienny,

w którym oddziaływanie jest ekranowane. W języku diagramów Feynmana można przedstawić to

schematycznie w następujący sposób

+Σ = 

ΣH

iG

-iW

Σ
GW

gdzie Σ oznacza energię własną,ΣH czę́sć Hartree reprezentującą potencjał samouzgodniony.

Drugi diagram odpowiada wyrażeniu na energię własną GW, przy czym typowo wyróżniamy w

nim czę́sć bezdyspersyjnąΣX odpowiedzialną za nieekranowaną wymianę oraz część dyspersyjną

M(ω). Mamy zatemΣGW(ω) = ΣX + M(ω). W powyższych diagramach ekranowane oddzia-

ływanieW oznaczone jest podwójną linią przerywaną, a nieekranowany potencjał - pojedynczą

linią przerywaną Podwójna linia ciągła oznacza propagator cząstkiG. [64].
1Nazwa pochodzi od wyrażenia GW (iloczyn funkcji Greena i ekranowanego oddziaływania) występującego

we wzorach perturbacyjnych zamiast standardowego GV. Stosowana jest także zwyczajowa nazwa „dynamicznie
ekranowane przybliżenia Hartree-Focka.

2 Przybliżenie RPA znane jest także pod nazwą SCF, z ang.Self-Consistent Field Approximation
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Strukturę przedstawionych diagramów cechuje duże podobieństwo do standardowego przybli-

żenia Hartree-Focka, z tym, że podwójne linie odpowiadają teraz ekranowanemu oddziaływaniu.

Okazuje się, że przybliżenie to jest równoważne innej metodzie, zależnemu od czasu przybliże-

niem Hartree-Focka (z ang.Time Dependent Hartree-Fock Approximationlub w skrócie TDHFA).

Ekranowane oddziaływanie, jest obliczone w RPA. Znajdujemy je jako rozwiązanie równania

całkowego, które w języku diagramów Feynmana można przedstawić w następujący sposób:

+= 

VW 

Metoda GW pozwala na wyjście poza przybliżenie Hartree-Focka na energię własną, gdzie

mamy do czynienia z rachunkiem zaburzeń względem nieekranowanego oddziaływania. W przy-

bliżeniu GW jest ono dynamicznie ekranowane. Brak uwzględnienia ekranowania może prowadzić

do niefizycznych wyników, czego przykładem może być zerowa gęstósć stanów na poziomie Fer-

miego [19,65].

Jedne z pierwszych prób uwzględnienia korelacji wychodzące poza przybliżenie Hartree-

Focka miały miejsce już w latach pięćdziesiątych. Przykładem może być praca [66] dotycząca

gazu elektronowego i stanów w pobliżu energii Fermiego. Należy przy tym nadmienić, że nie

mówimy tutaj o silnie skorelowanych układach, gdzie stosowane są zupełnie inne techniki3

Przybliżenie GW pozwala na obliczenie z dużą dokładnością poprawki do przerwy energe-

tycznej w rachunkach pasmowych prowadzonych metodą funkcjonału gęstości [19].
3Układy silnie skorelowane zwykle charakteryzują się tym, że stanu własnego układu z oddziaływaniem nie daje

się uzyskác metodami perturbacyjnymi ze stanu bez oddziaływania.
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Stosując metodę sum Matsubary po częstościach energię własną dla pojedynczej cząstki

w skończonej temperaturze w przybliżeniu GW możemy zapisać w następującej postaci

Σ(p, ipn) = − 1

β

∑
iωm

∫
dqW (q, iωn)G(0)(p + q, ipn + iωn), (4.10)

gdzieW (q, iωn) jest ekranowanym oddziaływaniem coulombowskim, natomiastG jest funkcją

Greena pary elektron-dziura [67].

4.3 Przybliżenie bieguna plazmowego

Zwykle widmo wzbudzén kolektywnych gazu elektronowego zdominowane jest przez jedno dys-

kretne wzbudzenie typu plazmonowego [58]. Plazmon jest w ośrodku jednorodnym wzbudzeniem

typu fali płaskiej o częstósci drgán związanej z wektorem falowymq relacją dyspersjiωq. Widmo

ciągłe polegające na wzburzeniach typu cząstka-dziura w pobliżu powierzchni Fermiego zwy-

kle wnosi mały wkład do pełnej gęstości spektralnej oscylacji gęstości. Wygodnie jest założýc

w pierwszym przybliżeniu, że cały efekt ekranowania związany jest z plazmonami. Metoda ta nosi

nazwę przybliżenia bieguna plazmowego i sprowadza się do założenia, że zależność od częstósci

funkcji dielektrycznejεPPA(q, iω) jest w pełni okréslona przez pojedynczy biegun w płaszczyźnie

zespolonych częstości i może zostác zapisana w postaci

1

εPPA(q, iω)
=

1

ε0

[
1 +

ω2
pl

(ω + iδ)2 − ω2
q

]
, (4.11)

W wyniku zastosowania przybliżenia bieguna plazmowego otrzymujemy bardzo prostą zależ-

nósć odwrotnósci funkcji dielektrycznej od częstości i wektora falowego. Przybliżenie bieguna

plazmowego w realnym przypadku sprowadza się zwykle do policzenia funkcji dielektrycznej

w przybliżeniu RPA oraz rozwinięcie jej w granicyq → 0 przy skónczonej wartósci ω. Otrzy-

mujemy w ten sposób plazmonową relację dyspersjiωq, częstósć plazmonowąωpl oraz stałą

ekranowania statycznegoκ stojąca przy dominującym wyrazie w dyspersji. W trzech wymiarach

48



ROZDZIAŁ 4. FUNKCJA WZMOCNIENIA W LASERACH PÓŁPRZEWODNIKOWYCH —
EFEKTY WIELOCIAŁOWE

przybliżenie bieguna plazmowego będzie miało postać

ω2
q = ω2

pl

(
1 +

q2

κ2

)
+

(
q2

2me

)2

, (4.12)

ω2
pl = ne

√mH +
√
mL√

m3
H +

√
m3
L

+
1

me

 4πe2

ε∞
, κ =

4πe2

ε∞

(
∂n

∂µe
+

∂n

∂µh

)
. (4.13)

We wzorze na częstość plazmonową uwzględnione zostało w sposób efektywny istnienie dwóch

podpasm walencyjnych (lekkich i ciężkich dziur —mL,mH) w strukturze blendy cynkowej. Jest

to jeden z kilku sposobów prostego wprowadzenia do rachunków konsekwencji istnienia bardziej

złożonej struktury pasma walencyjnego.

Główną konsekwencją redukcji wymiaru układu jest zmiana relacji dyspersji plazmonowej

ωq. W dwóch wymiarach zmienia się mapa wzbudzeń plazmonowych w stosunku do przypadku

trójwymiarowego [61]
1

εPPA(q, iω)
=

1

ε0

[
1 +

ω2
pl

(ω + iδ)2 − ω2
q

]
, (4.14)

gdzie jedyną różnicą w stosunku do wzoru (4.11) jest to, że wektor falowyq jest dwuwymia-

rowy q = (qx, qy). Odpowiednie wzory okréslające przybliżenie bieguna plazmowego w dwóch

wymiarach mają postać

ω2
q =

2πne2

ε0m
q
(

1 +
q

κ

)
+

(
q2

2me

)2

,

ω2
pl(q) =

2πne2q

ε0m
,

κ =
2πe2

ε0

(
∂n

∂µe
+

∂n

∂µh

)
.

(4.15)

Na podstawie wzorów określających PPA w trzech i dwóch wymiarach bez trudu możemy

znaleź́c funkcje definiujące efektywne sprzężenie (patrz wzór (4.9)). Przyjmując przybliżenie
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bieguna plazmowego otrzymujemy następujące wyrażenie na element macierzowy efektywnego

oddziaływania

Vq =

√√√√2πe2ω2
pl

ε∞ωq

1

q
. (4.16)

Podstawową różnicą jaka zachodzi pomiędzy odpowiednimi wzorami na energię własną dla od-

działywania z fononami LO i plazmonami jest pojawienie się zależności odq w relacji dyspersji

oraz inna postác efektywnego oddziaływania. Podobieństwo na tym poziomie pozwala nam prze-

prowadzíc analizę wzorując się na dobrze znanych przykładach z rozdziału 3.

Koncentracja nósników pojawia się w powyższym wzorze w kilku miejscach, jednak główna

zależnósć, która będzie miała największy wpływ na kształt funkcji energii własnej, występuje

w amplitudzie oddziaływania. Istotne jest tutaj także to, że amplituda maleje dla bardzo dużych

wartósci wektoraq wprowadzając naturalne wysokoenergetyczne obcięcie.

W przypadku wzbudzén plazmonowych przybliżenie bieguna plazmowego pogarsza się wraz

ze wzrostemq. Wynika to z natury tego przybliżenia. Jeśli popatrzymy na mapę wzbudzeń wy-

krésloną w płaszczyźnie(q, ω) — patrz rys. 4.1, to dla małych wartości wektora falowego mamy

do czynienia z ostrą linią plazmonową (w zerowej temperaturze jest to delta Diraca pokrywa-

jąca się relacją dyspersji plazmonów), która dla większych wartości przechodzi płynnie w obszar

wzbudzén cząstka-dziura o rozciągłym charakterze. W drugim z tych obszarów nie mamy już do

czynienia zéscísle okrésloną jedną częstością odpowiadającą każdej wartości wektora falowego,

a całym obszarem wzbudzeń o różnym natężeniu i intensywności. Przybliżenie bieguna plazmo-

wego traktuje cały ten obszar jako jednośrednie wzbudzenie o dokładnie zdefiniowanej częstości

plazmonowej. Jednak w naszym przypadku dla dużych wartości q amplituda oddziaływania ma-

leje, a co za tym idzie wpływ tego obszaru potraktowanego w bardzo przybliżony sposób, jest

niewielki. Rozważania te dotyczą zarówno przypadku trójwymiarowego jak i dwuwymiarowego.

Nieco inaczej wygląda mapa wzbudzeń plazmonowych w dwóch wymiarach. Podstawową róż-

nicę stanowi zachowanie się bieguna plazmowego, wyznaczającego jednocześnie relację dyspersji
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Rysunek 4.1: Typowa mapa wzbudzeń plazmonowych w trzech wymiarach. Kolorem szarym
oznaczony jest obszar wzbudzeń cząstka dziura. Oddzielna linia to kwazicząstkowe wzbudzenia
bieguna plazmowego

dla plazmonów. W trójwymiarowym półprzewodniku o dużej koncentracji swobodnych nośni-

ków zależnósć energii plazmonu od wektora falowego wyraża się przez funkcję kwadratową, przy

czym dlaq = 0 mamy niezerową energię wzbudzeń. W zerowej temperaturze mamy do czynienia

z ostrą linią, która dlaT 6= 0 zostaje poszerzona, zanikając wykładniczo wraz z oddalaniem się

od maksimum. Tymczasem w dwoch wymiarach zmierza ona do zera wraz z malejącymi war-

tościamiq, a następnie rósnie zachowując się w przybliżeniu jak funkcjax →
√
x przechodząc

dla bardzo dużych wartości q w zależnósć kwadratową i pokrywając się z obszarem wzbudzeń

wewnątrzpasmowych, cząstka-dziura. W związku z tym w obu przypadkach mamy do czynienia

z kwazicząstkami o zupełnie różnym charakterze, a to wpływa na zachowanie się funkcji energii

własnej.

4.4 Jednocząstkowa energia własna

Przed przej́sciem do dalszych rachunków postać funkcji energii własnej zostanie zilustrowana na

przykładzie jednocząstkowym dla pasma przewodnictwa. W funkcji energii własnej dla pojedyn-
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Rysunek 4.2: Typowa mapa wzbudzeń plazmonowych w dwóch wymiarach. Kolorem szarym
oznaczony jest obszar wzbudzeń cząstka dziura. Oddzielna linia to kwazicząstkowe wzbudzenia
bieguna plazmowego

czej cząstki możemy wyróżnić dwie czę́sci

Σ(q, ω) = ΣHF(q) +M(q, ω), (4.17)

gdzie ΣHF(q) = ΣH(q) + ΣX(q) jest lokalnym przyczynkiem odpowiadającym przybliżeniu

Hartree-Focka. Część dyspersyjnaM(q, ω) jest transformatą Fouriera składowej energii własnej

nielokalnej w czasie. Wyrażenie na część urojonąM(q, ω) przyjmuje postác

− 1

π
ImM(q, ω) = − 1

π
ImΣ(q, ω) =

=
∑
ζ

∑
q

V ζ
q (V ζ

q )∗
[(

1− fc(εc(k + q)) +N(ωζq )
)
δ(ω − ωζq − εc(k + q))

+
(
fc(εc(k + q) +N(ωζq ))

)
δ(ω + ωζq − εc(k + q))

]
, (4.18)

gdzieNq(ω
ζ
q ) jest funkcją obsadzeń Bosego-Einsteina. Widać duże podobiénstwo powyższego

wzoru do analogicznego wyrażenia naImΣ w przypadku sprzężenia ekscyton-fonon (wzór (A.9)).

Główne różnice polegają na zastąpieniu oddziaływania odpowiednimi potencjałamiV ζ
q zdefi-

niowanymi w równaniu (4.9) oraz pojawieniu się zależności dyspersyjnejωζq dla wzbudzén ζ.
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Wyprowadzenie wzoru (4.18) przebiega analogicznie do odpowiednich wzorów naImΣ(q, ω) dla-

tego w niniejszym rozdziale pominę szczegóły rachunkowe związane z (4.18). Ta analogia będzie

wykorzystana w dalszych rozważaniach dla par elektron-dziura.

4.5 Równania na funkcje korelacji

W przypadku laserów półprzewodnikowych celem poniższych rachunków będzie otrzymanie

funkcji wzmocnienia. Zależnósć tę można uzyskác obliczając emisję spontaniczną daną przez

transformatę Fouriera zależnej od czasu funkcji korelacji

iG<
k1k2k′1k′2

(t) =
〈
a†ck′1

(0)avk′2
(0)a†vk′2

(t)ack1
(t)
〉
. (4.19)

< . . . > oznaczásrednią termodynamiczną względem kwazirównowagowego stanu przy obecno-

ści obu rodzajów nósników. Funkcja ta związana jest z emisją spontaniczną. Transformata Fouriera

propagatora zdefiniowanego wzorem (4.19) jest bezpośrednio związana z funkcją wzmocnienia.

Sprzężenie pary elektron-dziura z zewnętrznym polem elektromagnetycznym o polaryzacjiσ jest

wprost proporcjonalne do elementu macierzowego

Pσ,k1k2 = 〈ν = c,k1|p̂σ|ν = v,k2〉 , (4.20)

natomiast funkcja wzmocnienia wyraża się wzorem

α(ω) =
2π

cnrωV
(
1− eβ(ω−µx)

) 〈
Pσ|iĜ<(ω)|Pσ

〉
, (4.21)

gdzieµx jest potencjałem chemicznym dla międzypasmowych wzbudzeń elektron-dziura(µx =

µc − µv), Ĝ<(ω) oznacza transformatę Fouriera funkcjiĜ<(t), nr to współczynnik odbicia,V

objętósć układu ac prędkósć światła. Wprowadzono też oznaczenie dla iloczynu skalarnego w

przestrzeni dwucząstkowej elektronu i dziury

〈P |P ′〉 =
∑
k1k2

P ?
σ,k1k2

Pσ,k1k2
(4.22)
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Podobnie jak w przypadku fononów wprowadzę funkcję Greena na urojonym konturze czaso-

wym τ = it, 0 ≤ τ < β

Gk′1k′2k1k2
(τ) =

〈
a†ck′1

(−iτ)avk′2(−iτ)a†vk2
(0)ack1(0)

〉
, (4.23)

Powyższą funkcję korelacji można przedstawić jako całkę funkcjonalną względem fluktuacji

potencjału w reprezentacji stanów koherentnych (patrz rozdział 2)

G(τ) =
1

Z

∫
D[b∗q(τ ′)bq(τ ′)] eSbos[b

∗
q(τ)bq(τ);τ ′] g

(
[b∗q(τ ′)bq(τ ′)]; τ

)
. (4.24)

Tak samo jak w rozdziale 2 możemy wprowadzić funkcję korelacjig(τ) reprezentującą wybraną

realizację klasycznych fluktuacji plazmy reprezentowaną przez amplitudybq(τ),b?q(τ). Dana jest

ona wzorem

gk′1k′2k1k2
(τ) =

〈
a†ck′1

(−iτ)avk′2(−iτ)a†vk2
(0)ack1(0)

〉
el
, (4.25)

gdzie〈. . .〉el oznaczásrednią termodynamiczną względem zmiennych elektronowych. Efektywne

działanie zostanie policzone przy założeniu gaussowskiego rozkładu fluktuacji. Dodatkowo nakła-

damy periodyczne warunki brzegowe na amplitudy

bq(β) = bq(0) oraz b?q(β) = b?q(0). (4.26)

Oddziaływanie pomiędzy parami elektron-dziura oraz efektywnymi bozonami typuζ opisy-

wane jest przez hamiltonian postaci

∑
k

∑
q

(
a†ck+qack − a

†
vk+qavk

) (
V ζ
q b

ζ
q + (V ζ

−q)
∗(bζ−q)∗

)
. (4.27)

Postác tego oddziaływania w przypadku plazmonów zdeterminowana jest wzorami (4.9) natomiast

w przypadku fononów optycznych podłużnych przyjmę fröhlichowski potencjał

Vq = −i
√

2πω0e2

V

(
1

ε∞
− 1

ε0

)
1

q
. (4.28)
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Stosując przybliżenie Hartree-Focka dla par elektron-dziura otrzymujemy równanie postaci

∂

∂τ
gk′1k′2k1k2

(τ) = (εc(k
′
1)− εv(k′2)) gk′1k′2k1k2

(τ)

+
∑
k,q

Uq

[〈
a†vk(−iτ)avk′2

(−iτ)
〉

el
gk′1+q k+q k1 k2

(τ)

−
〈
a†ck′1

(−iτ)ack(−iτ)
〉

el
gk+q k′2+q k1 k2

(τ)
]

(4.29)

+
∑
ζ

∑
q

(V ζ
q b

ζ
q + (V ζ

−q)
∗(bζ−q)∗)

[
gk′1+q k′2 k1 k2

(τ)− gk′1,k
′
2−q k1 k2

(τ)
]
,

gdzieUq oznacza międzypasmowe statyczne oddziaływanie elektron-dziura. W powyższym rów-

naniu jest ono modyfikowane przez jednocząstkoweśrednie
〈
a†vk(−iτ)avk′2(−iτ)

〉
el

oraz
〈
a†ck′1

(−iτ)ack(−iτ)
〉

el
.

Czę́sć dynamiczna oddziaływania coulombowskiego manifestuje się poprzez fluktuujące poten-

cjały pól bozonowych w ostatnim wyrazie wzoru (4.29). Przybliżmyśrednie termodynamiczne

stojące przyUq przez kwazicząstkowe rozkłady Fermiego-Diraca

〈
a†vk(−iτ)avk′2(−iτ)

〉
el

= δkk′2fv (εv(k)) (4.30)

dla pasma walencyjnego oraz

〈
a†ck′1

(−iτ)ack(−iτ)
〉

el
= δkk′1fc (εc(k)) , (4.31)

dla pasma przewodnictwa.

Równanie (4.29) możemy zapisać schematycznie w następujący sposób

∂

∂τ
g(τ) =

[
Ĥ0 + V̂ (τ)

]
g(τ) (4.32)

W powyższym wzorzeH0 oznacza czę́sć elektron-dziura z międzypasmowym oddziaływaniem

Uq, składa się ona z dwóch części

Ĥ0 = T̂ − F̂ · Û , (4.33)

T̂ — operatora energii kinetycznej oraz statycznego międzypasmowego oddziaływaniaÛ mno-

żonego przez czynnik̂F odpowiadający jednocząstkowym funkcjom obsadzeń. W czę́sci tej
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manifestuje się zakaz Pauliego, który powoduje obsadzanie coraz to wyższych poziomów jed-

nocząstkowych przez elektrony i dziury. Skutkiem pojawienia się operatoraF̂ operatorH0 nie

jest hermitowski. Ponadto operator ten posiada dla każdej wartości własnej lewostronne i prawo-

stronne wektory własne (patrz np. [68]).

OperatorV̂ reprezentuje potencjał oddziaływania z zależnym od czasu polem bozonowym

i w dalszych rachunkach będzie traktowany jako zaburzenie. Z punktu widzenia rachunku zabu-

rzén stosując powyższe przybliżenia traktujemy międzypasmowe wzbudzenia elektron-dziura jako

dominujący efekt mający wpływ na optyczne własności układu. Dynamiczne ekranowanie zwią-

zane z efektami wewnątrzpasmowymi oraz oddziaływanie z fononami traktowane jest tutaj jako

zaburzenie. Prowadzi to do formalnego wzoru nag(τ) (zdefiniowanej przez (4.25)),

g(τ) = eĤ0τ T exp

 τ∫
0

e−Ĥ0τ ′V̂ (τ ′)eĤ0τ ′dτ ′

 g(0). (4.34)

Rozwijając powyższy wzór do drugiego rzędu rozwinięcia kumulantowego otrzymujemy następu-

jące wyrażenie

G(τ) = eĤ0τ exp

 τ∫
0

dτ1

τ1∫
0

dτ2 e
−Ĥ0τ1

〈
V̂ (τ1)eĤ0(τ1−τ2)V̂ (τ2)

〉
bos
eĤ0τ2

G(0), (4.35)

gdzieG(τ) jest funkcjąg(τ) uśrednioną po zmiennych bozonowych.

Oznaczmy przez|n〉 oraz 〈ñ| odpowiednio prawostronne oraz lewostronne wektory własne

odpowiadające wartościom własnymEn

Ĥ0 |n〉 = En |n〉 (4.36)

〈ñ| Ĥ0 = 〈ñ|En. (4.37)

Stanów tych możemy użyć do policzenia funkcji wykładniczej. Używając reprezentacji jedynki

złożonej ze stanów|n〉 , 〈ñ| oraz uwzględniając, żésrednia po zmiennych bozonowych prowadzi
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do pojawienia się kombinacji bozonowych funkcji obsadzeń otrzymujemy

〈(
bq(τ) + b∗−q(τ)

) (
b−q′(0) + b∗q′(0)

)〉
bos

= δqq′

[
(N(ωq) + 1)e−ωqτ +N(ωq)eωqτ

]
(4.38)

Dokonując przedłużenia analitycznego od urojonych czasówt = −iτ do czasów rzeczywistych

w wykładniku funkcji korelacji 4.35 odnajdujemy analogiczne wyrażenie na funkcję działania do

przypadku oddziaływania ekscyton-fonon omawianego w rozdziale 3 (wzór (2.42))

Sn(t) =

∞∫
−∞

M<
n (ω + En)

(
e−iωt + iωt− 1

ω2

)
dω, (4.39)

gdzie

M<
n (ω) =

∑
ζ

∑
n′

∑
q

〈
ñ|V ζ

q |n′
〉 〈
ñ′|(V ζ

−q)∗|n
〉 1

〈ñ′|n′〉

[(
N(ωζq) + 1

)
δ(ω + ωζq − En′) +N(ωζq)δ(ω − ωζq − En′)

]
. (4.40)

Należy zaznaczýc, że funkcjaM<
n , nie jest w obecnym sformułowaniu dokładnie równa urojonej

czę́sci retardowanej energii własnej ekscytonu. Wynika to stąd, że rozważana jest gęstość spek-

tralna dla emisji, a nie absorpcji. Wzór (4.35) przyjmuje w związku z tym następującą postać

iG<
k1k2k′1k′2

(t) =
∑
n

e−iEnteSn(t) 1

〈ñ|n〉
∑

k′′1 k′′2

〈k′1k′2|n〉 〈ñ|k′′1k′′2〉 iG<
k1k2k′′1 k′′2

(0). (4.41)

Czasowa funkcja korelacji posiada w tym przypadku bardzo ciekawą strukturę. Odnajdujemy

w niej sumę po poziomachn, reprezentowanych przez funkcję oscylującą z odpowiednią często-

ścią związaną z niezaburzonym spektrum oraz dla każdego z tych poziomów mamy oddzielny

czynnik modyfikujący związany z fazą drgań. Oprócz tego każda z tych linii posiada swój „wa-

runek początkowy” wyrażający się poprzez przekrywanie się każdego poziomun ze wszystkimi

funkcjami korelacji w czasiet = 0.
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W celu wyznaczenia warunku początkowegoiG<
k1k2k′1k′2

(0) rozważmy pomocniczą wielkość

F zdefiniowaną następującym wzorem

F = iG<(β)− iG<(0) =
〈(
T e
∫ β

0
(Ĥ0+V̂ (τ))dτ − 1

)
g(0)

〉
bos

. (4.42)

Elementy macierzowe operatoraF wynoszą

Fk′1k′2k1k2
= δk1k′1

〈
a†vk2

avk′2

〉
− δk2k′2

〈
a†ck′1

ack1

〉
. (4.43)

Po prawej stronie równania (4.42) mamyśrednią termodynamiczną po zmiennych bozonowych.

Przybliżmy ją, zaniedbując korelacje wyższych rzędów następującym wyrażeniem

〈(
T e
∫ β

0
(Ĥ0+V̂ (τ))dτ − 1

)
g(0)

〉
bos

=
〈
T e
∫ β

0
(Ĥ0+V̂ (τ))dτ − 1

〉
bos
〈g(0)〉bos (4.44)

i zdefiniujmy efektywny hamiltonian ekscytonowy w następujący sposób

eβĤeff =
〈
T e
∫ β

0
(Ĥ0+V̂ (τ))dτ

〉
bos
. (4.45)

Korzystając z tych definicji możemy zapisać przybliżony wzór naG(0)

G(0) =
(
eβĤeff − 1

)−1
F . (4.46)

Następnie zdefiniujmy funkcję kształtu linii

Ln(ω) = Re

 +∞∫
0

eSn(t)eiωtdt

 . (4.47)

oraz czynnik związany z warunkiem początkowym

Bn =
〈
ñ

∣∣∣∣(eβĤeff − 1
)−1
F
∣∣∣∣ ñ〉 . (4.48)

Dla nieoddziałujących cząstekBn = nc(k)(1 − nv(k)), gdzienc(k) i nv(k) oznaczają funkcje

obsadzén Fermiego-Diraca.
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Wzór na liniowy czynnik wzmocnienia wyrażony przez powyższe funkcje (patrz równania

(4.21), (4.41)) ma wobec tego postać

α(ω) =
2π

cnrωV
(
1− eβ(ω−µx)

)∑
n

|〈Pσ|n〉|2 BnLn(ω − En). (4.49)

Wyrażenie|〈Pσ|n〉|2 odpowiada elementowi macierzowemu przejścia optycznego związanego

z rekombinacją odpowiadającą polaryzacjiσ dla stanu własnego|n〉 hamiltonianu ekscytonowego

H0.Bn spełnia rolę warunku początkowego i zawiera w sobie funkcję rozkładu par elektron-dziura

przed zaj́sciem rekombinacji. Ostatni czynnikLn(ω) to funkcja kształtu linii odpowiadającej

stanowi|n〉. Trzeba zauważýc, że suma występująca po prawej stronie jest jawnie dodatnia. Nato-

miast czynnik
(
1− eβ(ω−µx)

)
gwarantuje, że tzw.cross-over, czyli punkt, w którym współczynnik

wzmocnienia zmienia znak na ujemny wypada dokładnie w potencjale chemicznym ekscytonu,

czyli dla energii wynoszącej(µc − µv). Zauważmy, że stosując powyższy wzór otrzymujemy wy-

nik samozgodny względem potencjału chemicznegoµx. Wartósć µx determinuje zmianę znaku

w funkcji wzmocnienia dokładnie w tym samym punkcie, który wynika z postaci operatoraH0.

W ten sposób unikamy dodatkowego problemu na jaki natknęlibyśmy się w okolicy punktu zmiany

znaku funkcji wzmocnienia. Wszelkie drobne niedokładności obliczenia wartósciµx powodowa-

łyby błędny opisα(ω) w otoczeniuµx, gdzie funkcja zmienia znak.

Zwróćmy jeszcze uwagę na wynik określający kształt linii widmowejLn(ω). Każda linia cha-

rakteryzuje się odmienną zależnością funkcyjną i dla każdego poziomu powinniśmy przeprowa-

dzić oddzielne rachunki w oparciu o rozwinięcie kumulantowe. Jednak z przyczyn praktycznych

taka procedura prowadzi do sporych komplikacji rachunkowych nie wpływając zbytnio na koń-

cowy wynik. Zakładamy, że najistostniejsza jestL0(ω) związana ze stanem podstawowym pary

elektron-dziura. Dlatego też wzór (4.49) naα(ω) można zapisác w następującej postaci.

α(ω) =
2π

cnrωV
(
1− eβ(ω−µx)

)∑
n

|〈Pσ|n〉|2 BnL0(ω − En). (4.50)

Dalszą analizę powyższego wzoru można przeprowadzić na podstawie porównania z konkretnymi

danymi dóswiadczalnymi.
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4.6 Porównanie z danymi dóswiadczalnymi

Do dalszych rachunków przyjmijmy używany już wcześniej w niniejszej rozprawie model dwu-

pasmowy. Stany|n〉 opisywały będą ekscyton o pędzie związanym z ruchemśrodka masyP oraz

stanie wewnętrznymλ. Energia ekscytonu opisywana będzie wobec powyższego wzorem

ελ(P) = ελ +
P 2

2M
, (4.51)

gdzieM oznacza sumę mas elektronu i dziury.

W przej́sciach optycznych dominujące będą procesy dla których zmiana pędu całkowitego

obu cząstek będzie pomijalnie mała, dlatego też skupię się na ekscytonie w stanie|λ0,P = 0〉.

Wykonując rachunki analogiczne do przeprowadzonych w dodatku A,B otrzymujemy następujący

wzór naM<
λ0

(ω)

M<
λ0

(ω) =
∑
λζq

V ζ
q (V ζ

q )∗
[
(1 +N(ωζq ))δ(ω + ωζq − ελ(q)) +N(ωζq )δ(ω − ωζq − ελ(q))

]
×

×

〈
λ̃0 |e−iq·re − eiq·rh|λ

〉 〈
λ̃ |eiq·re − e−iq·rh|λ0

〉
〈
λ̃|λ

〉 .

(4.52)

Stany |λ〉 wraz z odpowiadającymi im energiamiελ stanowią rozwiązanie problemu wła-

snego (4.37), (4.36). W przypadku niskich koncentracji mogą one być reprezentowane przez

wodoropodobne funkcje falowe. Przybliżenie takie nie może zostać zastosowane do laserów pół-

przewodnikowych. W silnie wzbudzonych układach, gdzie ekranowanie jest bardzo silne w pierw-

szym przybliżeniu możemy zaniedbać międzypasmowe oddziaływanie coulombowskieUq (wzór

(4.29)), które ma mniejsze znaczenie w porównaniu z energią kinetyczną co wynika z obsadzania

coraz wyższych stanów w obu pasmach.

W takim przypadku para elektron-dziura scharakteryzowane są przez pęd względnyp oraz

pędśrodka masyP. Przyjmującλ = p oraz oznaczając masę zredukowaną pary cząstek elektron-
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dziura symbolemµ mamy

ελ(P) =
p2

2µ
+
P 2

2M
. (4.53)

Układem referencyjnym będzie laser oparty na heterostrukturze zbudowany na bazie In0.727Ga0.273As0.58P0.42/InP.

W dóswiadczeniu mierzono spontaniczną emisję i rekombinacja w temperaturze pokojowej [8,69].

Zauważmy, że w przypadku zaniedbania korelacji pomiędzy elektronem w paśmie przewod-

nictwa i dziurą w pásmie walencyjnym funkcja działaniaS(t) rozpada się na dwie niezależne

czę́sci z których jedna opisuje wzbudzenia elektronowe a druga dziurowe. Każdą z tych części

można policzýc oddzielnie. Element macierzowy przejścia pomiędzy stanami o różnychp ma

postác 〈
p0

∣∣∣e−iqre − eiqrh
∣∣∣p〉 = V

(
δp−p0,qmh/M − δp0−p,qme/M

)
. (4.54)

M< rozpada się w ten sposób na dwie niezależne części, elektronową i dziurową

M<
p0

(ω) = M e,<
p0

(ω) +Mh,<
p0

(ω). (4.55)

M i,<
p0

, gdziei = e, h dane jest następującym wzorem

M i,<
p0

(ω) = −
∑
ζ

 γ2
ζ

2π

N(ωζq−)∣∣∣∣ q2
−
mi

+ (ωζq )′(q−)
∣∣∣∣ +

γ2
ζ

2π

1 +N(ωζq+)∣∣∣∣ q2
+

mi
+ (ωζq )′(q+)

∣∣∣∣
 , (4.56)

gdzieγζ oznacza czynnik sprzężenia różny dla plazmonów i fononów

γ2
ζ =


2π

ω2
pl

ε∞ωq
plazmony,

2πω0

(
1
ε∞
− 1

ε0

)
fonony.

(4.57)

(ωζ)′q oznacza pochodną relacji dyspersji po wektorze falowym, natomiastq± stanowią dodatnie

rozwiązanie równania

ω ± ωζq −
q2

2me

= 0 (4.58)
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Rysunek 4.3: ZależnośćM<(ω) dla heterozłącza zbudowanego na bazie In.727Ga.273As.58P.42/InP
przy koncentracji wynoszącej1, 8 · 1018cm−3.

Otrzymana w wyniku tych obliczén funkcjaM< przedstawiona jest na rysunku 4.3.

Na wykresie zauważamy silne maksima związane z oddziaływaniem z plazmonami oraz fo-

nonami optycznymi podłużnymi. Zewnętrzne maksima pochodzą od wzbudzeń plazmonowych,

natomiast zásrodkowe odpowiedzialne są fonony. Istotnym faktem jest brak wpływu plazmonów

na poszerzenie linii widmowej (przypomnijmy, że szerokość linii widmowej zdeterminowana jest

przez wartósć M< w ω = 0, patrz rozdział 3). Maksima plazmonowe wypadają w energiach

odpowiadających energiom wzbudzeń fononowych oraz plazmonowych. Linie są bardzo ostre, a

ich natężenie zdeterminowane jest przez czynniki obsadzeniowe. W realnych materiałach należy

spodziewác się mniej ostrych zależności co spowodowane jest rozmyciem poziomów występują-

cym w rzeczywistósci. W pracy tej nie jest stosowany żaden dodatkowy czynnik wpływający na

wygładzenie maksimów.

Rysunek 4.4 przedstawia kształt linii widmowej odpowiadającyM< z rysunku 4.3. Dla po-

równania została na nim umieszczona funkcja Lorentza przybliżająca główne maksimum kwa-
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Rysunek 4.4: Kształt linii ekscytonowej dla odpowiadający funkcji energii własnej z rysunku 4.3

zicząstkowe. Linia wykazuje asymetrię oraz wykładniczy zanik, co zgodne jest obserwacjami

dóswiadczalnymi.

Lorentzowski kształt, pomimo, że dobrze odtwarza główną linię, nie może zostać użyty w do-

kładnych rachunkach. Funkcję tą charakteryzuje potęgowy zanik, co powoduje duże zwiększenie

gęstósci spektralnej z dala od maksimum. Użycie funkcji Lorentza jako kształtu liniiL0(ω) we

wzorze (4.49) powoduje, że suma wkładów od odległych linii modyfikuje jakościowo kształt za-

leżnósci funkcji wzmocnienia od energii. Dlatego w publikowanych pracach bardzo często stosuje

się różne fenomenologiczne funkcje zapewniające wykładniczy zanik gęstości spektralnej. Przy-

kładem takiego podstawienia jest odwrotność cosinusa hiperbolicznego.

Tak obliczonej funkcji kształtu linii można użyć do wyznaczenia zależności współczynnika

wzmocnienia od energii. Na rysunku 4.5 przedstawione jest porównanie otrzymanych teoretycznie

wyników z krzywymi wyznaczanymi eksperymentalnie. W doświadczeniu mierzony jest tzw. mo-

dalny współczynnik wzmocnienia, który różni się od tego, co wyznacza się w teorii. Dlatego skale

pionowe na osiach rysunków 4.5 różnią się między sobą. Relacja pomiędzy współczynnikiem
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(b) Dane dóswiadczalne pochodzące z pracy [49]

Rysunek 4.5: Porównanie współczynnika wzmocnienia lasera dla układu opartego na heterostruk-
turze In0.727Ga0.273As0.58P0.42/InP. Pomiary dokonane zostały w temperaturze pokojowej.

wzmocnienia, a modalnym współczynnikiem wzmocnienia związana jest z objętością obszaru

czynnego optycznie. Zależność pomiędzy obydwoma współczynnikami zależy istotnie od szcze-

gółów związanych ze specyfiką danego eksperymentu.

Z zamieszczonych tutaj rysunków wyraźnie widać, że zaproponowana w niniejszej pracy teoria

zarówno jakósciowo jak i ilósciowo odtwarza dane uzyskane w eksperymencie. Model odtwarza

także punkt, w którym funkcja wzmocnienia zmienia swój znak (z ang.cross-over). Pewne różnice

można dostrzec w zaniku funkcji wzmocnienia. Zauważmy, że mierzona w doświadczeniu funkcja

zanika znacznie szybciej niż przewiduje to teoria. Może być kilka przyczyn, które wpływają na

otrzymane niéscisłósci. Podstawowym powodem jest przyjęcie modelu nieskorelowanych cząstek

elektron-dziura, co prowadzi do zwiększenia efektów fononowych i plazmonowych. Wprowadze-

nie czynników uwzględniających te korelacje mogłoby doprowadzić do znoszenia się składowych

w wzorze na energię własną (elektron i dziura mają przeciwne znaki i w przypadku efektów elek-

trostatycznych możemy spodziewać się ich osłabienia, czego klasycznym analogonem jest dipol
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Rysunek 4.6: Obszar niskoenergetyczny krzywych wzmocnienia z rysunku 4.5 w skali logaryt-
micznej

elektryczny). Prowadzi to do pojawienia się dodatkowego wyrazu mieszanego we wzorze (4.56).

Rachunki takie są możliwe do wykonania, mieszczą się one w ramach przedstawionej procedury,

prowadzą jednak do komplikacji natury technicznej.

Kolejny rysunek 4.6 przedstawia zależność krzywej wzmocnienia od energii w obszarze nisko-

energetycznym w skali logarytmicznej. Widać wyraźny wykładniczy zanik funkcji wzmocnienia,

co jakósciowo dobrze odtwarza dane doświadczalne.

W porównaniu z fenomenologicznymi modelami poszerzenia, które zakładają lorentzowski

kształt linii przedstawione tutaj rachunki znacznie lepiej przybliżają wyniki doświadczenia. Na

bazie przedstawionych tu obliczeń można wnioskowác, że teoria ta tworzy dobre podstawy do

opisu silnie wzbudzonych struktur. W celu uzyskania lepszej zgodności z dóswiadczeniem na-
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leżałoby uwzględníc dodatkowe efekty związane np. ze strukturą pasmową, formułując model

w reprezentacji Luttingera-Kohna uwzględniający wiele pasm.
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Rozdział 5

Podsumowanie

W niniejszej rozprawie przedstawiona została teoria opisu zjawisk wielociałowych w silnie wzbu-

dzonych strukturach półprzewodnikowych. Celem tej pracy było opracowanie spójnej metody

opisu układów w ramach prostego modelu. Podstawę prezentowanej metody stanowi oddzie-

lenie oddziaływania międzypasmowego od wewnątrzpasmowych efektów wielociałowych. Te

drugie zostały potraktowane modelowo jako fluktuujące potencjały, które cechuje bozonowy cha-

rakter wzbudzén. Podej́scie takie pozwala na przeprowadzenie systematycznego wysumowania

w rachunku zaburzén wyrazów do nieskónczonego rzędu w ramach rozwinięcia kumulantowego.

Ważnym etapem tworzenia jednorodnego opisu jest zaprezentowany w rozdziale 2 opis krawędzi

absorpcji w półprzewodnikach. Rozwinięcie kumulantowe odtwarza przewidywany eksperymen-

talnie wykładniczy zanik funkcji absorpcji od energii w szerokim zakresie wartości. Fragment ten

stanowi ilustrację metodologii prowadzącej do otrzymania spójnego opisu układów silnie wzbu-

dzonych.

W pracy zaprezentowane zostały przykładowe rachunki prowadzące do uzyskania zależności

funkcji wzmocnienia od energii w laserach półprzewodnikowych. Należy przy tym zaznaczyć,

że w ramach przedstawionej teorii możliwe jest otrzymanie także innych wielkości mierzonych

w eksperymencie. Funkcja wzmocnienia została wybrana ze względu na ważną rolę, jaką odgrywa

w badaniu i opisie układów silnie wzbudzonych. Przykładowe rachunki numeryczne wykazują

zgodnósć z dóswiadczeniem. Różnice ilościowe pomiędzy prezentowanymi wynikami teoretycz-

nymi a danymi eksperymentalnymi są nieduże i widać, że teoria jakósciowe dobrze odtwarza
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rzeczywisty układ. Odstępstwa można wyjaśníc przyjęciem w ostatecznych rachunkach prostego

modelu nieskorelowanych cząstek, co wpłynęło na podbicie krzywej wzmocnienia w obszarze

niskoenergetycznym.

Kolejną bardzo istotną cechą prezentowanej tu teorii jest możliwość systematycznego polep-

szania opisu poprzez włączanie innych efektów. Koronnym przykładem może być uwzględnienie

w kolejnym przybliżeniu bardziej realistycznego modelu opisującego strukturę pasmową. Roz-

szerzanie teorii w tym kierunku prowadzi do zmian technicznych i w konsekwencji komplikacji

rachunkowych, bez wpływu na ogólny schemat postępowania. Inne efekty, nie związane ze struk-

turą pasmową, mogą być uwzględnione w ramach funkcji działania, która ma bezpośredni wpływ

na kształt pojedynczej linii widmowej. W pierwszym przybliżeniu wszelkie dodatkowe zaburzenia

można formułowác w analogii do przedstawionego tutaj przykładu oddziaływania elektron-fonon

podłużny oraz wewnątrzpasmowego oddziaływania elektron-elektron. Wszystkie te rozszerzenia

teorii mieszczą się w ramach zaprezentowanego w niniejszej rozprawie schematu i jedyną prze-

szkodą mogą býc trudnósci natury technicznej. Cechy te powodują, że zaprezentowana teoria, ze

względu z jednej strony na prostotę oraz z drugiej na możliwości rozszerzania, może stanowić

użyteczne narzędzie opisu zjawisk wielociałowych w strukturach półprzewodnikowych.
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Dodatek A

Energia własna dla ekscytonu
oddziałującego z fononami LO

W niniejszym dodatku przedstawione zostanie wyprowadzenie wzorów na energię własną ekscy-

tonu oddziałującego z fononami optycznymi podłużnymi w modelu dwupasmowym przy założe-

niu niskiej koncentracji swobodnych nośników.

Oddziaływanie ekscyton-fonon LO przyjmę w następującej postaci

Heks−fon =
∑
pq

∑
λ0,λ

A†p+q,λAp,λ0

(
V λ0λ

q b†−q + (V λ0λ
q )?bq

)
, (A.1)

gdzieV λ0λ
q to element macierzowy tego oddziaływania odpowiadający przejściu pomiędzy sta-

nami ekscytonowymiλ0 i λ, przy jednoczesnej zmianie pędu oq. W zależnósci od przyjętego

układu współrzędnych i konwencjiλ0 i λ mogą wyrażác się przez różne zestawy liczb kwanto-

wych.

Dla oddziaływania typu Fröhlicha

V λ0λ
q =

M0√
Vq

〈
λ0

∣∣∣eiqr me
me+mh − e−iqr

mh
me+mh

∣∣∣λ〉 , (A.2)

gdzie

M2
0 =

4παω
3
2
0√

2M
, (A.3)
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α = e2

√
M

ω0

(
1

ε∞
− 1

ε0

)
. (A.4)

Współczynnikα jest stałą sprzężenia Fröhlicha,M masą ekscytonu,e ładunkiem elektronu,ω0

częstóscią fononów optycznych-podłużnych (przy założeniu stałej relacji dyspersji),ε0, ε∞ są

odpowiednią statyczną i wysokoczęstościową stałą dielektryczną.

Centralną czę́sć we wzorze (2.42) na funkcję działania stanowi część urojona retardowanej

energii własnej. W celu jej policzenia rozważmy diagram najniższego rzędu względem oddziały-

wania ekscyton-fonon.

Linią falista oznaczony jest propagator fononowy, natomiast podwójna gruba kreska symbolizuje

propagator ekscytonu. Diagramowi temu odpowiada następujące wyrażenie na energię własną

zapisane przy wykorzystaniu metody Matsubary sumy po częstościach.

Σλ0(p, ipn) = − 1

β

∑
iωn

∑
λq

D(0)(q, iωn)G(0)
λ (p + q, ipn + iωn)

∣∣∣V λ0λ
q

∣∣∣2 , (A.5)

gdzieD(0)(q, iωn) orazG(0)
λ (p + q, ipn + iωn) oznaczają swobodne propagatory odpowiednio

fononowy i ekscytonowy.

D(0)(q, iωn) =
2ω0

(iωn)2 − ω2
0

, (A.6)

G(0)
λ (p, ipn) =

1

ipn − εp,λ
. (A.7)

Sumowanie poq, λ we wzorze (A.5) oznacza sumę po stanach numerowanych całkowitym pędem

ekscytonuq oraz stanach wewnętrznych, oznaczonych symbolemλ. Wykonanie sumowania po
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częstósciach daje następujący wzór na energię własną, przy założeniu małej koncentracji ekscyto-

nów

Σ(p, ipn) =
∑
λq

(
N0

ipn + ω0 − εp+q,λ

+
N0 + 1

ipn − ω0 − εp+q,λ

) ∣∣∣V λ0λ
q

∣∣∣2 . (A.8)

Dokonując przedłużenia analitycznego (ipn → ω + iδ, gdzieδ → 0+ [20]) otrzymujemy następu-

jący wzór na czę́sć urojoną retardowanej energii własnej dla ekscytonu w stanie podstawowymλ0

o łącznym pędziek = 0 (dno pasma)

ImΣR
λ0

(k = 0, ω) =
∑
q

∑
λ

−πM2
0

Vq2

∣∣∣〈λ0

∣∣∣eiqr me
me+mh − e−iqr

mh
me+mh

∣∣∣λ〉∣∣∣2 ×

×
[
(N0 + 1)δ(ω − ω0 − ελq ) +N0δ(ω + ω0 − ελq )

]
. (A.9)

Stanλ jest dowolnym stanem z widma ekscytonowego zarówno z części dyskretnej jak i ciągłej.

Powyższy wzór związany jest ze stanem podstawowymλ0, chociaż nic nie stoi na przeszkodzie

wykonania rachunków także dla innych stanów.

We wzorze (A.9) występuje suma po wszystkich poziomach ekscytonowych. Jeżeli przyj-

miemy, że funkcja falowa ekscytonu ma wodoropodobną postać i wyrazimy ją w zmiennych

parabolicznych [70], to możliwe jestścisłe wykonanie sumowania po podpoziomach. W tym przy-

padku stany wodorowe numerowane są liczbami kwantowymi(n, n1,m) w widmie dyskretnym

oraz(k, β1,m) w widmie ciągłym. Wzory na sumy po podpoziomachn1, β1 oraz znaczenie liczb

kwantowych przedstawione są w dodatku C.

Oznaczmy wobec tego przez

M3D
n (q) =

n−1∑
n1

∣∣∣〈0, 0, 0
∣∣∣eiqr me

me+mh − e−iqr
mh

me+mh

∣∣∣n, n1, 0
〉∣∣∣2 (A.10)

sumę po podpoziomach dyskretnych oraz

M3D
p (q) =

+∞∫
−∞

dβ1

∣∣∣〈0, 0, 0
∣∣∣eiqr me

me+mh − e−iqr
mh

me+mh

∣∣∣ p, β1, 0
〉∣∣∣2 (A.11)
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sumę po podpoziomach z widma ciągłego. W obydwu przypadkach do sumy nie wnoszą wkładu

stany om 6= 0 (m jest magnetyczną liczbą kwantową).

Wzór na czę́sć urojoną retardowanej energii własnej przyjmuje postać

ImΣR
λ0

(k = 0, ω) = (A.12)

−
∑
q

πM2
0

Vq2

∑
n

[
(N0 + 1)M3D

n (q)δ(ω − ω0 − εnq ) +N0M3D
n (q)δ(ω + ω0 − εnq )

]

−
∑
q

πM2
0

Vq2

∑
p

[
(N0 + 1)M3D

p (q)δ(ω − ω0 − εpq) +N0M3D
p (q)δ(ω + ω0 − εpq)

]
.

Wykonując sumę poq otrzymujemy kóncowy wzór

ImΣR
λ0

(ω) = (A.13)

−αω0
∑
n

[√
ω0

ω − ω0 − εn (N0 + 1)M3D
n (q−)Θ(ω + ω0 − εn)+

+
√

ω0
ω + ω0 − εn N0M3D

n (q+)Θ(ω + ω0 − εn)
]

+

−αω0
∑
p

[√
ω0

ω − ω0 − εp (N0 + 1)M3D
p (q−)Θ(ω − ω0 − εp)+

+
√

ω0
ω + ω0 − εp N0M3D

p (q+)Θ(ω + ω0 − εp)
]
.

Wzór powyższy można zapisać w zwięzłej postaci

ImΣR
λ0

(ω) = −αω0

∑
λ

[N0Mλ(ω+)Θ(ω+) + (N0 + 1)Mλ(ω−)Θ(ω−)] . (A.14)

W powyższym zapisieMλ oznacza zmodyfikowany element macierzowy przejścia do stanu

λ = n,p

Mλ(ω) =

√
ω0

ω
M3D

λ (
√

2Mω), (A.15)

natomiastω± = ω ± ω0 − ελ.
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Dodatek B

Energia własna dla ekscytonu w studni
kwantowej: sprzężenie z fononami LO

W przypadku studni kwantowej musimy zdecydować się na sposób w jaki zamierzamy przybliżyć

realny, kwazidwuwymiarowy układ. Założę, że studnia kwantowa powoduje energetyczne odse-

parowanie widma wzbudzeń związanych z ruchem w kierunku prostopadłym i równoległym do

płaszczyzny studni, czyli, że odległość pomiędzy poziomami w studni będzie na tyle duża, iż

wpływ wyższych stanów będzie pomijalny. Ekscyton zostanie potraktowany w przybliżeniu dwu-

wymiarowym i zaniedbany zostanie wpływ oddziaływania coulombowskiego na funkcję falową w

kierunku prostopadłym do płaszczyzny studni. Innymi słowy funkcja falowa ekscytonu zostanie

przyjęta jako iloczyn trzech części: dwuwymiarowej funkcji falowej ekscytonu oraz funkcji ob-

wiedni odpowiedzialnych za kwantowanie ruchu elektronów i dziur w kierunku prostopadłym do

płaszczyzny studni kwantowej. Następnie stosując to przybliżenie zaprezentuję wzory w granicy

dwóch wymiarów.

B.1 Studnia kwantowa o skónczonej szerokósci

Funkcje obwiedni elektronu i dziury w studni kwantowej przyjęte zostaną jako rozwiązania jed-

nowymiarowego równania Schrödingera w studni potencjału o szerokości L. Stan ekscytonowy

będzie wobec tego zdefiniowany jako iloczyn dwuwymiarowej funkcji ekscytonowej w płaszczyź-

73
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nie studni oraz jednowymiarowej funkcji odpowiadającej poziomowik w studni.

ΦP;λ0ln(R, r, ze, zh) = eiPRΦλ0(r)φcl (ze)φ
v
n(zh), (B.1)

gdzieR oznacza współrzędnésrodka masy,r współrzędne względne,ze orazzh to odpowiednio

współrzędnaz elektronu i dziury. Funkcjeφνk(z) są funkcjami obwiedni elektronów (ν = c) i dziur

(ν = v) w kierunku prostopadłym do płaszczyzny studni.Φλ0(r) jest dwuwymiarową funkcją

wodoropodobną. ZarównoR jak i r oznaczają wektory dwuwymiarowe.

Założę, że struktura wzbudzeń fononowych nie zmienia się w wyniku kwantowania poziomów

w studni. Obliczenia uwzględniające oddziaływanie z modami lokalnymi i powierzchniowymi

uniemożliwiają przeprowadzenia części rachunków analitycznie i jednocześnie nie wprowadzają

istotnych zmian jakósciowych, a jedynie drobne odstępstwa ilościowe.

Hamiltonian oddziaływania ekscyton-fonon analogiczny do (A.1) ma postać (indeksyl, n, l′, n′

numerują dyskretne poziomy w studni kwantowej,λ0 orazλ oznaczają stan wewnętrzny ekscy-

tonu)

Heks−fon =
∑
p q

∑
lnl′n′

∑
λ0,λ

A†p+q,λ,lnAp,λ0,l′n′

(
V λ0λ,ln,l′n′

q b†−q + (V λ0λ,ln,l′n′

q )?bq
)
, (B.2)

gdzie element macierzowy oddziaływania ma postać

V λ0λ,ln,l′n′

q =
M0√
Vq

[〈
λ0

∣∣∣eiq||rmhM ∣∣∣λ〉 δll′F cc
nn′(qz)−

〈
λ0

∣∣∣e−iq||rmeM ∣∣∣λ〉 δnn′F vv
ll′ (qz)

]
. (B.3)

Wektorq = (qx, qy, qz) = (q||, qz). Element macierzowy związany z przekrywaniem się funkcji

falowych odpowiadającym różnym poziomom w studniF νν′
ll′ zdefiniowany jest wzorem

F νν′

ll′ (qz) =
∫

dzeiqzzφν?l (z)φν
′

l′(z). (B.4)

Urojona czę́sć retardowanej energii własnej, dla ekscytonu w stanieλ0 i podpasmachl, n zwią-

zanych z kwantowaniem ruchu w kierunku prostopadłym do płaszczyzny studni kwantowej,

w najniższym rzędzie wyraża się wzorem (rachunki przebiegają analogicznie do wyprowadzeń
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przedstawionych w dodatku A.

ImΣR
ln,λ0

(k = 0, ω) =

− πM2
0

V
∑
qλ

∑
l′n′

∣∣∣F cc
ll′ (qz)δnn′

〈
λ0

∣∣∣eiq||rmhM ∣∣∣λ〉− F vv
nn′(qz)δll′

〈
λ0

∣∣∣e−iq||rmeM ∣∣∣λ〉∣∣∣2
q2

×

×
[
(N0 + 1)δ(ω − ω0 − ελ,l

′n′

q ) +N0δ(ω + ω0 − ελ,l
′n′

q )
]
.

(B.5)

Podobnie jak w dodatku A rozważam tylko przejścia proste (k = 0). Zamieniając sumę poq|| na

całkę otrzymujemy

ImΣR
ln,λ0

(0, ω) =

− πM
2
0

(2π)3

∑
λ,l′n′

∫
d2q||dqz

∣∣∣F cc
ll′ (qz)δnn′

〈
λ0

∣∣∣eiq||rmhM ∣∣∣λ〉− F vv
nn′(qz)δll′

〈
λ0

∣∣∣e−iq||rmeM ∣∣∣λ〉∣∣∣2
q2
z + q2

||
×

×
[
(N0 + 1)δ(ω − ω0 − ελ,l

′n′

q ) +N0δ(ω + ω0 − ελ,l
′n′

q )
]
,

(B.6)

gdzie

ελ,lnq||
=

q2
||

2M
+ ελ + εlc − εnv︸ ︷︷ ︸

ελ,ln

(B.7)

εlc jest energią poziomul elektronu w studni kwantowej natomiastεnv to energia stanun dziury

w studni kwantowej.ελ jest energią ekscytonowego stanuλ.

Wprowadźmy oznaczenie

+∞∫
−∞

|F νν′
ln (qz)|2

q2
z + q2

||
dqz = πLRνν′

ln (q||L), (B.8)
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gdzieL oznacza szerokość studni potencjału. Funkcja ta w ogólnym przypadku może zależeć także

od innych parametrów opisujących układ. W przypadku nieskończonej studni potencjałuRνν′
ln (x)

możemy wyznaczýc analitycznie. W tak przyjętym modeluRcc
ln(x) = Rvv

ln (x) = Rln(x) i wynosi

Rln(x) =
1 + δln

x2 + π2(l − n)2
+

1

x2 + π2(l + n)2
− 2(4π2nl)2x (1− cos(π(l + n))e−x)

[x2 + π2(l − n)2]2 [x2 + π2(n+ l)2]2
. (B.9)

W przypadkun = l = 1 daje to

R11(x) =
2

x2
+

1

x2 + 4π2
− 32π4x(1− e−x)

x4 [x2 + 4π2]2
(B.10)

oraz pozwala na prawidłowe przejście do granicy (L → 0) redukując wzory do przypadku

dwuwymiarowego

lim
L→0

qL ·Rnm(qL) = δnm. (B.11)

Przyjęcie modelu, w którym studnia kwantowa jest nieskończenie głęboka pozwala na przej-

ście ze wzorami do granicýscísle dwuwymiarowej. Należy pamiętać, że widmo energetyczne

stanów w studni potencjału o skończonej i nieskónczonej głębokósci różnią się istotnie, gdy sze-

rokósć studni dąży do zera. W przypadku nieskończonych barier poziomy energetyczne oddalają

się od siebie i w granicyL→ 0 zostaje jeden poziom. Zupełnie inaczej wygląda sytuacja w przy-

padku skónczonej studni. GdyL maleje kolejne stany „wypychane” są ze studni, a funkcja falowa

najniższego energetycznie stanu staje się najpierw coraz bardziej zlokalizowana, a po przekro-

czeniu pewnej szerokości stan ten staje się coraz bardziej zdelokalizowany, aż w końcu dołącza

do stanów z widma ciągłego. W pierwszym przypadku (nieskończona studnia) przechodząc zL

do 0 otrzymujemy w granicy dwa wymiary, w drugim (skończona studnia) otrzymujemy wynik

odpowiadający trzem wymiarom.

Zakładając, że odległości pomiędzy poziomami w studni kwantowej są dużo większe niż

średnie energie wzbudzeń układu możemy zaniedbać istnienie wyższych poziomów i ograniczyć

się do najniższych energetycznie podpasm.

Drugie sumowanie we wzorze (B.6) przebiega po stanachλ ekscytonu związanych z ruchem

w płaszczyźnie studni. Podobnie jak w przypadku trójwymiarowym możliwe jest analityczne wy-

znaczenie elementów macierzowych przejścia pomiędzy pomiędzy stanamiλ i λ0 przy założeniu
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wodoropodobnego charakteru funkcji falowej w kierunku równoległym do płaszczyzny studni.

Oznaczmy symbolemM2D
λ0λ

elementy macierzowe przejścia do stanów wzbudzonych

M2D
λ0λ

(q||) =
∣∣∣〈λ0

∣∣∣eiq||rmhM ∣∣∣λ〉− 〈λ0

∣∣∣e−iq||rmeM ∣∣∣λ〉∣∣∣2 . (B.12)

Przyjmując taką definicje część urojoną energii własnej możemy zapisać w następującej po-

staci

ImΣR
λ0

(k = 0, ω) = − αω
3
2
0√

2M
π
2π

∑
λ

2π∫
0

dφ

+∞∫
0

q||dq||πL ·R11(q||L)M2D
λ0λ

(q||)×

×
[
(N0 + 1)δ(ω − ω0 − ελ,11

q ) +N0δ(ω + ω0 − ελ,11
q )

]
, (B.13)

Energieελ dla ekscytonu znajdującego się na poziomie podstawowym przy założeniu modelu

wodoropodobnego w studni kwantowej będą wynosiły

ελ =



− Ry?(
n+

1

2

)2 dla stanów dyskretnych, λ = [n, n1]

p2

2µ dla stanów z widma ciągłego, λ = [p, σ1]

. (B.14)

ελ to energian-tego poziomu ekscytonowego z widma dyskretnego lub energia odpowiadająca

stanom z widma ciągłego. Dokładne wyjaśnienie liczb kwantowych pojawiających się we wzorze

(B.14) znajduje się w dodatku E, gdzie wypisane są wzory na funkcje falowe ekscytonu w dwóch

wymiarach. Ponieważ będziemy rozważać energię własną dla ekscytonu znajdującego się w naj-

niższym stanie energetycznym przez pominę indeksλ0 w oznaczeniuM2D
λ0λ

.

W elemencie macierzowymM2D
λ występuje niejawna zależność funkcji podcałkowej od kąta

pomiędzy wektoramiq i r. Jednak kóncowa suma po wszystkich stanach nie zależy od wyboru

kierunku wektoraq. W związku z tym na samym początku możemy przyjąć dowolny, ustalony
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kierunek i dla niego wykonác wszystkie rachunki. Wybór ten będzie szczególnie istotny w dal-

szych rachunkach (patrz dodatki C, E). Uwzględniając brak zależności od kąta możemy wykonać

całkowanie po kącieφ i otrzymujemy

ImΣR
λ0

(~k = 0, ω) = −αω0

√
2ML2ω0

π

2

∑
λ

+∞∫
0

2q||dq||
M

R11(q||L)M2D
λ (q||)×

×
[
(N0 + 1)δ(ω − ω0 − ελ,11

q ) +N0δ(ω + ω0 − ελ,11
q )

]
(B.15)

Wykonując całkę poq|| (przyjmując kwadratową relację dyspersji w paśmie zgodnie ze wzo-

rem (B.14)) otrzymujemy

ImΣR
λ0

(~k = 0, ω) = −αω0

√
2ML2ω0

π

2
×

×
∑
λ

[
(N0 + 1)R11(q−L)M2D

λ (q−)Θ(q−) +N0R11(q+L)M2D
λ (q+)Θ(q+)

]
,

(B.16)

gdzie

q± =
√

2M(ω ± ω0 − ελ,11).

Elementy macierzoweM2D
λ (q) w przypadku dwuwymiarowym (przy założeniu wodoropo-

dobnego widma wzbudzeń) można policzýc analitycznie dla dowolnego stanuλ zarówno z widma

dyskretnego jak i ciągłego. Stany dyskretne numerowane są liczbami kwantowymi(n, n1) na-

tomiast stany z widma ciągłego liczbami(p, σ1) — patrz odpowiednie wzory w dodatku E.

Oznaczając przez̃M2D
n (q) sumę po podpoziomach elementów macierzowych przejścia do stanów

z widma dyskretnego

M̃2D
n (q) =

n∑
n1=0

M2D
λ (q) dlaλ = (n, n1) (B.17)
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oraz przezM̃2D
p (q) sumę po podpoziomach należących do widma ciągłego

M̃2D
p (q) =

+∞∫
−∞

dσ1M2D
λ (q) dlaλ = (p, σ1) (B.18)

otrzymujemy następujące wyrażenie na część urojoną retardowanej energii własnej

ImΣR
λ0

(~k = 0, ω) = −αω0

√
2ML2ω0

π

2
×

×
{

+∞∑
n=0

[
(N0 + 1)R11(q−L)M̃2D

n (q−)Θ(q−) +N0R11(q+L)M̃2D
n (q+)Θ(q+)

]
+

+

+∞∫
0

dp
[
(N0 + 1)R11(q−L)M̃2D

p (q−)Θ(q−) +N0R11(q+L)M̃2D
p (q+)Θ(q+)

] ,
(B.19)

B.2 Granica dwuwymiarowa

Przechodząc do granicyL→ 0 ze wzorem (B.16), zakładając jednocześnie postácRln(x) zgodnie

z (B.8) otrzymujemy

ImΣR
2D(ω) = lim

L→0
ImΣR

λ0
(ω) =

= −αω0
π

2

∑
λ

[
(N0 + 1)

√
2Mω0

q+

M2D
λ (q+)Θ(q+) +

N0

√
2Mω0

q−
M2D

λ (q−)Θ(q−)

]

(B.20)

Wynik jest zgodny z przewidywaniami, gdyż konsekwencją zmiany liczby wymiarów z trzech

do dwóch stała sprzężenia oddziaływania elektron-fonon zwiększa się efektywnie o czynnikπ
2
.
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Dodatek C

Suma po stanach wodoropodobnych w
trzech wymiarach

Równanie Schrödingera dla atomu wodoru w trzech wymiarach można rozwiązać analitycznie

w zmiennych parabolicznych (η, ξ, ϕ) zdefiniowanych następującymi wzorami [70]


x =

√
ξη cosϕ, ξ, η ∈< 0,+∞)

y =
√
ξη sinϕ, ϕ ∈ (0, 2π)

z = (ξ − η)/2
(C.1)

Użycie takiego układu współrzędnych pozwala na wyrażenie w sposób analityczny elementów

macierzowych przekrycia stanu podstawowego ze wszystkimi pozostałymi stanami własnymi

hamiltonianu wodoropodobnego a następnie wykonania sumowania po podpoziomach.

Podobną metodę do policzenia sumy po stanach ekscytonowych zastosowali Rudin et al. [12].

Niestety opublikowane przez nich wyrażenia zawierają wiele błędów i dlatego w poniższym

dodatku przedstawię sposób wykonania takich obliczeń

C.1 Suma po stanach z widma dyskretnego

Funkcje falowe stanów dyskretnych w zmiennych parabolicznych (η, ξ, ϕ) mają postác

Ψnn1 = Nnn1e
−pn(ξ−η)/2

1F1(−n1, 1, pnξ)1F1(−n2, 1, pnη)eimϕ, (C.2)
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gdzie stała normalizacyjna wyraża się wzorem

Nnn1 =
1

(πa3)1/2n2
, (C.3)

natomiast1F1(x, y, z) oznacza funkcję hipergeometryczną konfluentną. Liczby kwantowen1, n2

są nieujemnymi liczbami całkowitymi. Energia wyraża się wzoremεn = Ry?/n2, gdzien =

n1 + n2 + |m| + 1, Ry? oznacza efektywną stałą Rydberga (Ry? = µ
ε2∞

), a jest efektywnym

promieniem Bohra (a = ε∞
µ

), µ jest masą zredukowaną układu elektron-dziura,h̄pn =
√

2µ|εn|,

m jest magnetyczną liczbą kwantową. Element macierzowy przekrycia stanu podstawowego ze

stanami wzbudzonymi
〈
0, 0, 0

∣∣∣eiQz∣∣∣n1n2m
〉

nie znika tylko dlam 6= 0, dlatego w poniższych

rachunkachm zostało położone0

〈
0, 0, 0

∣∣∣eiQz∣∣∣n1n20
〉

=
4

a3n2

1

((p1 + pn)2 +Q2)

(
p1 − pn − iQ
p1 + pn − iQ

)n1
(
p1 − pn + iQ

p1 + pn + iQ

)n2

×

×
[
p1 − pn(2n1 + 1)− iQ

(p1 − iQ)2 − p2
n

+
p1 − pn(2n2 + 1) + iQ

(p1 + iQ)2 − p2
n

]
.

(C.4)

Wzór (C.4) ma dósć skomplikowaną postać. W dalszych rachunkach wygodniej będzie użyć

następujących oznaczeń

ZQ =
p1 − pn − iQ
p1 + pn − iQ

= |ZQ|eiΦ, Φ ∈< −π
2
,
π

2
>,

g =

∣∣∣∣∣p1 − pn − iQ
p1

∣∣∣∣∣,
r =

∣∣∣∣∣p1 + pn − iQ
p1

∣∣∣∣∣ ,
S = Q/p1.

(C.5)
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Możemy wtedy wzór (C.4) zapisać w następującej formie〈
0, 0, 0

∣∣∣eiQz∣∣∣n1n20
〉

=
i16S

n3g3r3
|ZQ|neiΦ(n1−n2)(n2 − n1 − inS) =: Aν . (C.6)

Indeksν = e, h odpowiada elektronowi i dziurze, wtedy też Q przyjmuje odpowiednio wartości

dla elektronu i dziury

Qe = −q me
me+mh

Qh = q mh
me+mh

.
(C.7)

WyrazyZQ,Φ, g, r, S zależąexpliciteodQν , dlatego indeks dolnyν wZQν ,Φ, gν , rν , Sν (ν = e, h)

będzie jednoznacznie wskazywał o jakie wyrażenie chodzi.

We wzorze na energię własną występuje kwadrat modułu elementu macierzowego dla elek-

tronu i dziury oraz wyraz mieszany — elektron-dziura

|Ae − Ah|2 = |Ae|2 + |Ah|2 − 2ReAeA
?
h. (C.8)

Zależnósć od n1 we wzorze (C.8) nie jest bardzo skomplikowana i dlatego możemy wyko-

nác sumowanie po poziomach w ramach jednegon. Dla wyrazów związanych oddzielnie z

elektronem(|Ae|2 oraz|Ah|2) i dziurą mamy

|Aν |2 =
162S2

ν

n6g6
νr

6
ν

n−1∑
n1=0

|n2 − n1 − inS|2 =
162S2

ν

n6g6
νr

6
ν

[
(n− 1)n(n+ 1)

3
+ n3S2

]
. (C.9)

Wyraz mieszany2ReAeA
?
h we wzorze (C.8) zawiera bardziej skomplikowaną zależność od n1.

Wprowadźmy oznaczenieAeh(n1) na tę czę́sć

n∑
n1=0

Aeh(n1) =
n−1∑
n1=0

ei(Φh−Φe)(n1−n2)(n2 − n1 + inSe)(n2 − n1 − inSh) =

=
n−1∑
n1=0

ei(Φh−Φe)(n1−n2)
(
(n2 − n1)2 + i(n2 − n1)n(Se − Sh)) + n2(SeSh)

) (C.10)
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Wzór ten można zapisać w postaci różniczkowej. OznaczającΦhe = Φh−Φe orazShe = Sh− Se
mamy

n∑
n1=0

Aeh(n1) =
n−1∑
n1=0

[
− ∂2

∂Φ2
he

+ nShe
∂

∂Φhe

+ n2SeSh

]
eiΦhe(n1−n2). (C.11)

Zbierając to wszystko razem suma po podpoziomach dyskretnychn1 przybiera następującą postać

M3D
n (q) =

n−1∑
n1=0

|Ae − Ah|2 =
∑
ν=e,h

(
162S2

ν

n6g6
νr

6
ν

|ZQν |2n
(n− 1)n(n+ 1)

3
+ n3S2

ν

)
+

+
−2 · 162SeSh
n6g3

eg
3
hr

3
er

3
h

|ZQeZQh|n
[
− ∂2

∂Φ2
he

+ Shen
∂

∂Φhe

+ SeShn
2

]
sin(nΦhe)

sin(Φhe)

(C.12)

C.2 Suma po stanach z widma ciągłego

Energie stanów rozproszeniowych wynosząεk = k2

2µ
. Funkcje falowe numerowe liczbami kwanto-

wymi k, β1, β2 mają postác

Ψkβ1 = Nkβ1e
ik(ξ−η)/2

1F1(−β1, 1, ik ξ)1F1(−β2, 1, ik η)eimϕ, (C.13)

Stała normalizacyjna w funkcji falowej

Nkβ1 =

(
k

(2π)3a

)1/2

eπ/2ka
∣∣∣∣∣Γ
(

1

2
− β1

ika

)
Γ

(
1

2
− β2

ika

)∣∣∣∣∣ (C.14)

zapewnia unormowanie doδ(k − k′)δ(β1 − β′1) przy warunkuβ1 + β2 = 1. Γ() oznacza funkcję

gama Eulera zdefiniowaną wzorem

Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1dt. (C.15)
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DODATEK C. SUMA PO STANACH WODOROPODOBNYCH W TRZECH WYMIARACH

Element macierzowy przekrycia stanu podstawowego ze stanami z widma ciągłego wynosi

〈
0, 0, 0

∣∣∣eiQz∣∣∣ kβ10
〉

= 4Nkβ1

(
π

a3

)1/2

(
p1+i(k−Q)
p1−i(k+Q)

)− 1
2

+
iβ1
ka
(
p1+i(k+Q)
p1−i(k−Q)

)− 1
2

+
iβ2
ka

((p1 − ik)2 +Q2)
×

×
[
p1 − iQ− 2β1p1

(p1 − iQ)2 + p2
+
p1 + iQ− 2β2p1

(p1 + iQ)2 + p2

]
(C.16)

Podobnie jak to zostało zrobione w przypadku stanów dyskretnych także i tutaj wygodnie jest

wzór (C.16) zapisác w postaci

〈
0, 0, 0|eiQz|kβ10

〉
= Nkβ1

√
πa3 · i16S̃

g̃3˜̃r
3 |Z̃Q|

i(β1−β2)/kae−iΦ̃/ka(β2 − β1 − iS), (C.17)

gdzie

Z̃Q =
p1 + ik − iQ
p1 − ik − iQ

= |Z̃Q|eiΦ̃ Φ̃ ∈ (−π/2, π/2)

g̃ =

∣∣∣∣∣p1 + ik − iQ
p1

∣∣∣∣∣

r̃ =

∣∣∣∣∣p1 − ik − iQ
p1

∣∣∣∣∣

S̃ =
Q

p1

.

Wszystkie powyższe wyrażenia zależą w sposób jawny odQ i, podobnie jak w przypadku stanów

dyskretnych, dolny indeks (ν = e, h) przy Z̃Q, Φ̃, g̃, r̃, S̃ będzie oznaczał odpowiednieQe/h =

∓ me/h
me+mh

q podstawione w powyższych definicjach.
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DODATEK C. SUMA PO STANACH WODOROPODOBNYCH W TRZECH WYMIARACH

Kwadrat modułu elementu macierzowego przejścia do stanów z widma ciągłego występujący

we wzorach na energię własną wynosi w tych oznaczeniach

∣∣∣〈000|eiQez − eiQhz|kβ10
〉∣∣∣2 = |Nkβ1|2πa3 162S̃2

e

g̃6
e r̃

6
e

[
(β2 − β1)2 + S̃2

e

]
︸ ︷︷ ︸

Mee

+

+ |Nkβ1|2πa3 162S̃2
h

g̃6
hr̃

6
h

[
(β2 − β1)2 + S̃2

h

]
︸ ︷︷ ︸

Mhh

+ wyraz mieszany︸ ︷︷ ︸
Meh

.

(C.18)

Tym razem należy wykonać całkę po podpoziomachβ1. Na początek zajmijmy się pierwszymi

dwoma wyrazami we wzorze (C.18). Zauważmy, że zależność od β1 występuje także w stałej

normalizacyjnej. Przekształćmy wzór opisujący|Nkβ1|2 używając definicji funkcjiΓ(x) (C.15)

|Nkβ1|2 =
ke

π
ka

(2π)3a

+∞∫
0

dt1dt2dt3dt4e
−t1−t2−t3−t4t

− 1
2
− β1
ika

1 t
− 1

2
+
β1
ika

2 t
− 1

2
− β2
ika

3 t
− 1

2
+
β2
ika

4 =

=
ke

π
ka

(2π)3a

+∞∫
0

dt1dt2dt3dt4e
−t1−t2−t3−t4(t1t2t3t4)−

1
2

(
t1
t2

)iβ1
ka
(
t3
t4

)iβ2
ka

.

(C.19)

Zamieniając zmienne

u1 = t2
t1

v1 = t1 + t2 t1 = v1
1 + u1

t3 = v2
1 + u2

u2 = t4
t3

v1 = t1 + t2 t2 = u1v1
1 + u1

t4 = u2v2
1 + u2

(C.20)

otrzymujemy

|Nkβ1|2 =
e
π
kak

(2π)3a

+∞∫
0

du1

+∞∫
0

du2

+∞∫
0

dv1

+∞∫
0

dv2e
−v1−v2

eiβ1(
ln(u2)

ka
− ln(u1

ka
)e−i

ln(u2)

ka

√
u1u2(1 + u1)(1 + u2)

(C.21)
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Całki pov1 i v2 dają1. Dalsze rachunki należy przeprowadzać na pełnym wyrażeniu

Mee =

+∞∫
−∞

dβ1|Nkβ1|2πa3 162S̃2
e

g̃6
e r̃

6
e

[
(β2 − β1)2 + S̃2

e

]
=

= πa3 162S̃2
e

g̃6
e r̃

6
e

+∞∫
−∞

dβ1

+∞∫
0

du1

+∞∫
0

du2

(
(1− 2β1)2 + S2

e

) eiβ1(
lnu2
ka
− lnu1

ka
)e−i

lnu2
ka

√
u1u2(1 + u1)(1 + u2)

=

= πa3 162S̃2
e

g̃6
e r̃

6
e

+∞∫
0

du1

+∞∫
0

du2
e−i

lnu2
ka

√
u1u2(1 + u1)(1 + u2)

Ie

(C.22)

gdzie

Ie =

+∞∫
−∞

dβ1

(
(1− 2β1)2 + S̃2

e

)
eiβ1(

lnu2
ka
− lnu1

ka
) =

=

(
−4

∂2

∂λ2
+ i4

∂

∂λ
+ 1 + S̃2

) (
ka δ(λka− ln(

u1

u2

))
)∣∣∣∣
λ=0

(C.23)

Wstawiając powyższy wynik do wzoru (C.22) otrzymujemy

Mee =
πa3162S̃2

e

g̃6
e r̃

6
e

+∞∫
0

du1

+∞∫
0

du2

e−i
ln(u2)

ka

(
1− 4 ∂2

∂λ2 + i4 ∂
∂λ

+ S̃2
)
ka · δ(λka− ln

(
u1

u2

)
)

√
u1u2(1 + u1)(1 + u2)

∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

= πa3 162S̃2
e

g̃6
e r̃

6
e

(
−4

∂2

∂λ2
+ i4

∂

∂λ
+ 1 + S̃2

)
B(λ = 0),

(C.24)
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gdzie funkcja pomocniczaB(λ) zdefiniowana jest następującym wzorem

B(λ) =

+∞∫
0

du1

+∞∫
0

du2

kae−i
ln(u2)

ka δ(λka− ln(u1

u2
))

√
u1u2(1 + u1)(1 + u2)

. (C.25)

Tak więcMνν , gdzieν = e, h będzie miał następującą postać

Mνν = πa3 162S̃2
ν

g̃6
ν r̃

6
ν

(
−4

∂2

∂λ2
+ i4

∂

∂λ
+ 1 + S̃2

)
B(λ = 0), (C.26)

gdzie

B(λ) = kae
λka

2

+∞∫
0

dx
x−i/ka

(1 + xeλka)(1 + x)
=

πka

sinh
(
π
ka

) e
iλ
2 sin

(
λ
2

)
sinh(kaλ)

(C.27)

W podobny sposób, tzn. korzystając z funkcji pomocniczej, można wykonać rachunki dla

wyrazu mieszanego. Zbierając razem powyższe wzory otrzymujemy

M3D
k =

+∞∫
−∞

dβ1

∣∣∣〈000|eiQez − eiQhz|kβ10
〉∣∣∣2 = πa3 162S̃2

e

g̃6
e r̃

6
e

(
−4

∂2

∂λ2
+ i4

∂

∂λ
+ 1 + S̃2

e

)
B(λ)

∣∣∣∣∣
λ=0

+

+πa3 162S̃2
h

g̃6
hr̃

6
h

(
−4

∂2

∂λ2
+ i4

∂

∂λ
+ 1 + S̃2

h

)
B(λ)

∣∣∣∣∣
λ=0

+

+2Reπa3 162S̃eS̃h
g̃3
e r̃

3
e g̃

3
hr̃

3
h

(
−4

∂2

∂λ2
+ i4

∂

∂λ
+ 1 + S̃eS̃h

)
D(λ)

∣∣∣∣∣
λ=0

ei
Z̃Qe

−Z̃Qh
ka e−i

Φ̃e−Φ̃h
ka e−(Z̃Qe−Z̃Qh ),

(C.28)

gdzie funkcjaD(λ) zdefiniowana jest wzorem

D(λ) = − πka

sinh
(
π
ka

)
 i

(
e−2(Z̃Qe−Z̃Qh)eiλ − 1

)
e−2(Z̃Qe−Z̃Qh)e

kaλ
2 − e− kaλ2

 . (C.29)
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Dodatek D

Przybliżone wysumowanie po stanach
ekscytonowych w dwóch wymiarach

Otrzymanie analitycznego wyniku na sumę po stanach ekscytonowych pozwala na dokładne

uwzględnienie w rachunkach wszystkich poziomów. Wymaga to jednak wykonania dodatkowo

pojedynczej całki i w pewnych zastosowaniach wygodniejsze może być użycie wzorów przybli-

żonych. Suma po stanach ekscytonowych wyraźnie wskazuje, że największy przyczynek pochodzi

od poziomu podstawowego, więc najprostszym przybliżeniem byłoby obcięcie we wzorze (B.16)

sumy na pierwszym wyrazie. Otrzymujemy wtedy

ImΣR
λ0

(ω) = −αω0

√
2ML2ω0

π

2
(D.1)

(N0 + 1)R11(q+L)M2D
λ0λ0

(q+)Θ(q+) +N0R11(q−L)M2D
λ0λ0

(q−)Θ(q−),

gdzieM2D
λ0λ0

jest elementem elementem macierzowym obliczonym na stanie podstawowym

M2D
λ0λ0

(q) =
∣∣∣〈000

∣∣∣eiqrme
M − e−iqr

mh
M

∣∣∣ 000
〉∣∣∣2 . (D.2)

Sumę po stanach ekscytonowych można też policzyć w sposób przybliżony, uwzględniając fakt,

że wpływ od coraz bardziej odległych poziomów jest coraz mniejszy. Wróćmy do wzoru (B.6).

Wypisując wszystkie jego części wzoru, w których występuje zależność od stanów pósrednich (λ0

oznacza w poniższych wzorach stan podstawowy ekscytonu)

Q =
∑
β

∣∣∣〈λ0

∣∣∣eiqrme
M − e−iqr

mh
M

∣∣∣ β〉∣∣∣2 δ(ω ± ω0 − εβ) (D.3)
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W DWÓCH WYMIARACH

a następnie dodając i odejmując podobne wyrazy, w których zaniedbana jest zależność od energii

kolejnych poziomów ekscytonowych otrzymujemy następujące wyrażenie

Q =
∑
β

∣∣∣〈λ0

∣∣∣eiqrme
M − e−iqr

mh
M

∣∣∣ β〉∣∣∣2 δ(ω ± ω0 − ελ0)+

+
∑
β 6=λ0

∣∣∣〈λ0

∣∣∣eiqrme
M − e−iqr

mh
M

∣∣∣ β〉∣∣∣2 (δ(ω ± ω0 − εβ)− δ(ω ± ω0 − ελ0)
)
.

(D.4)

Pierwszy wyraz we wzorze (D.4) można uproścíc korzystając z zupełności stanów ekscytonowych.

∑
β

〈
λ0

∣∣∣eiqrme
M − e−iqr

mh
M

∣∣∣ β〉 〈β ∣∣∣e−iqrme
M − eiqr

mh
M

∣∣∣λ0

〉
δ(ω ± ω0 − ελ0) =

=
〈
λ0

∣∣∣(eiqrme
M − e−iqr

mh
M

) (
e−iqrme

M − eiqr
mh
M

)∣∣∣λ0

〉
δ(ω ± ω0 − ελ0). (D.5)

Tak więc pozostaje tylko jeden element macierzowy pomiędzy stanami podstawowymi. Wyrażenie

w elemencie macierzowym przyjmuje znacznie prostszą postać(
eiqrme

M − e−iqr
mh
M

) (
e−iqrme

M − eiqr
mh
M

)
= 2 [1− cos ( q r )] . (D.6)

We wzorze tym występuje jawna zależność od kąta pomiędzy wektoramiq i r. Można się jej

pozbýc na co najmniej dwa sposoby: wykorzystując fakt, że suma po stanach nie powinna zależeć

od wyboru kierunku wektorar względemq i założýc jakiś wygodny w dalszych obliczeniach

kierunek i zwrot albo skorzystać z tożsamósci dla funkcji generującej funkcji Bessela postaci

eiz cosϕ =
+∞∑

k=−∞
ikJk(z)eikϕ. (D.7)

Jest to jedyna zależność od kątaϕ we wzorach naImΣ(ω), dlatego też interesuje nas całka z

powyższego wyrażenia po kącieϕ

2π∫
0

dϕeiqr cosϕ =
+∞∑

k=−∞
ikJk(qr)

2π∫
0

dϕeikϕ = 2πJ0(qr) (D.8)
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W DWÓCH WYMIARACH

Wykorzystując powyższe tożsamości otrzymujemy następujący wzór na część urojoną retardowa-

nej energii własnej

ImΣR(ω) = −αω0

√
2ML2ω0

π

2

(
(N0 + 1)R11(q+L)M̃(q+)Θ(q+)

+ N0R11(q−L)M̃(q−)Θ(q−)
)
, (D.9)

gdzie

M̃(q) =

+∞∫
0

rdr2 (1− J0(qr)) |φ000(r)|2 = 2− 2[
1 +

(
aq

4

)2
] 3

2

(D.10)

oraz

q± =
√

2M(ω ± ω0 − ε0) . (D.11)

φ000(r) oznacza stan podstawowy dwywymiarowego rozwiązania równania Schrödingera dla

atomu wodoru.
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Dodatek E

Elementy macierzowe ekscytonu w dwóch
wymiarach

Rozwiązanie równania Schrödingera dla atomu wodoru w dwóch wymiarach w zmiennych para-

bolicznych można wyrazić wzorami analitycznymi. Współrzędne kartezjańskie(x, y) związane są

ze zmiennymi parabolicznymi następującymi wzorami


x = sgn(ξ)

√
|ξ|η

y =
|ξ| − η

2

(E.1)

gdzieη ∈ (0,+∞), aξ ∈ (−∞,+∞).

Stany dyskretne wyrażone w tych zmiennych opisywane są wzorem

Ψn,n1(|ξ|, η) = Ne−
1
2

(|ξ|+η)pn
1F1

(
−n1,

1

2
, pn|ξ|

)
1F1

(
n2,

1

2
, pnη

)
. (E.2)

Kolejne stany numerowane są liczbamin1, n2, przy czymn1+n2 = n, n1, n2 = 0, 1, 2, .... Energia

n-tego poziomu wynosiεn = Ry?/(n + 1/2)2, a symbolpn zdefiniowany został w analogii do

przypadku trójwymiarowego jakōhpn =
√

2µεn. Stała normalizacyjna wynosi

Nn,n1 =
1

a

√√√√(2n1 − 1)!!(2n2 − 1)!!

2n1n1!2n2n2

23

π(1 + 2n)3
. (E.3)
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DODATEK E. ELEMENTY MACIERZOWE EKSCYTONU W DWÓCH WYMIARACH

Dla uproszczenia zapisu przyjęta została konwencja, w której(−1)!! = 1.

Funkcje falowe stanów z widma ciągłego mają postać

Ψpσ(|ξ|, η) = Ne
i
2

(|ξ|+η)p
1F1

(
σ1

ipa
+

1

4
,
1

2
,−ip|ξ|

)
1F1

(
σ2

ipa
+

1

4
,
1

2
,−ipη

)
, (E.4)

gdzieσ1 + σ2 = 1, σ1 ∈ (−∞,+∞), a jest efektywnym promieniem Bohra,p =
√

2µε oraz stała

normalizacyjna

N =
e
π
2p

2
√

2aπ2

∣∣∣∣∣Γ
(

1

4
− σ1

ipa

)
Γ

(
1

4
− σ2

ipa

)∣∣∣∣∣ . (E.5)

Elementy macierzowe pomiędzy stanami podstawowym i należącymi do widma dyskretnego mają

postác

〈
0, 0

∣∣∣eiQy∣∣∣n, n1

〉
=

√
2
π

2π
a
Nn,n1√

(p0 + pn)2 +Q2

(
p0 − pn − iQ
p0 + pn − iQ

)n1
(
p0 − pn + iQ

p0 + pn + iQ

)n−n1

×

×
[
p0 − (1 + 4(n− n1)pn) + iQ

(p0 + iQ)2 − p2
n

+
p0 − (1 + 4n1pn)− iQ

(p0 − iQ)2 − p2
n

]
,

(E.6)

Wzór na element macierzowy przekrycia za stanami z widma ciągłego ma postać

〈
0, 0

∣∣∣eiQy∣∣∣ p, σ1

〉
=

e
π

2pa

(πa)3/2

∣∣∣∣∣Γ
(

1

4
− σ1

ipa

)
Γ

(
1

4
− σ2

ipa

)∣∣∣∣∣ ×

×

(
p0+ip−iQ
p0−ip−iQ

)− 1
4
− σ1
ipa
(
p0+ip+iQ
p0−ip+iQ

)− 1
4
− σ2
ipa√

(p0 − ip)2 +Q2
×

×
[
p0 + iQ− 4σ2/a

(p0 + iQ)2 + p2
+
p0 − iQ− 4σ1/a

(p0 − iQ)2 + p2

]
.

(E.7)
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Wzory (E.6) oraz (E.7) można zapisać w postaci uproszczonej (analogicznej do odpowiednich

wzorów w trzech wymiarach) Dla stanów z widma dyskretnego jest to

〈
0, 0

∣∣∣eiQy∣∣∣n, n1

〉
=

1√
2(n+ 1/2)3/2

√√√√(2n1 − 1)!!(2(n− n1)− 1)!!

2nn1!(n− n1)!
× (E.8)

× e−i(n−2n1)Φ

(gr)5/2

(
g

r

)n+ 1
2

4iS [2(n− 2n1)x− iS] ,

gdzie

x =
pn
p0

,

Qe,h = ∓ mh,e

me +mh

q,

Se,h =
Qe,h

p0

,

ZQ =
p0 − pn − iQ
p0 + pn − iQ

= |ZQ| eiΦ,

g2 = (1− x)2 + S2,

r2 = (1 + x)2 + S2.

(E.9)

W przypadku widma ciągłego analogiczna postać przybiera formę

〈
0, 0

∣∣∣eiQy∣∣∣ p, σ1

〉
=

e
π
pa

(πa)3
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×
[
p0 + iQ− 4σ2/a
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+
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(p0 − iQ)2 + p2

]
.

(E.10)
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We wzorze (E.10) symbol̃ZQ oznacza następującą wielkość

Z̃Q =
p0 − iQ+ ip

p0 − iQ− ip
=
∣∣∣Z̃Q∣∣∣ eiΦ̃. (E.11)

Dla większej przejrzystósci w powyższych wzorach, tam, gdzie było to możliwe unikając nie-

jednoznacznósci, pominięte zostały indeksy dolnee, h oznaczające, że parametry odnoszą się do

danego typu cząstki.

Po wysumowaniu po podpoziomachn1 otrzymujemy następujące wyrażenie na kwadrat ele-

mentu macierzowego przejścia do widma dyskretnego

M̃2D
n (q) =

n∑
n1=0

∣∣∣〈0, 0
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)
,

(E.12)

gdzie funkcjaDn(Φ) zdefiniowana jest wzorem

Dn(Φ) =
n∑

n1=0

[
(2n1 − 1)!!(2(n− n1)− 1)!!

2nn1!n2!

]
cos ((n− 2n1)Φ) , (E.13)

PochodneDn(Φ) po argumencieΦ wynoszą odpowiednio

D′n(Φ) = −
n∑

n1=0

[
(2n1 − 1)!!(2(n− n1)− 1)!!

2nn1!n2!

]
(n− 2n1) sin ((n− 2n1)Φ) ,

D′′n(Φ) = −
n∑

n1=0

[
(2n1 − 1)!!(2(n− n1)− 1)!!

2nn1!n2!

]
(n− 2n1)2 cos ((n− 2n1)Φ) .
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Dla argumentuΦ = 0 funkcje te upraszczają się i mamy

Dn(0) = 1,

D′n(0) = 0, (E.14)

D′′n(0) = −1

2
n(n+ 1).

Dla dowolnego argumentu funkcjęDn(Φ) możemy zapisác w następującej postaci

Dn(Φ) = Re
[
einΦ

2F1(−n, 1

2
; 1, 1− e−2iΦ)

]
. (E.15)

W przypadku elementów macierzowych przejść do stanów z widma ciągłego otrzymujemy

wzór na kwadrat modułu elementu macierzowego

M̃2D
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+∞∫
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(E.16)

gdzie

AQ1Q2 =
(
−16p2B′′(λ) + 4p(Q1 −Q2)B′(λ) +Q1Q2B(λ)

)∣∣∣
λ=2 ln |Z̃Q1

/Z̃Q2
|
, (E.17)

x̃ = p/p0,

g̃2
e,h = (1− x̃)2 + S̃2

e,h

r̃2
e,h = (1 + x̃)2 + S̃2

e,h

S̃2
e,h = Qe,h/p0

(E.18)

oraz

B(λ) =
2π3

cosh(πp0

2p
)

2F1

(
1

2
+
ip0

p
,
1

2
− ip0

p
; 1;

1− cosh(λ/2)

2

)
. (E.19)

2F1 oznacza funkcję hipergeometryczną.
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Dodatek F

Obliczenia numeryczne

W niniejszym dodatku przedstawię szczegóły związane z przeprowadzonymi w niniejszej pracy

obliczeniami numerycznymi. Zaprezentuję zastosowane metody iśrodki jakimi się posłużyłem.

Kluczową wielkóscią w rozwinięciu kumulantowym była część urojona energii własnej. De-

terminowała ona kształt linii widmowej zarówno w przypadku niskiej koncentracji jak i silnie

wzbudzonych układów. Suma po elementach macierzowych po stanach z widma dyskretnego

okazuje się bardzo szybko zbiegać, dlatego w rachunkach numerycznych uwzględniałem kilka

do kilkunastu najniższych poziomów, badając zbieżność otrzymywanego wyniku. Stany z widma

ciągłego wymagały wykonania pojedynczej całki z funkcji hipergeometrycznej, która obliczana

była przy użyciu kwadratur Gaussa.

Kolejny element obliczén stanowi całka po energii we wzorze (2.42) w przypadku niskiej

koncentracji oraz (4.39) w przypadku silnie wzbudzonym. W obydwu przypadkach mamy do

czynienia całką funkcji oscylującej z częstością t w przestrzeniω. Niestety kwadratury Gaussa

okazywały się mało stabilną metodą i w rachunkach zastosowana została metoda Simpsona.

Kolejnym etapem na drodze obliczenia kształtu linii widmowej było obliczenie transformaty

Fouriera z funkcji Greena zależnej od czasu, która w przypadku słabych zaburzeń jest szybko oscy-

lującą i wolno zanikającą funkcją czasu. Do obliczeń tych używałem standardowego algorytmu

szybkiej transformaty Fouriera (fast Fourier transform, FFT dobierając rozdzielczość w argumen-

cie czasowym na podstawie szybkości oscylacji (związanej z przesunięciem energii) oraz zasięg

posługując się stałą zanikuΓ. Parametry te szacowane były przy wykorzystaniu asymptotycz-
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nej postaciSk(t). Wartósci te następnie służyły do wyznaczenia rozdzielczości przy obliczaniu

ImΣR(ω). Parametry numeryczne obliczane są więc w sposób samouzgodniony zapobiegając uży-

ciu zbyt małej rozdzielczósci przy tablicowaniu jednej z funkcji.

Zauważmy, że stosując standardowy algorytm szybkiej transformaty Fouriera (FFT) mamy

bardzo ograniczoną dokładność. Dlatego w niektórych wypadkach używałem znacznie wolniejszej

metody Simpsona, która z definicji umożliwia dokładniejsze wycałkowanie przy takiej samej

gęstósci obliczonych punktów. Algorytm FFT w praktyce daje wynik w dużo większym obszarze

energii niż potrzebny do dalszych obliczeń. W tym niewielkim wycinku, dla czę́sci punktów

rachunki poprawiane były z wykorzystaniem całkowania metodą Simpsona. Dotyczy to przede

wszystkim punktów, w których wartość funkcji jest bliska zeru.

97



Dodatek G

Spis skrótów

W rozprawie stosowane są różne skróty, zgodne ze stosowanymi oznaczeniami w publikacjach

fachowych. Czę́sć z nich stosowana jest głównie we wzorach matematycznych, inne występują

w teḱscie. Wszystkie zgodne są z ogólnie stosowanymi skrótami w publikacjach fachowych. Dla

przejrzystósci pracy postanowiłem zebrać je w niniejszym dodatku.

A — skrót stosowany we wzorach do oznaczenia funkcji adwansowanej

FFT – z ang.fast Fourier transform, szybka transformata Fouriera

GW — skrót oznaczający przybliżenie uwzględniające dynamiczne ekranowanie w rachunku

zaburzén, nazwa GW pochodzi od pojawiającego się w rachunkach iloczynu funkcji G oraz

ekranowanego oddziaływania W.

HF — Hartree-Fock, stosowany do oznaczania wyrażeń we wzorach obliczanych w przybliżeniu

Hartree-Focka

LO — z ang.longitudinal-optical, podłużny-optyczny

PPA — z ang.plasmon pole approximtion, przybliżenie bieguna plazmowego

R — skrót stosowany we wzorach do oznaczenia funkcji retardowanej

RPA – z ang.random phase approximation, przybliżenie chaotycznych faz

SCFA – z ang.self consistent field approximation
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