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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Badanie silnie wzbudzonych uktadéw pétprzewodnikowych od wielu lat przyciaga uwage fizykow
[L]. W ostatnim czasie wraz z rozwojem technologii w nanoskali temat ten wraca, tym razem
w kontelscie nowych struktur pétprzewodnikowych budowanych obecnie.

Historia bada silnie wzbudzonych uktadow siega lat pikziesiatych. Byly to czasy, gdy udato
sie wyjasnic zjawisko ekscytonowe w oparciu o teorig wielociatowa [2]. Wtedy tez po raz pierwszy
zasugerowano mozlived tworzenia sie bardziej skomplikowanych kwaziczastek, w ktérych skiad
wchodza trzy lub cztery sktadowe. Ekscytony z dodatkowym elektronem lub dziura nazywane sa
trionami, natomiast kompleks dwéch ekscytonéw to bieksdyton

Pod koniec lat sA&dziesiatych pojawita sie idea, ze w silnie wzbudzonych uktadach gaz eks-
cytonowy moze przechodziw ciecz elektronowo-dziurowa. Wysoka koncentracja swobodnych
nosnikéw powoduje, ze wzmocnieniu ulegaja efekty ekranowania, a stany zwiazane par elektron-
dziura przestaja liystabilne. Dodatkowym zjawiskiem, obok silnego ekranowania, jest pojawienie
sie kolektywnego wzbudzenia w formie oscylacji plazmy. Obydwa te efekty opisywane sa w ra-
mach wewnatrzpasmowej funkcji dielektrycznej otrzymanej w przyblizeniu RPA za pomoca tzw.
wzoru Lindharda.

Jednym z uktadow potprzewodnikowych, w ktdrych mamy do czynienia z bardzo duza kon-

centracja swobodnych Boikéw, sa lasery potprzewodnikowe. Wydaja sie oné bgturalnym

lnna nazwa to molekuta ekscytonowa
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miejscem, w ktorym manifestuja sie efekty wielocialowe w zjawiskach optycznych. Dlatego tez
w pracy tej skupie sie na opisie zjawisk zachodzacycltsmiaw laserach potprzewodnikowych.

Pierwsze prace poruszajace zagadnienia zwiazane z teoria laserow poétprzewodnikowych po-
chodza z lat sZ&dziesiatych. Jednak w czasach tych nie wiedziano jeszcze wiele na temat wptywu
efektéw wielocialowych na wzbudzenia elektronowe. Dodatkowa tréstanowit fakt, ze nie
istnialy jeszcze dostatecznie rozwinigte techniki eksperymentalne pozwalajace w subtelny sposéb
te efekty identyfikowa. Byly to gtdwne przyczyny, dla ktérych wieks3oteorii powstajacych na
poczatku rozwoju fizyki laseréw pétprzewodnikowych skupiata sie na opisie zjawisk optycznych
w jednoczastkowych modelach. Wymiériu mozna pracg[[3], gdzie autor zauwaza niezgod-
nost z déswiadczeniem prostego modelu opisu funkcji wzmocnienia. Z pracy tej, jak rowniez
i z kolejnych artykutéw (np.[[4,/5]6] 7]) wynika, ze jednoczastkowe modele nie uwzgledniajace
efektow wielociatowych maja ograniczone zastosowanie w przypadku opisu laserow potprze-
wodnikowych. Wyniku tego nie daje sie poprawstosujac skomplikowane rachunki pasmowe,
uwzgledniajace efekty oddziatywania odlegtych pasm [8]. Tak wiec kluczowe w prawidtowym
opisie zjawisk zachodzacych w tych strukturach wydaje sigwypierwszym rzedzie uwzgled-
nienie efektéw wielociatowych 9] i na tej bazie konstruowanie mikroskopowej teorii opisu lase-
réw potprzewodnikowych. Rozwoéj tej dziedziny wiedzy w latach osiemdziesiatych doprowadzit
do ustalenia, ze podstawowym czynnikiem majacym wptyw na powstanie nieliniowych zjawisk
optycznych w laserach potprzewodnikowych jest oddziatywanie coulombowskie.

Przyjmujac ten kierunek badaeoretycznych otrzymano wyniki jakoiowo zgodne z do-
Swiadczeniem.

Podstawowymi problemami z punktu widzenia teorii uwzgledniajacych efekty wielociatowe
w laserach potprzewodnikowych sa: wtawe uwzglednienie zmiany ksztattu linii widmowej,
wzmocnienie absorpcji na skutek efektow oddziatywania coulombowskiego oraz zwezanie sie
przerwy energetycznej wraz ze wzrostem koncentracji swobodnyarikaw.

Pierwsze z tych zagadmigzwiazane ze zmiana ksztattu pojedynczej linii widmowej, rozwa-
zane byto na gruncie r6znych mechanizmoéw oddziafywawnatrz uktadu i sprzezenia z otocze-

niem. W chwili obecnej wydaje sig, ze dominujacy wptyw na ksztatt linii spektralnej ekscytonéw
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ma oddziatywanie z fononami optycznymi podtuznymi. Proby badania wptywu oddziatywania
elektron-elektron na szerowlinii zostaty przeprowadzone w prady [10]. Fonony akustyczne, jak
wynika to np. z prac[[11,12,13] maja duzo mniejsze znaczenie, co zwiazane jest z ich relacja
dyspersji oraz stata sprzezenia.

Z doswiadczé wynika, ze linie widmowe cechuje wykfadniczy zanik w miare oddalania sige
od gtéwnego maksimum (patrz np. [14] oraz rozdgjat 3, gdzie przeprowadzone sa rozwazania do-
tyczace reguly Urbacha). Dlatego tez w niniejszej rozprawie szczegdélny nacisk potozony zostat na
wiaSciwe uwzglednienie w pierwszym rzedzie efektéw oddziatywania ekscyton-fonon optyczny
podtuzny, nie zamykajac drogi do uwzglednienia innych efektow wielociatowych majacych takze
wptyw na ksztatt linii.

Wzmocnienie coulombowski¢ [1/5,/16] 17], 18] (ang. t@eulomb enhancem@grtwiazane jest
bezp&rednio z korelacja miedzy elektronami i dziurami. Podstawowa konsekwencja omawianego
wzmocnienia jest zwigkszenie tempa rekombinacji. Szczego6lnego znaczenia efekty te nabieraja
w uktadach o obnizonej wymiaro®oi, zwlaszcza w uktadach tzw. kwazizerowymiarowych, np.
kropkach kwantowych. Mamy tutaj do czynienia ze zwigkszeniem wptywu efektéw korelacji, co
zwiazane jest z putapkowaniem38rkéw w ograniczonym obszarze przestrzeni.

Kolejnym istotnym elementem, ktéry powinna uwzgledntaoria opisu zjawisk wielociato-
wych w laserach jest zmniejszanie sie przerwy energetycznej pod wptywem swobodisych no
kow (ang. tzw.band-gap narrowinyy Dominujacy wptyw na omawiany efekt ma duza koncen-
tracja swobodnych r&mikow. Bardzo dobra metoda perturbacyjna pozwalajaca na uwzglednienie
wptywu oddziatywania coulombowskiego na renormalizacje przerwy energetycznej jest tzw. przy-
blizenie GW, ktére bedzie szerzej oméwione w dalszym ciagu rozpréwjeci ona triumfy
w rachunkach pasmowych, gdzie doskonale poprawia przewidywania teorii funkcjonataajesto
dotyczace warteci przerwy energetycznej w krysztatach.|[19].

W drugim rozdziale rozprawy zostanie przedstawiony formalizm, ktory bedzie uzywany do
dalszych rachunkow w niniejszej pracy. Przedstawione zostana w nim funkcje korelacji, bedace
naturalnym narzedziem badania i opisu ukladéw wielu ciat w fizyce statystycznej. Réwnania

rézniczkowe na wprowadzone tutaj funkcje beda stanowity podstawe do kolejnych prayblize
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W pracy tej rachunki perturbacyjne na funkcje korelacji przeprowadzane beda w przyblizeniu ku-
mulantowym, ktére umozliwia uwzglednienie efektéw wielociatowych do niéskonego rzedu

w rozwinieciu diagramatycznym [20,21]. Doktadniejsza analiza samego przyblizenia oraz zalety
jego stosowania przedstawione zostana pod koniec rozdziatu.

Trzeci rozdziat ma na celu pogladowe przedstawienie dziatania metodologii wprowadzone;j
w poprzednim rozdziale, na przyktadzie opisu krawedzi absorpcji w potprzewodnikach samo-
istnych. Poréwnanie z dwiadczeniem pokazuje duza zgo8n@rzewidywa teoretycznych z
mierzonymi wielk&ciami. Uzycie rozwinigcia kumulantowego z retardowana energia wlasna
w drugim rzedzie rachunku zaburgeprzy zastosowaniu dokladnego wysumowania po wszyst-
kich pasrednich poziomach ekscytonowych, pozwala na odtworzenie z bardzo duza d&kiadno
urbachowskiej zalezrsai krawedzi absorpcji (zalezaowyktadnicza utrzymuje sie przez wiele
rzedow wielk&ci).

Kolejny rozdziat zawiera zasadnicza éz@racy. Przedstawiona zostanie w nim teoria pozwa-
lajaca otrzyma funkcje wzmocnienia w laserach poétprzewodnikowych w oparciu o systematyczne
uwzglednienie efektow oddziatywania coulombowskiego wraz z uwzglednieniem efektéw ko-
relacji i ekranowania. Korzystajac z podstaw teoretycznych opisanych szczego6towo w rozdziale
trzecim oraz przez analogie z oddziatywaniem ekscyton-fonon LO w sposOb przejrzysty przedsta-
wie opis wspomnianych uktadéw. Poréwnanie teorii BwW@mdczeniem zostanie przeprowadzone
pod koniec czwartego rozdziatu.

Model opisu efektow wielocialowych przedstawiony w niniejszej pracy zostat zastosowany
do struktur tréjwymiarowych oraz kwazidwuwymiarowych (studni kwantowych). W tych dwoch
klasach uktadéw mozna bez problemu stosowa samo podégie teoretyczne. W przypadku
dalszej redukcji liczby wymiaréw uktadu nalezy liczgie ze znacznymi réznicami jagciowymi
w opisie tych struktur i dlatego uktady takie jak druty kwantowe i kropki kwantowe znajduja sie

obecnie poza obszarem stosowdlcionodelu w obecnej jego formie.



Rozdziat 2

Formalizm

Badajac wiasngci optyczne materiatow poétprzewodnikowych rozwazamy uktad elektronow pa-
smowych poruszajacych sie w zewnetrznym fluktuujacym potencjale (np. zwiazanym z drganiami
sieci). Miedzypasmowe oddziatywanie coulombowskie jest m.in. odpowiedzialne za efekty ekscy-
tonowe w absorpcji miedzypasmowej. Potencjat fluktuujacy z kolei prowadzi do rozmycia widma.

Mamy wiec do czynienia ze skomplikowanym uktadem wielocialowyrsciate rozwiazanie
takiego zagadnienia jest praktycznie niemozliwe. Dlatego tez w tego typu sytuacjach w fizyce
stosowane sa réznego rodzaju przyblizenia. Polegaja one w wigkisza wyodrebnieniu pod-
stawowych wiasngci uktadu oraz prowadzenie dalszych oblitziba modelowego hamiltonianu,
ktory reprezentuje najsilniejsze efekty ®gjowego problemu manifestujace sie vsddadczeniu.
Przyktadem z innej dziedziny moze bteoria nadprzewodnictwa BESydzie mamy do czynie-
nia z silnie skorelowanym ukfadem wieloelektronowym, ktéry mozna @pisastym modelem
teoretycznym zawierajacym mechanizm tworzenia sie stanu nadprzewodzacego.

Dodatkowym aspektem badldizyki teoretycznej jest mozlivat doswiadczalnej weryfikaciji
otrzymanych wynikéw. Wiele danych otrzymanych beagalnio w eksperymentach wyraza sie
poprzez funkcje korelacji, bedace naturalnym jezykiem fizyki statystycznej uzywanym do opisu
uktadoéw wielociatowych. Zwiazane z funkcjami korelacji funkcje Greena sa risjegestosowa-

nym i wygodnym narzedziem do opisu&ieiadczé w dziedzinie fizyki materii skondensowanej.

Inazwa pochodzi od nazwisk tworcow — Bardeena, Coopera, Schrieffera
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Dlatego tez w ponizszych rachunkach bede stosowat formalizm nieréwnowagowych funkcji Gre-
ena.

Na uwage zastuguje takze problem struktury pasmowej. W realnych materiatach czesto mamy
do czynienia ze skomplikowanymi zale&uiami energii poszczegolnych pasm od wektora falo-
wegok. Wielopasmowa struktura, w ktorej kazde pasmo posiada inna, niewyrazajaca sie wzorami
analitycznymi, zalezr&t dyspersyjna, zamyka droge do przeprowadzenia jakichkolwiek rachun-
kéw analitycznych. Samo uwzglednienie doktadnej struktury pasmowej nie prowadzi do popraw-
nych wynikéw w przypadku, gdy korelacje i efekty wielociatowe stanowia dominujacy czynnik
wplywajacy na zachowanie sie uktadu.

Aby uwypuklic znaczenie efektow korelacji w pracy tej zdecydowatem sie na potraktowa-
nie struktury pasmowej w sposob przyblizony, zwracajac uwage gtownie na efekty wielocia-
lowe. Podejcie takie nie wyklucza mozliviei doktadniejszego uwzglednienia czynnikow takich,
jak nieparaboliczn&t pasm, wziecia pod uwage bardziej odlegtych energetycznie podpasm, itp.
W wigkszaci wypadkéw bedzie to prowadzito jedynie do komplikacji natury technicznej bez
wiekszego wptywu na tok rozumowania.

Podobne rozwazania do powyzszych mozna zastasevalniesieniu do uktadéw o obnizone;j
wymiarowdsci, takich jak studnie kwantowe, zamieniajac odpowiednie funkcje na dwuwymia-
rowe. Pojawia sie tutaj dodatkowa trudpjaka jest w przypadku studni kwantowej doktadne
uwzglednienie jej skioczonej szerok&ci w sposob analityczny. Wymaga to rachunkéw nume-
rycznych juz na samym poczatku obliczéstnieja jednak rézne rodzaje przyblizpozwalajace
na wziecie pod uwage tego, ze studnia kwantowa nie jest ukladem catkowicie dwuwymiarowym
a funkcje falowe zaréwno elektrondw jak i dziur rozciagaja sie takze prostopadle do ptaszczyzny
studni. Przyblizenia zastosowane przeze mnie w takich sytuacjach zostana oméwione w dalszym
ciagu pracy W praktyce teoria tréjwymiarowa ulega drobnym modyfikacjom, majacym na celu
uwzglednienie redukcji wymiaru uktadu — zachowuje jednak swoja strukture.

Omawiajac modelowy ukiad trudno nie wspomnie roznych podéiciach do zagadnienia
absorpcji w pétprzewodnikach stosowanych w literaturze. Z uwagi na silne efekty ekscytonowe

stosuje sie czesto pragje do reprezentacji ekscytonowej, w ktorej uproszczona jest arga-
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zana z oddziatywaniem, gdyz wyeliminowane sa miedzypasmowe sprzezenie coulombowskie
elektron-dziura. Ta technika redukcji stopni swobody, polegajaca na zrzutowaniu przestrzeni Hil-
berta na podprzestraedwuczastkowa, zostanie zilustrowana w nastepnym podrozdziale, gdzie
wprowadzony zostanie efektywny hamiltonian ekscytonowy.

Stan ekscytonowy definiuje sie jako liniowa kombinacje wzbadyeu elektron-dziura daja-
cych w efekcie czastke o wodoropodobnym widmie wzbad@2e, 2320, 24]. Tak skonstruowane
czastki nie sa w petni bozonalfingdyz ich relacje komutacji sa jedynie w przyblizeniu bozonowe.
Komutator operatoréw anihilacji i kreacji daje w wyniku delte z dokiaslria do statej proporcjo-
nalnej do ,gestéci ekscytonow” fa?, gdzie n jest gestwia wzbudz@ elektronowych, natomiast
a jest efektywnym promieniem Bolffa Funkcje falowe ekscytonéw przy duzej gestnaktadaja
sie, w gre zaczyna wchodzizakaz Pauliego i przyblizenie to nie jest uzasadnione. Hamiltonian,
w ktérym ekscytony reprezentowane sa przez operatory kreacji i anihilacji wzbulineczast-
kowych, jest w swym zatozeniu wygodnym modelowym przyblizeniem uktadu o matejapesto
swobodnych ngnikéw. W uktadzie silnie wzbudzonym (o duzej koncentracgmkow) podegcie
takie wymaga wiec modyfikacji o czym bedzie mowa w rozdZiale 4.

Okazuije sie, ze w obecaoi nagsnikow swobodnych zamiast definiowania ekscytonu na po-
ziomie operatoréw kreaciji i anihilacji wygodniej jest badstrukture spektralna dwuczastkowej
funkcji korelacji. Podédjcie takie pozwala wypracowgednolity sposob opisu zaréwno uktadéw
o matej jak i duzej koncentracji swobodnychamikdw.

Niniejszy rozdziat zawiera przedstawienie teorii opisu zjawisk optycznych w potprzewodni-
kach w oparciu o funkcje korelacji. Na poczatek korzystajac z metody catek funkcjonalnych

wyprowadze efektywny hamiltonian dla ekscytondéw sprzezonych z drganiami sieci. Nastepnie

2Warto nadmierd, ze bozonowy lub fermionowy charakter czastek mozerbgumiany w rézny sposob. Jednym
z kryteribw moze bg spetnianie przez operatory kreacji i anihilacji odpowiednich regut komutacji badz antykomu-
tacji. Inne poddjcie, zwiazane z fizyka statystyczna, méwi o statystyce obsadzania pozioméw. Przyktadem moga
byt bozony, znajdujace sie na kole o Skaonym obwodzie, oddziatujace potencjatem typu delta. Ich funkcja fa-
lowa ma nadal symetrie bozonowa ze wzgledu na zamiane czastek jednak obsadzaja one stany zgodnie z regutami
fermionowymi.

80 = e/t , €50 jESt WySOKOCZESEEIOWA Stata dielektryczn@, masa zredukowana uktadu elektron-dziura.
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wyprowadzone zostana réwnania na funkcje korelacji oraz ich rozwiazania perturbacyjne oparte

na przyblizeniu kumulantowym. Dyskusja wzoréw ogolnych Zakay rozdziafP.

2.1 Efektywny Hamiltonian ekscytonowo-fononowy
2.1.1 Zwiazek wspoitczynnika absorpcji z funkcjami korelacji

Zachowanie sie uktadu w stabym polu promieniowania elektromagnetycznego dobrze jest opisy-
wane przez teorie reakcji liniowej uktadu. Stanowi ona standardowa metode fizyki statystycznej
stosowana zarowno w uktadach rownowagowych jak i w przypadku, gdy uktad znajduje sie
niedaleko od stanu réwnowagi termodynamicznej. Przykladem nierownowagowej metody fizyki
statystycznej uzywanej w podobnych uktadach sa wprowadzone przez Keldysha (patrz np. [25])
funkcje Greena na konturze. Metoda ta rozszerza teorie réwnowagowych funkcji korelacji na
uktady znajdujace sie w poblizu stanu rownowagi termodynamicznej lub kwaziréwnowagi.
W przypadku wiasngci optycznych pétprzewodnikéw w obszarze pszepniedzy pasmem
walencyjnym i pasmem przewodnictwa dzigki teorii reakcji liniowej mozemy powigzspot-

czynnik absorpcji(w) z retardowana dwuczastkowa funkcja Greena [26]

a(w) = Im ) GR(klek’lk’Q,w)pcv(klkg)p’c‘v(k’lk’Q)éklk/l Okold, (2.1)
cn,wV o K
1x2K1Ka
gdzie
Pev(ky, ko) = (cky|é - pluks). (2.2)

¢ jest wektorem wyznaczajacym polaryza&jgiatta natomiasp to operator pedu. Symbole
I v 0znaczaja stany elektronowe odpowiednio z pasma przewodnictwa i walencyjnego. Funkcja

G®(ki1ks, w) jest transformata Fouriera retardowanej funkcji Greena zaleznej od czasu

“+oo
G (ki ko, K, Kb w) = / ettt GR (i ko ki K, ¢, t)dt (2.3)
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gdzie ta ostatnia zdefiniowana jest jakednia termodynamiczna ze wzgledu na odpowiedni

zespot statystyczny
G (kikaki Kb, t,19) = —iO(t — to) (|aly, (e, (1), aly (to)a, (to)] ) - (2.4)

W powyzszym wzorze symbal, oznacza operator kreacji elektronu wspse przewodnictwa
v = ¢ lub walenycjnymv = v. Ewolucja w czasie powyzszych operatorow krea@jj2 (t) i ani-
hilacji a,,, () elektronéw wyrazona jest w obrazie Heisenberga, a nawias kwadratowy oznacza
komutator. CzgC urojona retardowanej funkcji Greena we wzorge] (2.1) sllarelodatnio okre-
Slona funkcje geskri spektralnej opisujaca gestqrawdopodobiestwa, ze para elektron dziura
o pedactk; i —k; (przepcia proste) w gamiec lub v ma energiev.

Znajoma&t powyzszej funkcji Greena, a co za tym idzie, takze funkcji ggstepektralnej
pozwala uzyskamierzalne bezgrednio w déwiadczeniu wielkeci.

Przed wyprowadzeniem wzoréw na szukane funkcje korelagimgEre troche miejsca na
wyprowadzenie efektywnego hamiltonianu ekscytonowo-fononowego, ktéry bedzie stanowit pod-

stawe dalszych rachunkéw.

2.1.2 Propagator ekscytonu

Hamiltonian uktadu sktadajacego sie z elektronéw pasmowych w krysztale oraz jonéw ma naste-
pujaca posta

H = Hel + Hjony + Hel—jona (25)

gdzie odpowiednio c& H,, reprezentuje elektrony pasmowe (w niniejszej pracy uwzglednione
sa jedynie dwa pasma ale mozliwe jest rozszerzenie na wieksgivapasm)H ., jony sieci
krystalicznej oraz potencjat oddziatywania tych dwoch poduktaddy ;.,. Niestety taki ha-
miltonian ma dos§ skomplikowana posta gdyz w ogélnym przypadku mamy do czynienia
z dwoma poduktadami: fermionowym (elektrony) oraz bozonowym (jony) oddziatujacymi mie-
dzy soba i wzajemnie modyfikujacymi swoje wtasnb Oprécz tego jest to hamiltonian uktadu
wielu ciat, ktérego nie daje sie w spos@bisty rozwiaza. W zwiazku z tym, ze zaintereso-

wani jestémy optycznymi wiasr&ciami potprzewodnika mozemy caty ten wielociatowy, ogélny

9
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hamiltonian zrzutowana podprzestrzedwuczastkowa odpowiadajaca miedzypasmowym wzbu-
dzeniom elektron-dziura, korzystajac z przyblizenia Hartree-Focka. Innymi stowy zredukujemy
ogolny hamiltonian do efektywnego modelu, w ktérym korelacje nieskonego rzedu zostana
uwzglednione w przyblizeniu Hartree-Focka. W ten sposob niestana hierarchia rownazo-
staje obcieta na poziomie dwuczastkowym. Tak wyprowadzony efektywny hamiltonian moze
stanow€ baze do uwzglednienia efektéw wyzszych rzedéw oraz ewentualnego wtaczenia do ra-
chunkoéw innych, dodatkowych zaburze

Nalezy przy tym wspomnig ze podobne pod&jie znane jest bardzo dobrze w literaturze
[22,23]27,28], przy czym bardzo czesto problem ten stawia sie w postaci gotowego, efektywnego
hamiltonianu ekscytonowego, do ktérego dopisuje sie zaburzenie w postaci np. oddziatywania
ekscyton-fonon. Ponizsze wyprowadzenie stanowi uzasadnienie dla stawiania problé&mie wia
w ten sposob. Rzutowanie na dwuczastkowa podprzésivgzezestrzeni Focka zostanie dokonane
na poziomiesrednich termodynamicznych (funkcji korelacji). Pozwala to w podobny sposéb
traktowa uktady o nieduzej koncentracji swobodnyctsnikéw jak i silnie wzbudzone struktury.

W uktadzie opisanym przez hamiltoniap {2.5) identyfikujemy funkcje falowa ekscytonu z

termodynamiczna funkcja korelacji ]29]

- P(k/D k/2; ki, ko; Tlv T) = <T (aj;,k’l (”—/)CLv,k’2 (T/)aj},kz (T)&c,kl (7))> = (26)
= <T (aT(ll,T’)a 2/, 7)a'(2,7)a (1,7‘)>>.

Operatoralty(r) oznacza operator kreacji elektronu wspde walencyjnym(v = 1) lub
przewodnictwav = 2) zalezy odr €< 0,5 >, gdzieg = 1/kT, ktére parametryzuje urojony
czas.T jest operatorem uporzadkowania chronologicznége; —i7, a < ... > jestsrednia
termodynamiczna w wielkim zespole kanonicznym. Energia liczona jest wzgledem potencjatu
chemicznego i w zwiazku z tym potencjat chemiczny nie wystepuje jawnie we wzordrhdrae.
Ewolucja czasoway, (7) zadana jest przez hamiltonidn (2.5) zgodnie z reprezentacja Heisenberga
a(t) = e#Tae~ 7. Dla uproszczenia zastosowany zostanie w ponizszych wzorach zapis, w ktérym
symbol (1) bedzie oznaczat zmienne wspae walencyjnym natomiast (2) zmienne wspae

przewodnictwa oraz w kazdym przypadku odpowiedni czas. Wprowadzmy takze operator kreacji
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pary elektron dziura zdefiniowany nastepujaco

AL'2 7)) = a2, Ta(1, ) (2.7)
oraz odpowiedni operator anihilaciji

An(1'2,7) = o' (1, 7)a(2',7) (2.8)

Dolny indeks H zostat dodany, by podkti&, ze operatory powyzsze zapisane sa w obrazie

Heisenberga. Stosujac taka definicje otrzymujemy

1
— P(I'27';127) = ZTr{e*ﬂHTAH(m,’T’)AL(u,T))}: (2.9)

1 / /
= ETI {Te‘ﬁHeT B 4172, 7)™ —H AT (12, T)G_TH)} . (2.10)
gdzieZ oznacza sume statystyczna.
Z =Tr{Te M}, (2.11)

Do tej pory rozwazania mialy doéygolny charakter. Jednak obliczenie propagairé2’, 7'; 12, 7)
w ogoélnym przypadku, bez zastosowania dalszych uprodzicgezyblizen jest praktycznie nie-
mozliwe. Przyjrzyjmy sie wiec blizej cagi opisujacej poduktad jondw oraz wptywowi na funkcje
korelacji ekscytonu. Drgania sieci reprezentowane sa przez fonony opisane za pomoca operatorow
kreacji i anihilacjibl,, bq.

Przedstawmyslad po zmiennych fononowych w reprezentacji fononowych stanéw koherent-

nych operatoréw anihilacji fononow, tzn. standw spetniajacych réwnanie [30]
Bq |bq> = bq |bq> (2.12)
unormowanych tak, z&,|b,) = €’a’s. Wyrazenie naP przybiera posta

dbidb .
—P(1'2,7;12,7) = %{/H <M62q_b‘lbq) X (2.13)
q

271
><<bql...

Trel{T {eT/HA(l’Q’, )e™TH AT (12, T)e_TH} }

11
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gdzieTr., oznacza operacfdadu ze wzgledu na zmienne elektronowe.

W dalszych rachunkach wykorzystam metode catek funkcjonalnych Jest to bardzo czesto
stosowanysrodek przy wyprowadzaniu przyblizeoraz ogéinych wzoréw perturbacyjnych. W
opisywanym tutaj przypadku zastosowanie reprezentacji stanéw koherentnych wraz z catkowa-
niem funkcjonalnym daje przejrzysty obraz i pozwala na dobra kontrole przpblReedziat
0, §] zostanie podzielony n& podprzedziatéw w punktach = j5/N, gdziej = 0,...,N aw

kazdym z tych punktéw zostanie wstawiona reprezentacja operatora jednostkowego w postaci

db* (7 db T — 2 b (1i)bg (7))
- (P e oy (7 (73)-) (a7 - (214)

2

Przy prze$ciu do granicy ZV — oo i przy zastosowaniu standardowej notacji catek funkcjonal-

nych wzor na propagator elektron-dziura przybiera gpf3e]

/ * 7 * " 8 1
— P(1'2',7';12,7) /D b (75)bg (T])] exp |:/d7’ > o b(r )87'”bq(T )+ Hjony| %2.15)
2 q
B
XTrg § Texp | = [ dr"(Ha + Hason(b3(7"), b (7)) | AU2'7) AT (127) b
0

przy zatozeniu periodycznych warunkow brzegowygh3) = by (0). Na obecnym etapie wygod-

nie bedzie wprowadzidwuczastkowa funkcje Greena zdefiniowana w nastepujacy sposéb

8
Tr,; {T exp l [dr"(He + Hep ]Onl A(1’2’)AT(12)}
— G(1'2,12,7'7, [bby]) = 0

(2.16)
Trel {eXp [ de//( el + Hel ]on]}
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Funkcja ta odpowiada wzbudzeniom pary czastka-dziura poruszajacej sie w klasycznym, za-
leznym od czasu potencjale pochodzacym od deformaciji sieci krystalicznej i reprezentujacym
konkretna realizacje potencjatu. Zalezy ona funkcjonalnie od wairtklasycznych zmiennych
zespolonychby (1) b, (7).

Wprowadzmy efektywne dziatanie fononowe zdefiniowane nastepujaco

B
Ston = /dT" <Z b:;(dT”)@Tubq(T”) + Hjony (0", b)) + (2.17)
0 q

Tr 1 {Te_ foﬁ dr”(Her+Her—jony) }
e

—In
Tr. e PHe

Druga cz&C Sy, opisuje wptyw poduktadu elektronéw na ruch jonéw w analogii do standardo-
wego przyblizenia adiabatycznego. W ten sposoéb funkcja ekscyfionu (2.6) zostata wyrazona przez
catke funkcjonalna po réznych realizacjach potencjatu fluktuujacego powstatego na skutek wy-

chylenia jonow z potozenia rownowagi z waga zwiazana z funkcja dziatgpjadla konkretnego

potencjatu.
1 *
P(1,2,71,2,7) = 7 /D [b:l(j)bq(j)} e~ Sronlbabal G (1727 12, 7'7, [0504)) (2.18)
Symbol 72/ = Z/Trge " we wzorze [(2.18) oznacza zmodyfikowana suma statystyczna.

Wziawszy pod uwage modyfikacje statych sitowych wywotana obgcigoelektronéw pasmo-
wych efektywny hamiltonian fononowy mozemy wybra przyblizeniu harmonicznyn#¢,,, =
> q hwq(bgbq + 1/2). Nie przy kazdym wyborze reprezentacji stanow koherentnych bedzie on
diagonalny, jednak mozemy zawsze wybranich taka, ktéra diagonalizuj;., i w niej prze-
prowadz€ wszystkie rachunki. Wzér ten stanowi punkt &gip do wprowadzenia efektywnego
hamiltonianu ekscytonowego w obe&eofonondw.

Powyzsze rozwazania stanowia uogolnienie przyblizenia adiabatycznego. Polega ono na tym,

ze obydwa podukfady: jonéw sieci krystalicznej oraz gaz elektronowy w inny sposéb reaguja na

13
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zaburzenie. Ruch ciezkich jader atomowych jest w poréwnaniu do ruchu elektronéw bardzo wolny
i dlatego, gdy jony zostana wychylone z potozenia réwnowagi, elektrony zdaza dostcsiowia

nowego rozktadu tadunkéw nie zmieniajac jedndrie potozenia jonow.

2.1.3 Roéwnania ruchu na funkcje Greena

Ré6zniczkujac po czasie funkcig ze wzoru [2.1]6) oraz korzystajac z rowndeisenberga otrzy-

mujemy

8
12,12, 7' 1 = [ ar" (He+ Herson)
_94( i v”):Z_Trel Tle o H, A('27)AN(120)]| Y+ (2.19)
T el

o(r — r’)ZiTrel {T {e i 4w o) 417, AT(m)ﬂ } . (2.:20)

el

Réwnoczasowy komutator operatoroidlar’ = 7) wynosi
[A(1'2'), AT(12)] = Gieyiey e they — Grcyse, O ey (2.21)

Gdyby wart& oczekiwana tego komutatora znikata dla réznych stanéw i wynosita 1 dla tych
samych mielibgmy do czynienia ze zwyklymi bozonowymi relacjami komutacji. Jednak, jak
wida€ z powyzszego wzoru, waioi te czasem odbiegaja od tego, czegsnby chcieli.

W granicy niewielkich koncentracji mozemy jednak zasx’tfmi)eratorych1 ax, Orazaj,ay,

przez ich wartéci oczekiwane, co daje w przyblizeniu
[A(1'2), AT(12)] = St Oy - (2.22)

Gdy koncentracja jest nieduza wzbudzone pary ,nie widza” sie nawzajem i pomijalna jest fermio-
nowa natura czastek, ktére wchodza w ich sktad. Wraz ze wzrostem koncentracji (i w konsekwen-
cji potencjatow chemicznych) czastki, ktére maja fermionowa nature, obsadzaja coraz wyzsze

stany. Energia kinetyczna staje sie w ich przypadku czynnikiem dominujacym w stosunku do
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energii potencjalnej oddziatywania i mamy wtedy do czynienia z ciecza elektronowo-dziurowa
(patrz np. [2B]).

Bozonowe relacje komutacji (Z]22) sa bardzo wygodne dlatego tez w sprzyjajacych warun-
kach, gdy tylko jest to mozliwe, stosowane jest przyblizepie {2.22). Dyskusje zaczniemy od takiej
sytuacji, w ktorej mamy catkowicie wypetnione pasmo walencyjne oraz puste pasmo przewod-
nictwa. Mamy wtedy do czynienia z ,czystymi” ekscytonami oddziatujacymi z drganiami sieci.
Nastepnie rozwazymy przypadek silnie wzbudzony, gdzie zwiazane stany ekscytonowe przestaja
istniec. Mamy wtedy do czynienia raczej z plazma elektronowo-dziurowa zamiast gazu ekscyto-
nowego.

Stosujac przyblizenie matej gesto gazu elektronowego oraz linearyzujac rownanie {2.19) ze

wzgledu naj orazby i by otrzymujemy nastepujacy wynik

_ 092V 12,7) s s(1 — 16 — 2) + / d17d2" H,(1'2':1"2", 7)G (172" 12, 7'7),

or’
(2.23)

gdzie przezH, oznaczony zostat operator efektywnego hamiltonianu ekscytonowego dziatajacy

w przestrzeni dwuczastkowe]

Hx<1,2,, 1//2//’ 7_//) — Hel(2/2//)5(1/ _ 1//) + Hdz(1/1//)5(2/ _ 2//) + U(1/2/, 1//2//) ‘I‘

+ Heo5on(22",7")0(1 = 1") + Hyoe 5o (1'1",7")0(2" = 2").  (2.24)

Wyrazy H., — czet elektronowaH,;, — cz€sC dziurowa oraz/ — coulombowskie sprzezenie
elektron-dziura stanowia hamiltonian swobodnego ekscytéffu= H,, + H,. + U, natomiast
pozostate dwall,;_ jon, + Ha.—fon = Ha—jon, OpPisuja oddziatywanie ekscytonu z polem wytwo-
rzonym przez jony. Tak wiec propagatBrmoze zosta zapisany w przyblizeniu w nastepujacej
postaci

P(1'2,12) = / D b* e=Sronlbibale [T 4T HL) (2.25)

Po prawej stronie rownania wystepuje funkcja wyktadnicza od macierzy dwuczastkowego ope-
ratora H,(7"). Aby przeprowadd rachunek zaburteprzedstawiamy efektywny hamiltonian

ekscytonowy w formie, = HY + H,_;,,(b*, b). Korzystajac z tego mozemy zdefiniobvaieza-
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burzona funkcje Greena ekscytonu w idealnej sieci jako rozwiazanie réwnania

—0,Go(1'2:12,7'7) = §(7' —7)6(1' = 1)5(2' —2) + / d1"d2"H2(1'2;172"  7")Go (172”12, 7"'7).
(2.26)
Za pomoca tej funkcji mozemy zapisedwnanie na funkcje ekscytonowa uwzgledniajaca oddzia-

tywanie z siecia krystaliczna w formie

G(1'2":12,7'1) = Go(1'2';12,7'7) + (2.27)

+ /ﬁ dTl/l/d1/1d1///d2//d2///g0(1/2/; ]_”2”>Hx_fon(]_”2”; 1///2///’ T//l)g(1///2///; 127 7_///7_).
J0O

Roéwnanie [Z.27) moze standwpodstawe rozwiniecia perturbacyjnego wzgledem zaleznego
od czasu oddziatywania z drganiami Siéti_;,,, [20].

Na komentarz zastuguja pewne wtasoiodwuczasowej funkcji korelacj?. Mozna podziel
ja na dwie czgci (tzw. cz& P~ oraz P~ odpowiadajace réznym uporzadkowaniom operatoréw

kreacji i anihilacji)
P(r',7)=0(" —71)P(7',7) + O(r — ) P=(7', 1), (2.28)

przy czymP~ istnieje tylko dla0 < 7/ — 7 < 8 natomiastP< dla0 < 7 — 7’ < (3. Korzystajac

z cyklicznasci Sladu mozna pokazaze
P> (r',7) = P(7, 74+ B) = P<(' — 3, 7). (2.29)

Mozemy wiec rozszerzy definicje P na dowolne waoi argumentowr, 7’ definiujac ja na
zewnatrz przedziatu okstondsci jako funkcje periodyczna. Wiased powyzsze sa charakte-
rystyczne dla bozonowych funkcji korelacji, przez co naszym wzbudzeniom mozemy pizypisa
bozonowe wiasr&ri. Biorac pod uwage cykliczso amplitud bozonowych otrzymujemy waru-

nek periodycznsci dla ekscytonowej funkcji Greer@&(7’' + 3,7) = G(7/,7) Takie wlasn&ci

funkcji Greena pozwalaja takze na stosowanie standardowych metod formalizmu dla temperatur

skanczonych (np. matsubarowskich sum po czgsitach [20]).
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2.2 Jednoczastkowa funkcja korelacji w przyblizeniu kumu-
lantowym

Rozwiniecie kumulantowe jest dobrze znana metoda klasycznej fizyki statystycznej oraz teorii
prawdopodobiastwa. W mechanice kwantowej metoda ta jest nieco rzadziej uzywana ze wzgledu
na komplikacje rachunkowe. Tym niemniej stosowano ja do rachunkéw perturbacyjnych majacych
na celu uwzglednienie efektow wielociatlowych oraz korelacji w kwantowej fizyce statystycznej.
Znalazta zastosowanie np. do problemu polaragnu [31], wyznaczenia satelitow plazmonowych
w metalach [[32], czy zagadnieniach zwiazanych z transportem w ukfadach kwantawych [33,
34,35].

W podrozdzial¢ Z.1]13 wyprowadzony zostat efektywny hamiltonian opisujacy ruch elektronéw
w zewnetrznym, zaburzajacym potencjale. Zdefiniowany zostat takze propagator pary czastka-
dziura. Ponizej zajme sie przedstawieniem jednego ze sposobow obliczenia funkcji korelacji
korzystajac z przyblizenia kumulantowego. W celu zilustrowania metody rozwiniecia kumulanto-
wego ogranicze sie do jednoczastkowej funkcji Greena. Struktura fomacau na dwuczastkowa

funkcje korelacji pozwala na proste uogolnienie tych wzorow takze na funkcje dwuczastkowa.

2.2.1 Rozwinigcie kumulantowe funkcji Greena

Jednoczastkowe funkcje korelacji sa dobrze znane w fizyce wielu ciat. Metody konstrukcjirowna
ruchu dla funkcji Greena stanowia standardowe procedury fizyki wielu czastek (patrz np. [29,
30,120/3B6]). Poza nielicznymi przypadkastiste rozwiazywalnych modeli mamy do czynienia
z rownaniami, w ktérych nalezy zastosawjakss metode pozwalajaca na uzyskanie rozwiazania
przyblizonego. Metoda taka stanowi rozwiniecie kumulantowe.

Réwnanie ruchu dla jednoczastkowej funkcji Greena dla czaséw rzeczywistych mozna formal-

nie zapisa za pomoca tzw. funkcji energii wkasnej (¢ — t') [B7]

= 5(t) + T GR (1) + / SRt — GR(), (2.30)
5

0Gi(t)
ot

?
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gdzieel'! oznacza energie stanu jednoczastkowego w przyblizeniu Hartree-Focka. Fun&sfa
nielokalna w czasie i og6lnie prowadzi do renormalizacji widma wzbkigeénoczastkowych, co
manifestuje sie przez przesuniecie i poszerzenie linii widmowych.

Zwykle w uktadzie wieloczastkowym wzbudzenia jednoczastkowe charakteryzowane sa przez
wyraznie odcinajace sie maksima w funkcji gésficspektralnej. Odpowiadaja one kwaziczastkom
o charakterystycznej energii oraz czasie zycia. Polozenie maksimurslaleeergie, natomiast
jego szerok&t zwiazana jest z odwrot8oia czasu zycia. W wyprowadzeniu przyblizonego wzoru
na funkcje Greena istotne beda pewne ogoélne wksnakie spetnia funkcja korelacji bedaca
rozwiazaniem réwnania (Z.130).

Wzbudzenia jednoczastkowe o pedkieenergiiw opisuje funkcja ges&zi spektralnej zdefi-
niowanej nastepujaco

Ag(w) = —%Im [Gk(w)] . (2.31)

Charakterystyczna zalezsmood czasu funkcji Greena zdeterminowana obécigowzbudze-
nia kwaziczastkowego dana jest przgez [29]

IGR(1) = O(t) Zie5<® x O(t) Zye~i(atTHt, (2.32)

Jest to szybko oscylujaca funkcja czasu, ze stata zdnikbMtasnat te mozemy wykorzystaw

rachunku perturbacyjnym. W tym celu zdefiniujemy nastepujace funkcje pomocnicze

S(t) = e (6 — a)d(t) + BR(t), (2.33)
Gi(t) = €Gy(t). (2.34)

Wtedy rownanie[(Z.30) przyjmuje posta

i — 5(t) + / SRt~ ¢GR(1). (2.35)
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Rozwiazanie tego réwnania formalnie reprezentowane jest w postaci szeregu perturbacyjnego

Gi(t) = O(t)Texp <—z/t /T S(r -7 ) : (2.36)

Funkcja T exp(...) jest standardowo okstona jako szereg potegowy, w ktorym przygety

nastepujaca definicjg—tej potegi uporzadkowanej chronologicznie za pomoca operdtora

(2.37)

/dﬁ /dT1 /dﬁ/ f] (rn — 71)2(7'2 —T5) i(rn — 7).

Rozwijajac logarytn7 (¢) dla dodatnich czaséw w szereg potegowy wzgledeotrzymujemy

wyrazenie

Gx(t) = O(t) exp ( io Cn ) , (2.38)

!
n—1 n.
w ktérym C,, oznacza kumulant rzeduy co mozna zapigaschematycznie w nastepujacy sposéb

[37], [38]

t t (n)
Cn:<<T —i [ dt’ | d"S (' — ") >> (2.39)
Ji [rsee

Srednia kumulantowa oznaczona jest symbolem.)). Podobnie jak w klasycznej teorii praw-

dopodobi@stwasrednia kumulantowa mozna wyrazprzez kombinacje momentéw rzedu nie

wyzszego niz rzad danego kumulantu) [38]. Na przyktad kumulant pierwszego rzedu przédstawi
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mozna jako

t t/ 1) . o
<< { 0/ dr 0/ dt" St t”)} >> - 0/ dt' O/ A" S — 1), (2.40)

Powyzsze przedstawienie pozwala na systematyczne rozwinigcie zespolonej fazy dUikyji
w szereg potegowy wzgledem sprzezenia z fononami. W tej pracy ogranicze sie do najnizszego

rzedu danego wzorerh (2]40). Zgodnie z tym wz6r na funkgjét) przyjmuje nastepujaca posta

t 4
GR(t) ~ O(t)e " texp { / dt’ / "SIt — )| = O(t)e "« eSO, (2.41)
0 0

gdzie=® jest obliczona w najnizszym, tzn. drugim rzedzie wzgledem oddziatywania elektron-
fonon.

FunkcjaGR(t) zostata przedstawiona jako iloczyn dwéch funkcji wyktadniczych. Pierwsza
z nich jest odpowiedzialna za potozenie linii, a druga nadaje jej odpowiedni ksztalt i ewentu-
alnie modyfikuje potozenie. Postaa stanowi bardzo wygodna reprezentacje funkcji Greena.
Oddzielamy w ten sposob efekty zwiazane z pofradnim i korelacja elektronéw w gazie elek-
tronowym.

Czynnik fazowy Si(t) wystepujacy we wzorze[ (2J41) wygodnie jest wytaza pomoca

gesté&ci spektralnej funkcji energii wtasnej réwnej}TImEf) (w). Otrzymujemy wtedy

1\ —1 ; _ —in)t —i(w—ex—in)t
Sk(t)z/dw (——) Tilw = ac it te ImE (w), (2.42)

/ T (w— e —in)?

gdzien —™ jest dodatnim czynnikiem uzbiezniajacym dazacym do zera. W granicy bardzo duzych

czasOw mozna pomigazton oscylujacy w wyrazeniu pod catka. Korzystajac z relacji Kramersa-
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Kroniga dla funkcji energii wiasnej

—%)ImZE(w’)

w—w

, (2.43)

+oo
RexR(w) = 30 + / aw'!

gdzieX? oznacza bezdyspersyjna, czyli niezalezna od c&estzeét energii wiasnej, otrzymu-

jemy w granicy bardzo duzych czasow

GR(t) = O(t)e ol lmetion), (2.44)
gdzie
e = e +ReX}(w = e (2.45)
Iy = —ImX}(w = ¢) (2.46)
ER
me = — JBeZk (2.47)
Ow _—y
ImZf
o = (2.48)
ow o—n

Czg€ rzeczywistaX (e ) jest rébwna renormalizacji energii kwaziczastki wzgledem przy-
blizenia Hartree-Focka, &y jest stata zaniku. Staty czynnik zespoloay™* prowadzi do
renormalizacji natezenia linii kwaziczastki oraz powoduje asymetrie w postaci krzywej Fano.

Wzory (2.45)-[2.48) odtwarzaja kwaziczastkowy charakter wzhiudaeposzczegodlne para-
metry pokazuja korespondencje z innymi rachunkami perturbacyjnymi [20].

W celu wyznaczenia petnej funkcji gesto spektralnej musimy obliczydziatanie zdefinio-
wane wzorem[(Z2.42). Zgodnie z zastosowanym przyblizeniem kumulantowym drugiego rzedu
wzgledem zaburzenia wielko ta jest bezpsrednio zwiazana z c&eia urojona retardowanej

energii wlasnej. Poszukiwana gestepektralna bedzie c&eia urojona nastepujacej transformaty
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Fouriera

+00 .
Ak, w) = Im / At L et et Sk, (2.49)
T
0

Funkcja ta okrsla gest&c prawdopodobiestwa znalezienia sie kwaziczastki o aanym kwa-
zipedziek w przedziale energijw,w + dw). W przypadku absorpcji ekscytonowej interesowata
nas bedzie gtébwnie gestospektralna di& = 0 co zwiazane jest z tym, ze pr&eja ekscytonowe
sa przesciami prostymi (ped niesiony przez foton jest bardzo maly). Z uwagi na w8agB®0)
moze by ona traktowana jako ge&orozktadu prawdopodobistwa z funkcja tworzac&(t).
Stosowane przeze mnie przyblizenje (2.42), w ktorgi0) = 0, spetnia regute sum dla

jednoczastkowej gestoi standw, tzn.:
+oo
/ dw A (w) = 1. (2.50)

Reguta ta gwarantuje zachowanie liczby czastek w ukitadzie.

Post& funkcji tworzacej danej wzoreni (Z]42) jest charakterystyczna dla tzw. riez&aie
podzielnych rozktadéw prawdopodobiwa [39]. Gwarantuje nam to miedzy innymi, ze dopoki
—Im >"®(k, w) jest nieujemna, odpowiadajaca jej funkeja(w) bedzie réwniez nieujemna.

Wiasndsci tej nie posiada przyblizony wynik (2144). Czynnik renormalizacyjffiy = e "«
okresla amplitude gtéwnego wzbudzenia kwaziczastkowego. @kdajesli przyjrzymy sie po-

staci transformaty Fouriera asymptotycznego przyblizéfié).

-
GR(w) ~ @ _ik)g T2 X [sin(w — ex)ax — I'cos ax + i(cos(w — ex)ay + ['sinay)] . (2.51)
lorencjan czynnik modyfikujacy

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest odpowiedzialne za zmodyfikowanie lorentzowskiego

ksztattu i powoduje, ze funkcja gest spektralnej przyjmuje w tym przyblizeniu postarzywej

22



ROZDZIAL 2. FORMALIZM

Fano. Ze wzgledu na charakter przyblizenia jego doktadmnniejsza sie w miare oddalania
sie od gtdwnego maksimum kwaziczastkowego i w duzej odfgiunkcja gesteci spektralnej
moze nawet zmiegiznak, co jest niefizycznym rezultatem.

Pozostala c&¢ gestéci spektralnej odpowiada tzw. widmu niekoherentnemu, ktérego proste
przyblizenie nie jest w stanie odtworzyZa powstanie tej cagi odpowiedzialny jest czynnik
oscylujacy w wyrazeniu pod catk@ (2142). Wydzielmy we wzorze (2.41%casymptotyczna
i obliczmy transformate Fouriera

oo too o
GR(w) = /dt eiw—a —actili)t—(niction) exp [/ do’ <_—1> e e z.n)t ImEf)(w/)
/ / ) (W — e —in)?
(2.52)
Mozemy teraz rozwingw szereg Taylora wzgledem poteg energii wlkasnegcrgekoherentna
(wyrazenie w nawiasie kwadratowym). Wyraz ten dla malej statej sprzezenia jest bliskéggdno
i modyfikuje jedynie maksimum kwaziczastkowe. Oznaczajac péAg2"°(t) asymptotyczna

zalezn@&t czasowa otrzymujemy

+oo
GRw) = / dthANO)(t)eM< 1+
0

+oo 1 e—i(w’—ek—in)t

aw' (=) Iy ('
+ 0/ W= & — i) mYy " (w')+

00 o0 -1 e—i(w’—ek—in')te—i(w”—Ek—in”)t

2
(2) (2)
4 / dw’ / dw” (7> P —— Z'77”)2Im2k (w/)ImEk (w//>+
0 0

o0 o0 o0
+ /dw’/dw"/dw”... + )
0 0 0

(2.53)
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W powyzszym wzorze widawyraznie jak powstaja kolejne repliki fononowe. Kazdy wyraz
w rozwinieciu daje wkitad do powstania splotu krzywej Fano z wielokrotna catka odpowiadajaca
za wielofononowe procesy. C&eurojona funkcji energii wtasnej w przypadku oddziatywania
z fononami optycznymi podtuznymi jest skupiona w poblizu enetgi= +w,, gdziew, jest
czestécia fononu i jéli w pierwszym przyblizeniu zamienimy ostre minima na delty Diraca,
to mozemy z tatwscia wykon& wszystkie wielokrotne catki w szeregil (2.53). Otrzymamy
w ten sposob w funkcji ges$ai spektralnej kolejne linie bedace odbiciem gtéwnego maksimum
kwaziczastkowego, majace mniejsze natezenie oraz odlegte od gtéwnej linii o wieldkrotno
energiiwy. W rzeczywist§ci ImEf) (w) posiada rozmycie warszi wokot charakterystycznych
energii, co powoduje modyfikacje ksztattu replik fononowych. Tak w uproszczeniu wyglada
mechanizm powstawania tzw. satelit odlegtych o wielokrétrenergii wzbudze od gtéwnej linii
w funkcji gestéci spektralnej[[32].

Z powyzszych rozwazawidat, ze rozwiniecie kumulantowe jest bardzo wygodna metoda

prowadzenia rachunkow perturbacyjnych. Kolejny rozdziat bedzie stanowit przyktad zastosowania

tejze metody do wyznaczenia ksztattu krawedzi absorpcji w pétprzewodnikach.
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Rozdziat 3

Wptyw fonondw LO na ksztalt i potozenie
linii spektralne] ekscytonu

3.1 Krawedz absorpcji — reguta Urbacha

Ksztatt krawedzi absorpcji widmowej w pétprzewodnikach ma bardzo interesujace z fizycznego
punktu widzenia cechy. Wynika to stad, ze na tworzenie sie krawedzi moZewpigw wiele
réznych zjawisk fizycznych. Z tego powodu jednym z celéw jakie stawia sie teoriom opisu zjawisk
optycznych w pétprzewodnikach jest prawidtowe odtworzenie krawedzi absorpciji.

Dla nieskdiczonego czasu zycia czastek krawedz jest ostra i przyktadowo w najprostszym,
jednoczastkowym modelu bez oddziatywena pierwiastkowa zalezeo od energii. Rozmycie
widma w wyniku oddziatywania miedzy czastkami lub wywotane nieporzadkiem prowadzi do
poszerzenia krawedzi. Najprostsze przyblizenia kwaziczastkowe zaktadaja lorentzowski ksztatt
pojedynczej linii. Odpowiada to zatozeniu, ze najprostsza funkcja Greena dla kwaziczastki opisy-
wana jest rownaniem

G(t) ~ exp(iext — I't).

Takie zatozenie, po dokonaniu transformaciji Fouriera daje lorentzowski ksztatt linii spektralnej i w
konsekwencji potegowa zaleAtovidma absorpcji miedzypasmowej w niskich energiach. Ekspe-
rymentalnie jednak gdy oddalamy sie od krawedzi zauwazamy znacznie szybszy zanik funkcji niz
potegowy. Wyraza to odkryta juz w latach pidziesiatych reguta Urbacha-Mertiensseria|( [40]) —

mowi ona o wyktadniczym zaniku wspétczynnika absorpcji, co béppanio jest zwiazane z jed-
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noczastkowa funkcja gestoi spektralnej. Fenomenologiczny wzér opisujacy te regute zwykle

formutowany jest w nastepujacy sposob

a(w) = o exp [—ij—T(wo - w)] : (3.1)

gdziew, jest parametrem o waioi rzedu wielk&ci przerwy energetycznej(T') jest bezwymia-
rowym, zaleznym od temperatury parametrem élaj@cym szybkst zaniku.

W potowie lat szécdziesiatych Mahari [41] pokazat teoretycznie, ze reguta Urbacha moze zo-
ste& wyprowadzona z hamiltonianu Fréhlicha (opisujacego oddziatywanie elektronu z fononami
LO). Wyktadniczy zanik funkcji ges&rxi spektralnej obliczony w tej pracy przektadat sie bezpo-
Srednio na regute Urbacha w absorpcji optycznej. Byly to pierwsze rachunki, w ktérych liniowe
oddziatywanie pomiedzy elektronami z pasma przewodnictwa a fononami optycznymi prowa-
dzito do powstania wyktadniczego charakteru zaniku ggstepektralnej. Kolejna wazna praca,

w ktorej reguta Urbacha zostata wgjsiona na bazie oddziatywania ekscytonéw z wibracjami
sieci krystalicznej jest artykut Sumi i Toyozawy [42]. Autorzy obliczyli w nim energie wiasna
ekscytonu oddziatujacego z adiabatycznymi potencjatami wibracji sieci krystalicznej, ktore byty
wzbudzane w kazdym wezle sieci. W poslgj) tym ekscyton rozpraszany byt niezaleznie przez
kazda lokalna deformacje sieci. W nastepnych latach pojawito sie wiele prac, w ktérych uzywajac
roznych technik teoretycznych badano zanik absorpcji ponizej proguod\licznych publikaciji
warto wymien€ prace Dunna[31], Lieblera i Hauga [22], Hauga i Schmitt-Rinka [27].

W teoretycznych badaniach reguty Urbacha duzo miejs&vigzono takze nieporzadkowi
[43,/44]45] i temu jak ten nieporzadek wptywa na zanik zaléznabsorpcji od energii w poblizu
przerwy energetycznej. Wyrdznia sie tu kilka obszaréw, w ktorych gestanow (bezpgrednio
zwiazana z absorpcja) przechodzi od obszaru widma ciagtego poprzez zalefaiperina-Laxa
(E'/?), nastepnie omawiany tu obszar urbachowski, az do zaniku gaussowskiego. Przeglad stoso-
wanych technik teoretycznych uzywanych do opisu tych zjawisk mozna znal@zzegladowej
pracy [46].

Zastosowanie podobnej metody do omawianej w niniejszym rozdziale moznazngbeacy

[28], gdzie autorzy policzyli nachylenie krawedzi absorpcji w przyblizeniu kumulantowym w trzech
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wymiarach biorac pod uwage dominujace wyrazy z pierwszych dwéch rzedéw rachunku maburze

oraz stosujac przyblizenie analogiczne do przedstawionego w dddatku D. Natomiast w pracy [37]
mozna znaleZ zastosowanie podobnych rachunkéw w studni kwantowej.

Korzystajac ze standardowego rachunku zabiuap. rozwiazujac w najnizszym rzedzie réw-
nanie Dysona) nie jesteny w stanie odtworZywyktadniczego zaniku funkcji absorpcji. Trzeba
wykona sumowanie do nieskazonego rzedu rachunku zaburzep. za pomoca rozwiniecia
kumulantowego. Znalazto ono zastosowanie w fizyce wielu ciat, czego przyktadem mogh-by
liczenia funkcji gestéci spektralnej polaronu (elektron oddziatujacy z fononami LO[[31,41, 42])
czy podobne rachunki w przypadku metali|[32]. Przyblizenie kumulantowe jest bardzo specy-
ficznym rachunkiem zaburaeZastosowanie rozwinigecia do pewnego rzedu pozwala wysumowa
wszystkie diagramy uwzgledniajace korelacje tego rzedu w spassly [20/31]. Okazuje sig, ze
wiaSnie taka metoda ma szanse na odtworzenie w widmie tzw. satelitow fononowych (kolejnych
linii widmowych o charakterze podobnym do linii gtbwnej i odlegtych od niej o energie zwia-
zana z czesfiria fononowa) oraz prawidtowy (wyktadniczy) zanik tejze funkcji juz w najnizszym
rzedzie rozwiniecia wzgledem oddziatywania.

Krawedz Urbacha obserwowana jest zarowno w tréjwymiarowych potprzewodnikach objeto-
sciowych jak i w strukturach kwazidwuwymiarowych. Z uwagi na podosiera obu przypadkéw
bede prowadzit jednoczesne rozwazania zaznaczajac w odpowiednich miejscach réznice i konse-

kwencje redukcji wymiaru uktadu.

3.2 Ekscytonowa funkcja energii wiasnej

Podobnie jak dla pojedynczych elektronédw mozna wprowadkiscytonowa funkcje Greena
(28)(Z2.16). Réwnania ruchu dla ekscytonu maja podobna strukture jak dla pojedynczej czastki.
Przytoczone powyzej rozwiazanie dotyczace przyblizenia kumulantowego dla funkcji Greena
pojedynczej czastki mozna wiec uogdma przypadek ekscytonéw.

Podobnie jak dla pojedynczych elektronéw centralna wigtk® w naszym rachunku jest

funkcja energii wiasnej stanu podstawowego ekscytenW przypadku sprzezenia z fononami
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w najnizszym rzedzie rachunku zabunzmozemy przedstawija w postaci (doktadne wyprowa-

dzenie przedstawione jest w dodafku A)

ImY} (w) = —awy »_ [NoM(wi)O(wi) + (No + 1) M (w_)O(w_)], (3.2)
A
gdzie
W4 = wxwy— €y,
Myw) = [0 MP (V). (3.3)

Energia ekscytonu w stani® oznaczona jest przez,. Sumowanie po stanach rozciaga sie
zar6wno na stany z dyskretnego jak i ciagtego widma ekscytdnif oznacza sume po pod-
poziomach ekscytonowych poziomydoktadne rachunki zamieszczone sa w dodatku C).

W powyzszym wyrazeniu na energie wkasna wystepuja dwa czynniki, z ktérych jeden jest
proporcjonalny daV, (/V, jest rozktadem Bosego-Einsteina dla fonondéw o cA&gsta,), a drugi
do (No + 1). Wyraz proporcjonalny daVy, opisujacy absorpcje fononow, powoduje powstanie
minimum ImX®(w) po ujemnej stronie energii i znika w przypadku niskich temperatur. Jest on
takze p&rednio odpowiedzialny za szerckdinii widmowej. Wynik ten zgodny jest ze standar-
dowym rachunkiem zaburaeStosujac pewne przyblizenia (patrz wzdry (R.B5)(2[46)(2[47)(2.48))

odtwarzamy najnizszy rzad zwyktego rachunku zabiuirx¥ szczegolngci na podstawie wzoru

(2.46) otrzymujemy szerold potéwkowal'x_y = —ImX¥ (0).Wz6r ten byt wykorzystywany
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Rysunek 3.1: CZg urojona funkcji energii wkasnej w trzech wymiarach dla GaAs obliczona przy
zastosowaniu nastepujacych parametrow=e067m, m.=0,45m), w,=36,8meV,¢, = 13,1,
€0 = 11,1, T=300K.

do wyznaczenia szerogoi linii widmowej przez Rudina i Reinecke w pracy[12] w obliczeniach
dla trzech wymiarow oraz w pracy [13] w obliczeniach dla dwoch wymiarow.

Drugi wyraz we wzorze[(3,2) zwiazany z minimum po dodatniej stronie energii nie daje
wktadu do poszerzenia linii, nie znika w przypadku — 0 i odpowiada za emisje fononow.
Wynika to stad, ze ekscyton w stanie podstawowym nie moze wyenttdar@onu. Cz&E ta
stanowi dominujacy wktad do przesunigcia linii widmowej danego pfzez® (w) w wyniku tzw.
efektu polaronowego. Otrzymane wyrazenie zgodne jest ze standardowym rachunkiemrfzaburze
dla energii.

Rysunel{ 3]1 przedstawia przyktadowa funkbje>(w) dlak = 0 dla GaAs w temperaturze

pokojowej. Na rysunku tym zauwazamy dwa charakterystyczne minima, o ktérych byta mowa
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powyzej. Zauwazmy takze po lewej stronie lekko odcinajacy sie od gtdbwnego minimum wkiad

pochodzacy od przg§ elastycznych, bez wzbudzenia stanu wewnetrznego ekscytonu. Minimum
wystepujace po ujemnej stronie energii jest znacznie stabsze mimo, ze temperatura, dla ktorej
wykonano obliczenia jest & wysoka " = 300K). Dla niskich temperatur wkiad ten zanika
wykfadniczo z temperatura.

Zwrdétmy uwage, ze charakterystyczne sumy po stanashepaich ekscytony wystepujace
we wzorze [(3]2) z uwzglednieniem postaci elementu macierzowego dla rozpraszania ekscyton-
fonon (dodateKA) przyjmuja posta

Qw)=> \/;—_ ’<)\0|eiqr% — e’iqr%\)\>‘2 O(w +wy — €y). (3.4)
T VW Ew — €y

Sumowanie po kolejnych, coraz to bardziej odlegtych od stanu podstawowego poziomach eks-
cytonowych nie zmieni bardzo naszego wyniku. Zauwazmy, ze kolejne stany beda dawaty bardzo
podobny (j&li chodzi o zalezn& od energii) wktad przesuniety o energie odpowiadajaca réznicy
energii poziomow ekscytonowych. Wkiad do energii wkasnej od coraz to wyzszych pozioméw
bedzie coraz mniejszy, gdyz catka przekrycia sig standw z kolejnych poziomoéw ze stanem pod-
stawowym bedzie malata. Widaze najwiekszy wptyw na energie wtasna bedzie miato kilka
najnizszych energetycznie stanéw, przy czym dominujacy bedzie czynnik zwiazany ze stanem
podstawowym oraz najnizszymi stanami rozproszeniowymi nalezacymi do widma ciagtego. Wraz
z malejacym prawdopodoliistwem przejcia do wyzszych stanéw zwiazanych z elementem ma-
cierzowym wktad do funkcji energii wkasnej bedzie sie zmniejszat. Dotyczy to obydwscicze
funkcji energii wkasnej, gdyz wplyw kolejnych poziomoéw bedzie sie tam manifestowat bardzo
podobnie, a oba czynniki r6znia sie jedynie stata multiplikatywna.

W zwiazku z takim zachowaniem funkcji energii wlasnej uzasadnione wydaje sie przyblizenie
zaproponowane w dodatkul D , gdzie przedstawiony zostat spos6b wysumowania po stanach ekscy-
tonowych zapewniajacy doktadne obliczenie wktadu od stanu podstawowego oraz coraz bardziej
przyblizone od kolejnych, coraz bardziej odlegtych poziomoéw ekscytonowych. Mozemy w ten
sposoOb unikna liczenia dodatkowo podwdjnej catki w energii wkasnej otrzymujac jedritee

rozsadny wynik, spetniajacy podstawowe wiastipktore posiada funkcja obliczona dokfadnie.
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Przyblizenie podobne do prezentowanego w dodgiku D mozna zngbeiv pracy [22]. Autorzy

artykutu proponuja nie tylko przyblizone wysumowanie ale takze zastapienie wyniku zalezno-
Scia funkcyjn&(1 — exp(—aqa)), gdziea jest efektywnym promieniem Bohra natomiasjest
stata dopasowania. Analogiczna funkcja w przypadku dwuwymiarowym policzona doktadniej ma
post& 2[1 — 1/(qga/4)?|®/? (patrz wzér [D.10)). W pracy| [28], gdzie autorzy w obliczeniach
wspotczynnika nachylenia krawedzi absorpcji uwzglednili takzécwgrazow z kolejnego rzedu
rozwiniecia kumulantowego uzyto podobnego przyblizenia. Analize tego przyblizenia przedstawige
na przyktadzidmX®(w) w dwéch wymiarach, gdzie mamy do czynienia z analogiczna suma po
poziomach ekscytonowych.

W wyrazeniu przyblizonyme, zostaje wszedzie zastapioag, co powoduje, ze suma po

stanach we wzorz¢ (3.4) moze za@srapisana w nastepujacej postaci

me

Qa.w)~Y Nole@ ¥ — e P O £wo ). (35)

1
M/WK

Widat wiec, ze we wzorze[(3.4) dla danej energiisumowanie kbczy sie na stanie od-

powiadajacym energiv. Zapewnia to stojaca w tym wyrazeniu funkdj.). Natomiast wzor
przyblizony (3.5) nie posiada takiego obciecia i sumowanie przebiega po wszystkich mozliwych
stanach. Druga istotna r6znica jest czynnik stojacy przy elemencie macierzowym zapewniajacy, ze
element macierzowy przekrycia z danym stanem wchodzi do sumy z odpowiednia waga. Te dwie
réznice maja bez@edni wptyw na zwiekszenie waio ImX? (w) dla duzychw.

Oceniajac doktadrit tej procedury przyjrzyjmy sie minimodm%:? (przyktadowa przybli-
zona oraz doktadna funkcja energii wtasnej przedstawiona jest odpowiednio na rysunku 3.2(a)
oraz[3.2(l3)). Przypadaja one w podobnych miejscach, jednak w wyniku doktadnego wysumowania
po poziomach (wzdf3.4) otrzymuje znacznie bogatsza strukture zwiazana z dyskretnymi pozio-
mami energetycznymi ekscytonu. W przypadku funkcji przyblizonej mamy do czynienia jedynie
z dwoma minimami odpowiadajacymi absorpcji i emisji fononow. Zmieniaja sie one z tempera-
tura podobnie do funkcji doktadnej, gdyz mnozone sa przez taki sam czynnik obsadzeNiwy (
Tak wiec przyblizenie to nie zmienia zasadniczego charakteru funkcji a takze zachowuje zmiany

zwiazane z zalezrdzia od temperatury. Uproszczenie sumowania po wysokoenergetycznych sta-
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Rysunek 3.2: Poréwnanie przyblizonego i dokladnego wyrazenia $a aegjona funkcji energii
wiasnej dla GaAs (n¥0,067m, m.=0,45m, wy=36,8meV,e; = 13,1, e,c = 11,1, T=300K)
w przyblizeniu dwuwymiarowym

nach ma jednak zasadniczy wptyw na asymptotyczne zachowanie urojosej ozardowanej
energii wkasnej. W przypadku fononéw optycznych podtuznych otrzymujenty (w) ~ ﬁ dla
duzych energii, czyli pierwiastkowy zanik funkcji. Numerycznie obliczém&™ (w) przy wyko-
naniu doktadnej sumy po stanach zanika znacznie szybciej.

W przypadku studni kwantowej o skozonej szerok&ci we wzorach na energie wkasna poja-
wia sie dodatkowy czynnik bedacy konsekwencja przekrywania sie funkcji obwiedni elektronu
i dziury w kierunku prostopadtym do studni. Ttumi on wysokoenergetyczny dgoen®(w).
Mozna sie wiec w tym przypadku spodziemlepszej zgodr&ci z wynikiemscistym.

Poréwnajmy teraz funkcjgmX®(w) w dwoch i trzech wymiarach na przyktadzie GaAs.
Zauwazmy, ze w przypadku dwuwymiarowym (patrz fiys. 3]2(b)) mamy znacznie wyrazniej od-
cinajacy sie wkiad pochodzacy od dyskretnego widma ekscytonowego niz w przypadku trojwy-
miarowym na rys[3]1. Wynika to stad, ze w dwdch wymiarach odféghajnizszego poziomu

ekscytonowego od widma jest czterokrotnie wieksza niz ma to miejsce w analogicznym przy-
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padku w dwoch wymiarach. Przypomnijmy, ze energie stanéw dyskretnych ekscytonu sa dane

przez
Ry* . :

— 3 W dwoch wymiarachin =0,1,2,...)

(n + 5)
€n = (3.6)

Ry* .

— % w trzech wymiarachin = 1,2,3,...),
n

gdzie Ry* oznacza efektywna energie Rydberga.

Réznice te wida wyraznie j&li przyjrzymy sie rysunkoni 3:2(b)[i 3.1, ktére przedstawiaja
ImX®(w) w dwéch i trzech wymiarach dla tych samych wébparametrow.

Wyznaczenie funkcji energii wkasnej w studni kwantowej ofskaonej szerok&ei napotka na
powazne trudngci. Widmo wodoropodobne ekscytonu mozna wyznaézssle jedynie w granicy
dwuwymiarowej. Nie mozna natomiast obliéztego widma analitycznie dla studni kwantowej
0 skahczonej szerol&ri. W konsekwencji potozenia poziomow ekscytonowych w rzeczywistych
studniach nie zgadzaja sie z wynikami otrzymanymi w grag@i§ie dwuwymiarowej, ktora jedy-
nie w przyblizeniu moze zostauzyta do opisu uktadéw kwazidwuwymiarowych. Zauwazmy, ze
do obliczenia energii wkasnej nie potrzebujemy wszystkich informacji o stanach ekscytonowych.
Nalezy przypuszcZa ze mimo zmian potozenia pozioméw energetycznych spowodowanych obni-
zona wymiarow@8cia, wartgci catek przekrycia kolejnych pozioméw ekscytonowych z poziomem
podstawowym nie beda bardzo sie zmiénva stosunku do przypadku dwuwymiarowego. Po-
winnismy natomiast odpowiednio skorygotvevartasci energii wiazania ekscytonu oraz energie
stan6w wzbudzonych. Kluczowa wydaje sigcgnergia stanu podstawowego i kilka najnizszych
poziomow, gdyz stany o wiekszymi tak maja energie bardzo bliskie sobie. Wktad od stanéw
z widma ciagtego jest nieduzy w poréwnaniu z widmem dyskretnym. To wraz z faktem, ze wptyw
doktadnego uwzglednienia skozonej szerok&xi studni kwantowej w odniesieniu do tych standéw
niewiele zmienia pozwala w tym przypadku poz@sgazy analitycznych wzorach opisujacych

przypadelkscisle dwuwymiarowy.
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Oczywiscie energia najnizszych poziomoéw w teorii dwuwymiarowej jest wyraznie zanizona

w stosunku do wartri déswiadczalnej, co bedzie miato najwiekszy wptyw na doktadney-
znaczenidm¥:®(w). Do tego dochodzi komplikacja zwiazana ze sprzezeniem lekkich i ciezkich
dziur. Ten ostatni efekt mozna uwzgledmr sposéb przyblizony w rachunkach. Mozemy mia-
nowicie wzig€ wartss¢ masy zredukowanej ekscytonu pojawiajacej sie we wzorach na energie
ekscytonowe z rachunkéw uwzgledniajacych skomplikowana strukture pasmowa oraz&sbecno
studni kwantowej. Wypisujac peten hamiltonian Luttingera-Kohna mozemy wyaéznim cz&e
majaca symetrie standw, ktore maja najwiekszy wptyw na widmo ekscytonowe (| [47, 48]).
Skomplikowana macierz upraszcza sie i w ten sposéb mozemy w pierwszym przyblizeniu otrzy-
mat efektywne masy, poprawiajac wastoenergii wiazania. Kolejnym krokiem w poprawieniu
widma energetycznego bytoby uwzglednienie struktury pasmowej poprzez sformutowanie mo-
delu w jezyku hamiltonianu Luttingera-Kohna. Prezentowana w tej pracy teoria pozwala na takie
uogolnienie, jednak ze wzgledow praktycznych skupie sie jedynie na efektach wielociatowych.
Przyjrzyjmy sie temperaturowej zale®dw energii wtasnej. Bedzie miata ona begpamni
wptyw na zmianeg ksztattu linii widmowej z temperatura. Na uwage zastuguje stosunkowo prosta
zalezn@&t funkcji energii wkasnej od’. Wystepuje ona pod postacia funkcji obsauBosego-
Einsteina i wptywa na gtebolgd miniméw (rys[3.2(lh)). W przypadku przesuniecia energii wptyw
ten nie jest taki duzy (c&e funkcji energii wiasnej odpowiedzialna za renormalizacje energii pro-
porcjonalna jest daV, + 1) i zmienia sie znaczaco dopiero w temperaturach w poblizu 300K.
Odwrotnie jest w przypadku szerdka linii, gdzie temperatura jest czynnikiem kluczowym (funk-
cja Ny mnozy czé&c funkcji energii wkasnej, ktéra gtéwnie odpowiedzialna jest za te sz&ko
Nalezy pamigtg, ze jest to temperaturowa zalesoavystepujaca we wzoraaxplicite Poza
tym praktycznie wszystkie parametry, takiej jak masa efektywna, stata dielektryczna itd., wyka-
zuja zmiany wraz z temperatura. Dopoki jedridkzmienia sie w nieduzym przedziale mozemy
uzna& zalezn&t wystepujaca w czynnikach obsadzeniowych za jedyna istotnie zmieniajaca sie
whasnat. W ogolngci musielibgmy zastosow@ skomplikowane modele uwzgledniajace np.
zmiany fononowej relacji dyspersji, modyfikacje struktury pasmowej, zakezfumkcji dielek-

trycznej od temperatury. W pracy niniejszej modyfikacje te uwzgledniane sa poprzez stosowanie
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Rysunek 3.3: Funkcja gestoi spektralnej dla arsenku galu (#®,067m, m.=0,45m,
wp=36,8meV, = 13,1, €5, = 11,1, T=300K) w przyblizeniu dwuwymiarowym. W rachunkach
uwzglednione sa wszystkie poziomy ekscytonowe.

parametréw branych z 8wiadczé przeprowadzonych w zakresie temperatur, w ktorych wyko-

nywane sa rachunki.

3.3 Funkcja gest&ci spektralnej ekscytonu

Majac energie wtasna mozemy obliédynkcije gestéci spektralnej, zgodnie ze wzorari (2.41),(R.42).
Istnieje bezpsredni zwiazek pomiedzy mierzona&ldadczalnie zalezrszia absorpcji od ener-
gii padajacegaéwiatta a funkcja gessei spektralnej. Dany jest on wzorein {2.1). Oprécz tego
znajomd&t funkcji gestéci spektralnej pozwala obliczywiele innych zalezr&ci uzyskiwanych
w eksperymencie. Dlatego tez w moich rozwazaniach skupig sie na oméwieniu sdaimkcji
gestéci spektralne;j.

Gest@&c spektralna odpowiadajata: z rys.[3-2(1) przedstawiona jest na 3.3. Narysunku
tym widac satelity zwiazane z minimami w funkdji. Nasze rozwazania, w ktérych stosujemy

rozwiniecie kumulantowe najnizszego rzedu stosuja sie dla materiatdw ktorych stata sprzezenia
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ekscyton-fonon jest nieduza. Wtedy tez satelity fononowe sa nieduze w poréwnaniu z gidbwnym

maksimum i stanowia oddzielne linie o duzo mniejszym natezeniu, co wyrazni€ walays.
B.3(b), gdzieA(w) przedstawione jest w skali logarytmicznej. Z sytuacja taka mamy do czynienia
w poétprzewodnikach I11-V oraz z dobrym przyblizeniem 1I-VI, gdzie stata sprzezenia (stata Froh-
licha) jest duzo mniejsza od 1. W zwiazku z tym, ze wymienione materialy stanowia podstawe do
budowania nowoczesnych uktadow kwantowych takich jak studnie kwantowe oraz sa bardzo cze-
sto uzywane w optoelektronice, ograniczenie do niewielkich statych sgrzgge bardzo szerokie

pole zastosowaopracowanej metody.

Przyjrzyjmy sie blizej rysunkowi 3|3, gdzie zostata przedstawiona funkcja ggistpektralne;
dla GaAs. Linia ekscytonowa jest bardzo ostra i w pierwszym przyblizeniu w poblizu maksi-
mum jej przebieg niewiele odbiega od lorentzowskiego ksztattu. f\ieladrobna asymetrie jaka
wprowadza oddziatywanie z fononami LO. Satelity fononowe obecne w widmie sa praktycznie
niewidoczne i dopiero gdy przyjrzymy sie wykresowi w skali logarytmicznej (patrZrys. B.3(b)) to
dostrzezemy kolejne repliki fononowe. W podanym tutaj przyktadzie stata sprzezenia ekscyton-
fonon jest bardzo malallatego tez zaréwno przesunigcie jak i poszerzenie funkcji spektralnej nie
sa duze. Stabe sprzezenie pozwala na pominiecie kolejnych wyrazéw w rozwinieciu kumulanto-
wym. Dodatkowe przyczynki wynikajace z uwzglednienia kolejnych kumulantéw maja niewielkie
znaczenie i wprowadzaja jedynie drobne zmiangdéiowe, nie zmieniajac jakoiowego charak-
teru zaleznéci absorpcji.

Na rysunky 3}4 przedstawiono funkcje géstiospektralnej dla tego samego materiatu (GaAs)
oraz r6znych temperatur. Na wykregie 3.4(b) widaonotoniczna zalezgo wspoétczynnika na-
chylenia krzywych od temperatury. Przy tak matej statej sprzezenia satelity fononowe widoczne
sa jedyne w niskich temperaturach, przy czym w zwykiej skali widoczna jest praktycznie tylko
replika fononowa po dodatniej stronie energii. Wraz ze wzrostem temperatury satelity fononowe
bardzo szybko rozmywaja sie i znikaja.

Kolejny rysunel 3]5 przedstawia zaleshavspotczynnika nachylenif, (1) charakteryzuja-

cego szybkst wyktadniczego zaniku krzywej absorpcji ponizej progu absorpcji dla arsenku galu

Iprzyktadowo stata Frohlicha dla ekscytonu w arsenku galu wynosi mniej niz 0,2.

36



ROZDZIAE 3. WPLYW FONONOW LO NA KSZTAET I POEOZENIE LINII

SPEKTRALNEJ EKSCYTONU
' ' ' ' ' 10" . . .
0.6 | 10t b
—— T=140K
—————————— T=200K 102 b )
e T= v
=400k ‘"
- T= A
L . /
=4 —-— T=500K 10° S
3 3 .
4 3 ey
< P4 3 / // ,
10° oy :
A e T2200K
02 10° A ---- T=300K
AR ——- T=400K
v / / _
5 s, —-— T=500K
0° -
== ) /o
L - —;’J:;’f_ T T N / / ’
e oo 10~ I 1 i L I L I
-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 -175 -150 -125 -100 -75 -50 -25 O
energia [meV] energia [meV]

Rysunek 3.4: Poréwnanie nachylenia ogona absorpcji dla réznych temperatur dla arsenku galu
(m.=0,067m, m.=0,45m, wy=36,8MmeV,¢, = 13,1, ¢, = 11,1) w przyblizeniu dwuwymia-
rowym. W rachunkach wykonano doktadne sumowanie po poziomach ekscytonowe. Wykresy

(a) Skala liniowa

(b) Skala logarytmiczna

przedstawiaja funkcje gestoi spektralnej dla temperatilir= 140, 200, 300, 400, 500K .
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Rysunek 3.5: Poréwnanie przewidyiwgeoretycznych (trojkaty na powyzszych rysunkach) z do-
Swiadczeniem (kwadraty) zmiany wspétczynnika charakterystycznego nachylenia krawedzi Urba-
chaFEy(T") z temperatura dla GaAs oraz InP w trzech wymiarach. Dase@aiczalne pochodza

z pracy [49].

zdefiniowanego nastepujacym wzorem

i “’] . (3.7)

a(w) = o exp [— Eo(T)
Przedstawiona jest tutaj zale&ar,(7") w szerokim zakresie temperatur jednak nalezy so-
bie zdawa sprawe, ze prawidtowe odtworzenie statej nachylenia ogona absorpcji w wyzszych
temperaturach wymaga bardziej skomplikowanych rachunkéw. W zaprezentowanym w niniejszej

pracy modelu parametry takie jak masy efektywne czy csgdtmondw optycznych-podtuznych
przyjmowane sa jako niezalezne od temperatury. Najprostsza m&tlgvjest podstawiane eks-
perymentalnych war&ei zmieniajacych sie wraz z temperatura.

Poréwnanie zmiark, z temperatura przedstawione jest dla dwéch materiatéw, arsenku galu
i fosforku indu. Dane odpowiadaja objémowym poétprzewodnikom i eksperymentalne wadio
zostaly wziete z pracy [49]. Zauwazmy dobra zgosinwartdsci zmierzonych dewiadczalnie z

wynikami teoretycznymi. Zgodrsd ta dotyczy obu prezentowanych zwiazkéw. W parametrach
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uzytych do obliczé teoretycznych uwzgledniono jedynie zmiane statej dielektrycznej z tempe-

ratura. Nie wprowadzony zostat jednak zaden mikroskopowy lub tez fenomenologiczny model
modyfikacji innych parametréw, po prostu do oblibz®ane byly dane z doviadczé przeprowa-
dzanych w r6znych temperaturach. Nie zostaty wiaczone takze inne efekty mogé&aeptyie na
szerok&C linii w wysokich temperaturach (zauwazmy, ze temperatura na skali poziomej zmienia

sie w bardzo szerokim zakresie).

3.4 Rozszerzenie teorii

W przyjetym w niniejszej pracy modelu w przypadku opisu zjawisk zachodzacych w studniach
kwantowych ekscyton opisywany jestisle dwuwymiarowym modelem wodoropodobnym. Jedna
z konsekwencji takiego przyblizenia jest zatlozenie energii kolejnych poziomoéw ekscytonowych
odpowiadajacych rozwiazaniu dwuwymiarowemu (dotyczy to przede wszystkim fragmentu wzo-
row zwiazanego z sumowaniem po wszystkich poziomach ekscytonowych), a co za tym idzie
przyjecie czterokrotnego obnizenia energii stanu podstawego w poréwnaniu do przypadku trojwy-
miarowego. Takie posunigcie nie bedzie miato wptywu na wyniki otrzymane dla waskich studni
kwantowych, gdzie stany ekscytonowe bliskie sa w dwuwymiarowym. W miarg jak s&eroko
studni zwigksza sie spodziewamy sie stopniowego przyblizania pozioméw ekscytonowych az do
osiagniecia trojwymiarowego wyniku dla bardzo szerokich studni kwantowych.

Jednym ze stosowanych sposobéw powiazania widma ekscytonowego z Szaaktodni
jest metoda wariacyjna. Wiadomo jednak, ze metoda wariacyjna daje bardzo niedoktadne wyniki
w odniesieniu do stanéw wzbudzonych, a w naszym przypadku nie wystarcAterkieeprzybli-
zonej postaci funkcji falowej stanu podstawowego. W celu wykonania sumy po wszystkich stanach
nalezy zna odpowiednie funkcje falowe wszystkich stanéw ekscytonowych. W tym celu naleza-
loby uzy¢ numerycznych technik pozwalajacych na doktadne rozwiazanie rownania ekscytonu bez
zaburzé w ukfadzie z pojedyncza studnia kwantowa. Nastepnie nalezy dokmmaerycznego

obliczenia i wysumowania funkcji przekrycia kolejnych poziomow ekscytonowych.
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Powyzsza procedura moze rojednak sens dopiero wtedy, gdy w rachunkach bedziemy mogli

oprécz lepszego uwzglednienia $kaonej szerok&ei studni i wptywu tego czynnika na stan eks-
cytonu takze wzia pod uwage efekty pasmowe. \Bfde doktadniejsze uwzglednienie struktury
pasmowej powinno miewigksze znaczenie. W zwiazku z tym nalezatoby poszeigtyiejacy

model o dodatkowe pasma, a w pierwszej kolggimalezatoby uwzgledaiztozona strukture

pasma walencyjnego sktadajacego sie w przypadku potprzewodnikéw o strukturze blendy cynko-
wej z podpasm ciezkich i lekkich dziur. Zauwazmy, ze uwzglednienie skomplikowanej struktury
pasmowej nie wymaga przeformutowania przedstawionej w tej pracy teorii, natomiast wptywa
znaczaco na praktyczna stronge zastosowania wynikoOw. Rozszerzenie zaprezentowanego modelu
na wiele pasm ogranicza mozligai praktycznego zastosowania opisanej metody zmuszajac do
wykonywania wigkszsci rachunkoéw numerycznie.

Nieco inaczej przedstawia sie sytuacja w przypadku uktadow silnie wzbudzonych. Tutaj wy-
soka koncentracja $nikow powoduje zmiany ekscytonowych funkcji falowych i nie dysponu-
jemy zadnymi doktadnymi wzorami analitycznymi opisujacymi stany wiasne nawet w prostym
modelu dwupasmowym. Rownanie ekscytonu w takim przypadku musizasteiazane nume-
rycznie. Z drugiej strony wysoka koncentracjanikOw powoduje silne ekranowanie oddziaty-
wania coulombowskiego przez co duzo lepiej sprawdza sie model niezaleznych czastek.

Zaprezentowana w niniejszym rozdziale teorie mozna rozszeakyze o inne typy oddziaty-
wah. Mozna bez trudu wiaczyoddziatywanie z fononami akustycznymi, uwzglgdetatyczny
nieporzadek itp. Mozliwsci poszerzenia zaprezentuje na przyktadzie oddziatywania elektron-
elektron odgrywajacego bardzo istotna role w silnie wzbudzonych uktadach.

W pierwszym przyblizeniu wszystkie mechanizmy rozpraszania ekscytonéw mozna potrakto-
wac jako niezalezne. Wtedy energia wlasna bedzie prosta suma energii wkasnych pochodzacych
od poszczegoélnych przyczynkdw, a w konsekwencji dziatef(ie takze bedzie suma dzidta
poszczegoblnych skltadowych. W dalszej &zigrozprawy przedstawie pewien sposob uwzgled-
nienia wptywu wewnatrzpasmowego oddziatywania elektron-elektron na v#lesspektralne
ekscytonu. Rachunki te mozna zastosowakze do uktadu znajdujacego sie ponizej progu akcji

laserowej. Jest to sposéb na opisanie uktadéw, w ktorych wptyw swobodngdikda zaczyna
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byc istotny, jednak wciaz mamy do czynienia ze stanami ekscytonowymi. Metoda ta opiera sig na

zalozeniu, ze fluktuacje ge$iw tadunku w plazmie elektronowo-dziurowej mog& lmpisane za

pomoca tzw. potencjatow fluktuujacych w analogii do oddziatywania elektron-fanon [50].
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Rozdziat 4

Funkcja wzmocnienia w laserach
potprzewodnikowych — efekty wielociatowe

W odrdznieniu od laserow gazowych na dziatanie laserow poétprzewodnikowych w znacznym
stopniu maja wptyw efekty wielociatowe w plazmie elektronowo-dziurowej w warunkach odwro-
conej populacji[[591,52,%3, 54,55]. Jedna z widgbistotnych w fizyce laseréw, ktéra otrzymuje

sie w déwiadczeniach jest krzywa wzmocnienia, czyli zal&gnaspotczynnika wzmocnienia

od energii. W ponizszym rozdziale przedstawie model teoretyczny pozwalajacy aAyskaje
ksztattu linii wzmocnienia i uwzgledniajacy efekty wielociatowe. €zgachunkdéw zwiazanych

z ksztattem linii widmowej oraz rozwinieciem kumulantowym zostanie przeprowadzona w ana-
logii do obliczeéh przedstawionych w rozdzialé 3. Na koniec zamieszczone zostana przyktadowe
wyniki obliczeh numerycznych opisujace realny ukiad.

W laserach potprzewodnikowych mamy do czynienia z sytuacja, w ktérej wystepuje duza ge-
stasC nasnikow obydwu typow — elektronéw i dziur. Jest to uktad w stanie kwazirownowagi
termodynamicznej, ktéry mozna opésaaktadajac istnienie dwoch oddzielnych potencjatow che-
micznych — dla pasma przewodnictwaoraz dla pasma walencyjnegg. Potencjaty chemiczne
zwiazane sa z gestoia n&nikow obu typdéw. Przyblizenie to réwnoznaczne jest zatozeniu, ze
kazdy z poduktadéw zdaza osiagni@kalnie réwnowagowy rozktad Fermiego w zakresie wia-

snego pasma. Potwierdzity to juz&leiadczenia przeprowadzone w latach osiemdziesiatych [56]
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z ktérych wynika, ze czas relaksacji zwiazanej z rozpraszaniami wewnatrzpasmowymi jest rzedu
50-100fs.

Jednoczastkowa funkcja energii wkasnej w takim uktadzie jest dobrze opisana przy wykorzy-
staniu tzw. przyblizenia GW w najnizszym rzedzie rachunku zaliuweagledem ekranowanego
oddziatywanialV (litera G symbolizuje propagator czastki w wyrazeniu na energie wilasna).
Zapewnia to wiaciwe odtworzenie kwaziczastkowych energii wzbudze uktadzie scharakte-
ryzowanym duza koncentracjasmkow [19/57].

Post& funkcji energii wlasnej dla czastki w gazie elektronowym w przyblizeniu GW jest ana-
logiczna do tej, ktora odpowiada oddziatywaniu ekscyton-fonon z rozdgiatu 3. Wykorzystane to
zostanie do bardziej przejrzystego przedstawienia teorii, bez wchodzenia w szczegoty rachun-
kowe, ktore wygladaja podobnie do przedstawionych w poprzednich rozdziatach na przyktadzie
oddziatywania z fononami optycznymi podtuznymi.

W biezacym rozdziale przedstawie teorie pozwalajaca na uwzglednienie efektow wielocia-
lowych w silnie wzbudzonych uktadach jakie stanowia lasery potprzewodnikowe. Zaczne od
wprowadzenia zwiazkéw opisujacych ekranowanie oddziatywania miedzy czastkami. Nastepnie
wprowadze funkcje energii wiasnej dla czastek we fluktuujacym potencjale oraz wyprowadze
réwnania na funkcje korelacji. Przyblizone rozwiazanie tych rGwpazwoli obliczy¢ funkcje
wzmochienia. Porownanie teorii z slwiadczeniem zostanie przedstawione na bazie prostego mo-

delu niezaleznych czastek.

4.1 Ekranowane oddziatywanie elektron-dziura

Podstawowa réznica pomiedzy rozwazanymi w rozdzjale 3 uktadami a silnie wzbudzonymi
strukturami jest obecrso duzej ilcsci swobodnych renikéw. Powoduje to zwigkszenie efektéw
zwiazanych z korelacjami elektronowymi. Duzego znaczenia nabieraja takze efekty ekranowania,
podobnie jak dzieje sie to w metala¢h|[58,59,60, 61]. Jedna z konsekwencji jest wzrost znaczenia
oddziatywania miedzy czastkami w tym samyn$pée na widmo w stosunku do interakcji pomie-

dzy czastkami znajdujacymi sie w r6znych pasmach. W przypadku niskich koncentracjstoevia
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to drugie oddziatywanie byto odpowiedzialne za tworzenie sie ekscytonu. Obecnie sytuacja zmie-

nia sie i ekranowanie oraz istnienie zakazu Pauliego powoduja, ze nie tworza sige ekscytony takie,
z jakimi mamy do czynienia w przypadku pustego pasma przewodniCtwa]l] [62].

Zacznijmy nasze rozwazania od postaci ekranowanego potencjatu oddziatyWawigoniz-
szych wzorach symbol R/A bedzie charakteryzowat odpowiednio funkcje retardowane/adwansowane.
Zgodnie z tymi oznaczeniami ekranowane oddziatywanie coulombowskie ma nastepujaca po-
stet [63]

-1

Wh(q,w) = (1 — vqxg(%w) Uy s (4.2)

gdziex{'(q,w) oznacza nieredukowalna podashpnatomiast, jest nieekranowanym oddziaty-
waniem coulombowskim. Podobne wyrazenie na adwansowana funkcje ekranowanego oddziaty-
wania ma posta

-1

WA (q,w) = vy (1= X3 (a,w)vy) (4.2)

taczac oba te zwiazki otrzymuje wyrazenie na funkcje spektréiifyq,w) w nastepujace;

postaci
- T (a,w) = WAa0) (- SImd(a,0)) 1@ ) (4.3)
T T

Funkcja—:ImIW%(¢,w) reprezentuje ges$o spektralna wzbudzetypu fluktuacje gestei pla-
zmy elektronowo-dziurowej. Widmo takie typowo zawiera &edpowiadajaca wzbudzeniom
indywidualnych par elektron-dziura z morza Fermiego oraz silne rezonanse zwiazane z wy-
stepowaniem wzbudnekolektywnych typu plazmonowego. Wzbudzenia pierwszego typu daja
przyczynek ddmy®(q,w).

Wykorzystujac wzor Lindharda, opisujacy ekranowanie w przyblizeniu RPA, otrzymujemy

nastgpujacy przyczynek deny((q, w) dla wzbudzé wewnatrzpasmowych

Im xg(qw) = > felec(k)) [§(w — ek + q) + ec(k)) — 0(—w — eo(k + q) + e.(k))] +

+ > foleo(k) [6(w — en(k + @) + (k) — 0(—w — e,(k + q) + €,(k))] (4.4)
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gdzie funkcjef. i f, oznaczaja odpowiednio rozktady Fermiego-Diraca dla pasma przewodnictwa

i walencyjnego. Nalezy przy tym zazna€zye istnieje dobrze zdefiniowany obszar na ptaszczyz-
nie (¢,w), poza ktorym nie wystepuja wzbudzenia czastka-dziura. Poza tym obszarem mozemy
miec do czynienia z innym typem wzbudzea mianowicie dyskretnymi wzbudzeniami plazmo-

nowymi, o dobrze okr&onej relacji dyspersiji, ktére zachodza wtedy, gdy

Re (1 — v,xe(q, w)) = 0. (4.5)
Wzbudzenia plazmonowe daja nastepujacy przyczynek do spektfum
Slw—wP) —§ pl
1 ImW*'(q,w) = (o zwf) = olw + ) ; (4.6)
T g
Ow _ P!

gdziew};l oznacza energie plazmonu o pedzie g (patrz roz@]a’f 4.2). W ten sposdb mozem§ zapisa
rozktad spektralnymW #(q, w) jako

_ lImWR (g.0) = S S VEVE) [8(w — w§) — 6w +w)] . 4.7)
¢ a

Indeks( oznacza r6zne wzbudzenia o energiach wynoszacych odpowiednio

7 wzbudzenia plazmonowe. (4.8)

o { e,(k+q) — €,(k) wzbudzenia czastka-dziura
=1

Majac rozktad spektralny mozemy na jego podstawie wprovzadazonowe wzbudzenia o do-

ktadnie takim rozktadzie i elementach macierzowych oddziatywania zdefiniowanych nastepujaco

[57]

WR(q,w$)\/f(e(k)) wzbudzenia elektron-dziura,

—1/2 (4.9)
plazmony.

Maja one r6zna postadla kazdego z przyczynkéywchodzacych w sktad wzbudzeDoktad-

niejsze rachunki zwiazane z przyblizeniem bieguna plazmowego wraz z komentarzem znajduja
sie sekcji4R.
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4.2 Plazmony

Jak wspomniano, jednoczastkowe wzbudzenia gazu elektronowego maZrmdotitadnie opisa
w ramach tzw. przyblizenia GW. Jest ono stosowane tam, gdzie mamy do czynienia z ekrano-
waniem diugozasiegowego potencjatu oddziatywania. Metoda ta polega na stosowaniu rachunku
zaburz@é nie tyle wzgledem samego oddziatywania pomiedzy czastkami, a jego zrenormalizowa-
nej (czyli efektywnej) postaci wynikajacej z efektéw wielociatowych.

Ekranowanie oddziatywania uwzglednione jest poprzez wprowadzenie funkcji dielektrycznej
w przyblizeniu chaotycznych faz (angRandom Phase Approximatiow skrocie RPA). Na
energie wkasna w przyblizeniu GW skiadaja sie dwa czynnikiscEartree oraz czton wymienny,
w ktorym oddziatywanie jest ekranowane. W jezyku diagraméw Feynmana mozna przédstawi

schematycznie w nastepujacy sposob

—————

gdzie ¥ oznacza energie wlkasn®y czeC Hartree reprezentujaca potencjat samouzgodniony.
Drugi diagram odpowiada wyrazeniu na energie wiasna GW, przy czym typowo wyrézniamy w
nim cze&c bezdyspersyjna x odpowiedzialna za nieekranowana wymiane oragcdgspersyjna
M(w). Mamy zatemXg\y(w) = Xx + M(w). W powyzszych diagramach ekranowane oddzia-
lywanie I oznaczone jest podwadjna linia przerywana, a nieekranowany potencjat - pojedyncza

linia przerywana Podwajna linia ciagta oznacza propagator cz@stld4].

INazwa pochodzi od wyrazenia GW (iloczyn funkcji Greena i ekranowanego oddziatywania) wystepujacego
we wzorach perturbacyjnych zamiast standardowego GV. Stosowana jest takze zwyczajowa nazwa ,dynamicznie
ekranowane przyblizenia Hartree-Focka.

2 Przyblizenie RPA znane jest takze pod nazwa SCF, z@el§-Consistent Field Approximation
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Strukture przedstawionych diagraméw cechuje duze podsti® do standardowego przybli-

zenia Hartree-Focka, z tym, ze podwojne linie odpowiadaja teraz ekranowanemu oddziatywaniu.

Okazuje sig, ze przyblizenie to jest rownowazne innej metodzie, zaleznemu od czasu przyblize-

niem Hartree-Focka (z angime Dependent Hartree-Fock Approximatiab w skrocie TDHFA).
Ekranowane oddziatywanie, jest obliczone w RPA. Znajdujemy je jako rozwiazanie rownania

catkowego, ktore w jezyku diagramoéw Feynmana mozna przedstawastepujacy sposoéb:

Metoda GW pozwala na w§gie poza przyblizenie Hartree-Focka na energie wiasna, gdzie
mamy do czynienia z rachunkiem zabuizezgledem nieekranowanego oddziatywania. W przy-
blizeniu GW jest ono dynamicznie ekranowane. Brak uwzglednienia ekranowania moze ptowadzi
do niefizycznych wynikéw, czego przyktadem moze lzgrowa gestt standéw na poziomie Fer-
miego [19/6b].

Jedne z pierwszych prob uwzglednienia korelacji wychodzace poza przyblizenie Hartree-
Focka miaty miejsce juz w latach figziesiatych. Przyktadem moze tpraca [[66] dotyczaca
gazu elektronowego i stanéw w poblizu energii Fermiego. Nalezy przy tym nadmisninie
mowimy tutaj o silnie skorelowanych uktadach, gdzie stosowane sa zupetie inne tgchniki

Przyblizenie GW pozwala na obliczenie z duza dokiddie poprawki do przerwy energe-

tycznej w rachunkach pasmowych prowadzonych metoda funkcjonatsgefte)].

SUktady silnie skorelowane zwykle charakteryzuja sie tym, ze stanu wtasnego ukiadu z oddzialywaniem nie daje
sie uzyska metodami perturbacyjnymi ze stanu bez oddziatywania.
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Stosujac metode sum Matsubary po czgsitach energie wlasna dla pojedynczej czastki

w skahczonej temperaturze w przyblizeniu GW mozemy zdpisanastepujacej postaci

) 1 . . .
S(pipn) = —= Y / daW (q,iw,)G (p + a, ip, + iwy), (4.10)

/6 Wm

gdzie W (q, iw,) jest ekranowanym oddziatywaniem coulombowskim, natongagtst funkcja

Greena pary elektron-dziura [67].

4.3 Przyblizenie bieguna plazmowego

Zwykle widmo wzbudzé kolektywnych gazu elektronowego zdominowane jest przez jedno dys-
kretne wzbudzenie typu plazmonowe@o| [58]. Plazmon jes$mwdku jednorodnym wzbudzeniem
typu fali ptaskiej o czestri drgah zwiazanej z wektorem falowyia relacja dyspersji,. Widmo

ciagte polegajace na wzburzeniach typu czastka-dziura w poblizu powierzchni Fermiego zwy-
kle wnosi maly wkiad do petnej gestoi spektralnej oscylacji gestol. Wygodnie jest zatozy

w pierwszym przyblizeniu, ze caty efekt ekranowania zwiazany jest z plazmonami. Metoda ta nosi
nazwe przyblizenia bieguna plazmowego i sprowadza sig do zatozenia, ze zaledrazestsci

funkciji dielektrycznegppa (q, iw) jest w petni okrélona przez pojedynczy biegun w ptaszczyznie

zespolonych czes$oi i moze zostazapisana w postaci

1 1 w2,
I P R , 4.11
eppa(q,iw) €0 (w+146)? —wi #.1)

W wyniku zastosowania przyblizenia bieguna plazmowego otrzymujemy bardzo prosta zalez-
nost odwrotndci funkcji dielektrycznej od czestoi i wektora falowego. Przyblizenie bieguna
plazmowego w realnym przypadku sprowadza sie zwykle do policzenia funkcji dielektrycznej
w przyblizeniu RPA oraz rozwinigecie jej w graniey — 0 przy skaczonej wartéci w. Otrzy-
mujemy w ten sposob plazmonowa relacje dyspergji czest&C plazmonowaw,, oraz stata

ekranowania statycznegostojaca przy dominujacym wyrazie w dyspersji. W trzech wymiarach
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przyblizenie bieguna plazmowego bedzie miato posta

, ) q2 q2 2
w; = wp) <1 + /<;2) + <2m6> , (4.12)
4mre? 4mre?
Ve £ /mr ﬂe’/_{: e <8n+8n>' (4.13)
/mH /mL me €oo €oo \Ole  Oup

We wzorze na czes$o plazmonowa uwzglednione zostato w sposéb efektywny istnienie dwoch
podpasm walencyjnych (lekkich i ciezkich dziur s, my) w strukturze blendy cynkowej. Jest

to jeden z kilku sposobow prostego wprowadzenia do rachunkow konsekwenciji istnienia bardziej
ztozonej struktury pasma walencyjnego.

Gtéwna konsekwencja redukcji wymiaru uktadu jest zmiana relacji dyspersji plazmonowej
wq- W dwoch wymiarach zmienia sie mapa wzbutipgazmonowych w stosunku do przypadku
trojwymiarowego [611]

1 1 w?

B p! 4.14
eppa(Q,iw) &9 * (w+10)2 —w?|’ ( )

gdzie jedyna réznica w stosunku do wzofu (#.11) jest to, ze wektor fatpyest dwuwymia-

rowy q = (¢, ¢,). Odpowiednie wzory oki&ajace przyblizenie bieguna plazmowego w dwdch

wymiarach maja posta

2mne? 2 \?
wy = q(l+g>+<q ),
gom K 2m,
2 2
Wi(q) = meq (4.15)
Egm
2me? (877, N 8n>
K = )
€0 Ope O,

Na podstawie wzoréw okatajacych PPA w trzech i dwéch wymiarach bez trudu mozemy

znaleZ funkcje definiujace efektywne sprzezenie (patrz wZor (4.9)). Przyjmujac przyblizenie
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bieguna plazmowego otrzymujemy nastepujace wyrazenie na element macierzowy efektywnego

2me2w?, 1
V, =, | —2=. (4.16)
eoowq q

Podstawowa réznica jaka zachodzi pomiedzy odpowiednimi wzorami na energie wiasna dla od-

oddziatywania

dziatywania z fononami LO i plazmonami jest pojawienie sie zaléznodq w relacji dyspersiji
oraz inna postaefektywnego oddziatywania. Podobgwo na tym poziomie pozwala nam prze-
prowadz€ analize wzorujac sie na dobrze znanych przyktadach z rozdziatu 3.

Koncentracja nsnikdw pojawia sie w powyzszym wzorze w kilku miejscach, jednak gtéwna
zalezn@c, ktéra bedzie miata najwiekszy wptyw na ksztat funkcji energii wkasnej, wystepuje
w amplitudzie oddziatywania. Istotne jest tutaj takze to, ze amplituda maleje dla bardzo duzych
wartcosci wektorag wprowadzajac naturalne wysokoenergetyczne obcigcie.

W przypadku wzbudzeplazmonowych przyblizenie bieguna plazmowego pogarsza sie wraz
ze wzrostemy. Wynika to z natury tego przyblizenia.§lepopatrzymy na mape wzbudzevy-
kreSlona w ptaszczyznigy, w) — patrz rys[4]1, to dla matych wa#oi wektora falowego mamy
do czynienia z ostra linia plazmonowa (w zerowej temperaturze jest to delta Diraca pokrywa-
jaca sie relacja dyspersji plazmonoéw), ktora dla wigkszych &arfarzechodzi ptynnie w obszar
wzbudzé czastka-dziura o rozciagtym charakterze. W drugim z tych obszar6w nie mamy juz do
czynienia zescisle okre&slona jedna czes$oia odpowiadajaca kazdej wasto wektora falowego,

a catym obszarem wzbudz® r6znym natezeniu i intensywsa. Przyblizenie bieguna plazmo-
wego traktuje caty ten obszar jako jedsi@dnie wzbudzenie o doktadnie zdefiniowanej c&gsto
plazmonowej. Jednak w naszym przypadku dla duzych wartoamplituda oddziatywania ma-

leje, a co za tym idzie wptyw tego obszaru potraktowanego w bardzo przyblizony sposob, jest
niewielki. Rozwazania te dotycza zaréwno przypadku tréjwymiarowego jak i dwuwymiarowego.

Nieco inaczej wyglada mapa wzbudgagazmonowych w dwédch wymiarach. Podstawowa réz-

nice stanowi zachowanie sig bieguna plazmowego, wyznaczajacego jesimeasdacje dyspersji
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Energia
\
\
\

2k,
wektor falowy q

Rysunek 4.1: Typowa mapa wzbudzelazmonowych w trzech wymiarach. Kolorem szarym
oznaczony jest obszar wzbudzezastka dziura. Oddzielna linia to kwaziczastkowe wzbudzenia
bieguna plazmowego

dla plazmonéw. W tréjwymiarowym potprzewodniku o duzej koncentracji swobodnyéhino

koéw zalezn&t energii plazmonu od wektora falowego wyraza sige przez funkcje kwadratowa, przy
czym dlag = 0 mamy niezerowa energie wzbudrz&V zerowej temperaturze mamy do czynienia

z ostra linia, ktéra dld” # 0 zostaje poszerzona, zanikajac wykfadniczo wraz z oddalaniem sig
od maksimum. Tymczasem w dwoch wymiarach zmierza ona do zera wraz z malejacymi war-
toSciamig, a nastepnie &nie zachowujac sie w przyblizeniu jak funkeja— +/z przechodzac

dla bardzo duzych warkei ¢ w zalezn& kwadratowa i pokrywajac sie z obszarem wzbudze
wewnatrzpasmowych, czastka-dziura. W zwiazku z tym w obu przypadkach mamy do czynienia
z kwaziczastkami o zupetnie r6znym charakterze, a to wpltywa na zachowanie sig funkcji energii

wiasne;.

4.4 Jednoczastkowa energia wiasna

Przed przé&jciem do dalszych rachunkéw posfankcji energii wkasnej zostanie zilustrowana na

przyktadzie jednoczastkowym dla pasma przewodnictwa. W funkcji energii wkasnej dla pojedyn-
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Energia

wektor fal owy g

Rysunek 4.2: Typowa mapa wzbudzplazmonowych w dwéch wymiarach. Kolorem szarym
oznaczony jest obszar wzbudeezastka dziura. Oddzielna linia to kwaziczastkowe wzbudzenia
bieguna plazmowego

czej czastki mozemy wyrézoidwie czéci

gdzie Xur(q) = Xu(q) + Xx(q) jest lokalnym przyczynkiem odpowiadajacym przyblizeniu
Hartree-Focka. CZ& dyspersyjnal/(q,w) jest transformata Fouriera sktadowej energii wkasne;

nielokalnej w czasie. Wyrazenie na ézeirojonal/ (q,w) przyjmuje postéa

1 1
— ZIlmM = —ZImY —
—Im (q,w) —Im (q,w)

= ZZ ch(vqc)* {(1 — felee(k+q)) + N(wg)) d(w — wg —e.(k+q))
¢ a

+ (fuleclle+ @) + N(wE)) 6w + o — ek + )], (4.18)

gdzie Nq(wg) jest funkcja obsadzeBosego-Einsteina. Widaduze podobiestwo powyzszego
wzoru do analogicznego wyrazenialma>: w przypadku sprzezenia ekscyton-fonon (wZor[A.9)).
Gléwne roznice polegaja na zastapieniu oddziatywania odpowiednimi potencjb(i]émﬂefi-

niowanymi w réwnaniu 9) oraz pojawieniu sie zaleéciodyspersyjnepg dla wzbudza (.
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Wyprowadzenie wzory (4.]18) przebiega analogicznie do odpowiednich wzorbwX@, w) dla-

tego w niniejszym rozdziale poming szczegoty rachunkowe zwiazgne 7 (4.18). Ta analogia bedzie

wykorzystana w dalszych rozwazaniach dla par elektron-dziura.

4.5 RoOwnania na funkcje korelacji

W przypadku laseréw potprzewodnikowych celem ponizszych rachunkow bedzie otrzymanie
funkcji wzmocnienia. Zalezrt te mozna uzyskaobliczajac emisje spontaniczna dana przez

transformate Fouriera zaleznej od czasu funkcji korelacji

iGlflkgkgkg (t) = <alk’1(O)kaé(o)alké(t)ackl (t)> (4.19)

< ... > oznaczarednia termodynamiczna wzgledem kwazirbwnowagowego stanu przy obecno-
§ci obu rodzajow nenikow. Funkcja ta zwiazana jest z emisja spontaniczna. Transformata Fouriera
propagatora zdefiniowanego wzorem (#.19) jest bemanio zwiazana z funkcja wzmocnienia.
Sprzezenie pary elektron-dziura z zewnetrznym polem elektromagnetycznym o polasyestji

wprost proporcjonalne do elementu macierzowego
Pk, = (v =c¢ki|p,lv =v,ka), (4.20)

natomiast funkcja wzmocnienia wyraza sie wzorem

a(w) = —_ (1= ) (PGS ()|, ), (4.21)

cnawV

gdzie i1, jest potencjatem chemicznym dla miedzypasmowych wzhuetektron-dziurg j, =

fte — i), G<(w) oznacza transformate Fouriera funkGji*(¢), n, to wspétczynnik odbicia)
objetast uktadu ac predkat Swiatta. Wprowadzono tez oznaczenie dla iloczynu skalarnego w
przestrzeni dwuczastkowej elektronu i dziury

<P’P/> - Z Po*,klkgpo’,klkz (4'22)

kiko
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Podobnie jak w przypadku fononéw wprowadze funkcje Greena na urojonym konturze czaso-

wymr =it,0 <7<

Gw ik ke, (T) = <aik/1 (—iT)avk;(—iT)alkz(O)ackl(0)> ; (4.23)

Powyzsza funkcje korelacji mozna przedstayeiko catke funkcjonalna wzgledem fluktuaciji

potencjatu w reprezentacji standw koherentnych (patrz rozgziat 2)

g(T) _ ;/D[bZ(T/)bq(T,)] esbos[ba(T)bq(T)%T/} g ([bZ(T/)bq(’T/)];T) ‘ (424)

Tak samo jak w rozdzialg 2 mozemy wprowatfinkcje korelacjig(7) reprezentujaca wybrana
realizacje klasycznych fluktuacji plazmy reprezentowana przez amplity(ay,b; (7). Dana jest
ona wzorem

gt (T) = (@l (=im)aug (=i7)ali, (0)agq (0)) (4.25)
gdzie(...),, oznaczarednia termodynamiczna wzgledem zmiennych elektronowych. Efektywne
dziatanie zostanie policzone przy zatozeniu gaussowskiego rozktadu fluktuacji. Dodatkowo nakta-

damy periodyczne warunki brzegowe na amplitudy

by(8) = by (0) oraz B:(B) = b (0). (4.26)

Oddziatywanie pomiedzy parami elektron-dziura oraz efektywnymi bozonamidyquisy-

wane jest przez hamiltonian postaci

S (@l g — alie qao) (VEBS+ (VE) (0q)") - (4.27)
k a

Post& tego oddziatywania w przypadku plazmonéw zdeterminowana jest wzdrami (4.9) natomiast

w przypadku fononow optycznych podtuznych przyjme fréhlichowski potencjat

C2mwee? /1 1\1
— —ix/ - ). 4.28
Va ! v (eoo eo> q ( )
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Stosujac przyblizenie Hartree-Focka dla par elektron-dziura otrzymujemy réwnanie postaci

0 / /
5 Ikiigiake (7). = (ce(ky) — (k) ik, (7)

+ Z Uq [<alk(_i7—)avk’2(_i7—)>el 9K, +ak+ak: ke (7)
k,q

- <alk3(_i7)ack<_i7)>elgk-‘qu’g—i—qklkg(Tﬂ (4.29)
+ YOS VERE 4 (V) (05g)) [gk’1+qk’2 ko ko (T) = 9K, K, —q ks ko (7)} :
¢ aqa

gdzieU, oznacza miedzypasmowe statyczne oddziatywanie elektron-dziura. W powyzszym row-
naniu jest ono modyfikowane przez jednoc:zz;\stk’swselnie<alk(—z'T)angZ(—z’r)>e1 oraz<aik,1 (—iT)ack(—iT)>
Czegt dynamiczna oddziatywania coulombowskiego manifestuje sie poprzez fluktuujace poten-
cjaty pol bozonowych w ostatnim wyrazie wzoru (4.29). Przyblizengdnie termodynamiczne

stojace przyl, przez kwaziczastkowe rozktady Fermiego-Diraca

(ali(=i7)ang (=i7)) = Gy fo (o)) (4.30)

dla pasma walencyjnego oraz

<aik/1(_i7—>ack(_i7-)>el = O, fe (ec(K)), (4.312)

dla pasma przewodnictwa.
Roéwnanie [[4.29) mozemy zapésachematycznie w nastepujacy sposob
G, . .
5-9(r) = [Hy +V(7)] g(r) (4.32)
W powyzszym wzorzed, oznacza cZ&E elektron-dziura z miedzypasmowym oddziatywaniem
U,, sktada sig ona z dwoch ¢
Hy=T-F.U, (4.33)

T — operatora energii kinetycznej oraz statycznego miedzypasmowego oddziatyivamie-

zonego przez czynnilé’ odpowiadajacy jednoczastkowym funkcjom obsa&dz¢/ czéci tej
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manifestuje sie zakaz Pauliego, ktéry powoduje obsadzanie coraz to wyzszych poziomow jed-

noczastkowych przez elektrony i dziury. Skutkiem pojawienia sie operdtavperatorH, nie
jest hermitowski. Ponadto operator ten posiada dla kazdej 8@ndasnej lewostronne i prawo-
stronne wektory wiasne (patrz np. [68]).

OperatorV reprezentuje potencjat oddzialywania z zaleznym od czasu polem bozonowym
i w dalszych rachunkach bedzie traktowany jako zaburzenie. Z punktu widzenia rachunku zabu-
rzen stosujac powyzsze przyblizenia traktujemy miedzypasmowe wzbudzenia elektron-dziura jako
dominujacy efekt majacy wplyw na optyczne wtaSoouktadu. Dynamiczne ekranowanie zwia-
zane z efektami wewnatrzpasmowymi oraz oddziatywanie z fononami traktowane jest tutaj jako

zaburzenie. Prowadzi to do formalnego wzorwia) (zdefiniowanej przeZ (4.25)),

g(1) = o T exp [/e Hor! V o' 47 ] g(0). (4.34)
0

Rozwijajac powyzszy wzor do drugiego rzedu rozwiniecia kumulantowego otrzymujemy nastepu-

jace wyrazenie

bos

G(r) = e exp [ / dry / dry e~ (U ()Y (1)) eH] G(0),  (4.35)
0 0

gdzieG () jest funkcjag(7) uSredniona po zmiennych bozonowych.
Oznaczmy przezn) oraz (i| odpowiednio prawostronne oraz lewostronne wektory whasne
odpowiadajace warfziom wiasnymg,,
Hy [n) = E, |n) (4.36)
(n| Hy = (7| B, (4.37)

Stanéw tych mozemy ukydo policzenia funkcji wyktadniczej. Uzywajac reprezentaciji jedynki

zlozonej ze stanGwn) , (1| oraz uwzgledniajac, z&rednia po zmiennych bozonowych prowadzi
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do pojawienia sie kombinacji bozonowych funkcji obsadaézymujemy

((ba(7) +b74(7)) (b-q(0) + 3(0))), = By [(NV(wq) + 1) + N(wq)e"|  (4.38)

Dokonujac przedtuzenia analitycznego od urojonych czaséw—ir do czasow rzeczywistych
w wyktadniku funkcji korelacji4.35 odnajdujemy analogiczne wyrazenie na funkcje dziatania do

przypadku oddziatywania ekscyton-fonon omawianego w rozdgiale 3 (Wzor (2.42))

S, (t) = 7 M= (w+ E,) (e_m t}i”t - 1) dw, (4.39)
gdzie
VEW) = SRS (V) (I ) ) g
(N(W§) +1) 0w + w§ = Ew) + N(wQd(w — w§ — Ev)| . (4.40)

Nalezy zaznacdy; ze funkcjal/,=, nie jest w obecnym sformutowaniu doktadnie réwna urojonej
czesci retardowanej energii wtasnej ekscytonu. Wynika to stad, ze rozwazana je$t gamtk-

tralna dla emisji, a nie absorpcji. Wzdr (4.35) przyjmuje w zwiazku z tym nastepujac&posta

: i 1 _ :
ZGlikzk’lk'g (t) - Ze Entesn(t) (ﬁ\n) Z <k/1k/2|n> <n|k¥k;’> ZGlflek’l’kg«))' (441)

Wy
kl k2

Czasowa funkcja korelacji posiada w tym przypadku bardzo ciekawa strukture. Odnajdujemy
W niej sume po poziomach, reprezentowanych przez funkcje oscylujaca z odpowiednia czesto-
Scia zwiazana z niezaburzonym spektrum oraz dla kazdego z tych pozioméw mamy oddzielny
czynnik modyfikujacy zwiazany z faza digaOprocz tego kazda z tych linii posiada swoj ,wa-
runek poczatkowy” wyrazajacy sie poprzez przekrywanie sie kazdego poziaauwszystkimi

funkcjami korelacji w czasié = 0.
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W celu wyznaczenia warunku poczatkower‘xgﬁ;flka,1 k,z(()) rozwazmy pomochicza wiellgd

F zdefiniowana nastepujacym wzorem

F e G (0) —i07(0) = ((Tel e 1) )y (4.42)

bos

Elementy macierzowe operatafawynosza

fk'lkgkle = (Sklk’1 <a1k2avk/2> - 6k2k’2 <aik/1 ack1> . (443)

Po prawej stronie rownani@ (4]42) marssednia termodynamiczna po zmiennych bozonowych.

Przyblizmy ja, zaniedbujac korelacje wyzszych rzeddéw nastepujacym wyrazeniem

<<Tef0ﬁ(f[o+\7(fr))dr _ 1) g(0)>

i zdefiniujmy efektywny hamiltonian ekscytonowy w nastepujacy sposéb

_ <7€ff<ﬁo+v<f>>du1> (G(0)),..  (4.44)

bos bos

ofHer <7€ff(ﬁo+\7(r))df> ' (4.45)
bos
Korzystajac z tych definicji mozemy zapésprzyblizony wzér na; (0)

G(O) = (M —1) " F, (4.46)

Nastepnie zdefiniujmy funkcje ksztattu linii

L,(w) =Re

+o0
/ eS”(t)ei”tdt] . (4.47)
0

oraz czynnik zwiazany z warunkiem poczatkowym

B, = <n (e Mett — 1)_l F

n> . (4.48)

Dla nieoddziatujacych czasteR, = n.(k)(1 — n,(k)), gdzien.(k) i n,(k) oznaczaja funkcje

obsadza Fermiego-Diraca.
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Wz6r na liniowy czynnik wzmocnienia wyrazony przez powyzsze funkcje (patrz rébwnania

(B-21), (3-411)) ma wobec tego posta

a(w) = cn?juv (1= &) ST (P n)[* BuLn(w — En). (4.49)

n

Wyrazenie|(P,|n)|* odpowiada elementowi macierzowemu p&nig optycznego zwiazanego
z rekombinacja odpowiadajaca polaryzaciila stanu wiasnegla) hamiltonianu ekscytonowego
H,. B, spetniarole warunku poczatkowego i zawiera w sobie funkcje rozktadu par elektron-dziura
przed za§ciem rekombinacji. Ostatni czynnik,(w) to funkcja ksztaftu linii odpowiadajace;j
stanowi|n). Trzeba zauwazy ze suma wystepujaca po prawej stronie jest jawnie dodatnia. Nato-
miast czynnik(l — eﬂ(w‘“m)) gwarantuje, ze tzweross-overczyli punkt, w ktérym wspétczynnik
wzmochienia zmienia znak na ujemny wypada doktadnie w potencjale chemicznym ekscytonu,
czyli dla energii wynoszaceéj.. — u,,). Zauwazmy, ze stosujac powyzszy wzOr otrzymujemy wy-
nik samozgodny wzgledem potencjatu chemicznggoWartce 1, determinuje zmiang znaku
w funkcji wzmocnienia doktadnie w tym samym punkcie, ktory wynika z postaci oper&igra
W ten sposob unikamy dodatkowego problemu na jaki natkngtityysie w okolicy punktu zmiany
znaku funkcji wzmocnienia. Wszelkie drobne niedoktagri@mbliczenia wartsci 1., powodowa-
tyby btedny opisa(w) w otoczeniuu,, gdzie funkcja zmienia znak.

Zwrotmy jeszcze uwage na wynik olglajacy ksztatt linii widmowel,, (w). Kazda linia cha-
rakteryzuje sie odmienna zale&wuia funkcyjna i dla kazdego poziomu powismy przeprowa-
dzi¢ oddzielne rachunki w oparciu o rozwiniecie kumulantowe. Jednak z przyczyn praktycznych
taka procedura prowadzi do sporych komplikacji rachunkowych nie wptywajac zbytnioma ko
cowy wynik. Zaktadamy, ze najistostniejsza j&sf(w) zwiazana ze stanem podstawowym pary

elektron-dziura. Dlatego tez wzdr (4149) n&v) mozna zapisaw nastepujacej postaci.

a(w) = chTZ)V (1= #) ST, ) BuLolw — Ey). (4.50)

Dalsza analize powyzszego wzoru mozna przeprovatkzpodstawie poréwnania z konkretnymi

danymi déwiadczalnymi.
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4.6 Poréwnanie z danymi d@wiadczalnymi

Do dalszych rachunkéw przyjmijmy uzywany juz wénéej w niniejszej rozprawie model dwu-
pasmowy. Stanyn) opisywaly beda ekscyton o pedzie zwiazanym z ruckemdka masyP oraz
stanie wewnetrznym. Energia ekscytonu opisywana bedzie wobec powyzszego wzorem

2

aP) = e+ (4.51)

gdzie M oznacza sume mas elektronu i dziury.

W przegciach optycznych dominujace beda procesy dla ktérych zmiana pedu catkowitego
obu czastek bedzie pomijalnie mata, dlatego tez skupie sie na ekscytonie w|ataiile= 0).
Wykonujac rachunki analogiczne do przeprowadzonych w doddiku A,B otrzymujemy nastepujacy

wzOr nalMy; (w)

My (@) = S VAV [(1+ Nwd))d(w + w§ — ex(@) + N(w)d(w — w — ex(@))] %

q
ACq

<5\0 |e—i01-re _ eiq.rh’ /\> <5\ |€iq~re o e—iq"rh’ /\0>

o)

X

(4.52)

Stany |\) wraz z odpowiadajacymi im energiamj stanowia rozwiazanie problemu wia-
snego [(4.37),[(4.86). W przypadku niskich koncentracji moga orgerbgrezentowane przez
wodoropodobne funkcje falowe. Przyblizenie takie nie moze zasatosowane do laserow pot-
przewodnikowych. W silnie wzbudzonych uktadach, gdzie ekranowanie jest bardzo silne w pierw-
szym przyblizeniu mozemy zaniedbeiedzypasmowe oddziatywanie coulombowskjg(wzor
(#29)), ktére ma mniejsze znaczenie w poréwnaniu z energia kinetyczna co wynika z obsadzania
coraz wyzszych stanéw w obu pasmach.

W takim przypadku para elektron-dziura scharakteryzowane sa przez ped wzglainy

pedsrodka masy. Przyjmujac) = p oraz oznaczajac mase zredukowana pary czastek elektron-
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dziura symbolem: mamy

e(P) = % + % . (4.53)

Uktadem referencyjnym bedzie laser oparty na heterostrukturze zbudowany na baz@ #-3ASy.53Po .
W doswiadczeniu mierzono spontaniczna emisje i rekombinacja w temperaturze pokojowej [8,69].

Zauwazmy, ze w przypadku zaniedbania korelacji pomiedzy elektronensmipgrzewod-
nictwa i dziura w pamie walencyjnym funkcja dziatanié(t) rozpada sie na dwie niezalezne
czesci z ktérych jedna opisuje wzbudzenia elektronowe a druga dziurowe. Kazda z tyath cze
mozna policz¢ oddzielnie. Element macierzowy pr&eja pomiedzy stanami o r6znyghma
post&

(i [e~iare — efars

p> =V (5p—po,th/M - 5po—p,qme/M> : (4.54)

M= rozpada sie w ten sposob na dwie niezaleznéaizelektronowa i dziurowa
My, (w) = M= (w) + Mp:=(w). (4.55)

le;(f, gdziei = e, h dane jest nastepujacym wzorem

. 2 N(wS 2 1+ NS
Mg =3 | ) e v T (4.56)
|| )| | - )
gdzie~y, oznacza czynnik sprzezenia rozny dla plazmonéw i fononow
w2
2m 2 plazmony,
%= (4.57)

2w (GL — %) fonony.
(wC); oznacza pochodna relacji dyspersji po wektorze falowym, natomiastanowia dodatnie
rozwiazanie réwnania

wEws —

= o =0 (4.58)
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Rysunek 4.3: Zalezr&d M <(w) dla heteroztacza zbudowanego na bazig16a,73AS 55P.42/INP
przy koncentracji wynoszacej 8 - 10'8cm 3.

Otrzymana w wyniku tych oblicZefunkcjaM < przedstawiona jest na rysunkul4.3.

Na wykresie zauwazamy silne maksima zwiazane z oddziatywaniem z plazmonami oraz fo-
nonami optycznymi podtuznymi. Zewnetrzne maksima pochodza od wzbymdaegmonowych,
natomiast z&rodkowe odpowiedzialne sa fonony. Istotnym faktem jest brak wptywu plazmonéw
na poszerzenie linii widmowej (przypomnijmy, ze szersikbnii widmowej zdeterminowana jest
przez wartéC M< w w = 0, patrz rozdzial]3). Maksima plazmonowe wypadaja w energiach
odpowiadajacych energiom wzbudenonowych oraz plazmonowych. Linie sa bardzo ostre, a
ich natezenie zdeterminowane jest przez czynniki obsadzeniowe. W realnych materiatach nalezy
spodziewa sie mniej ostrych zalez8oi co spowodowane jest rozmyciem poziomoéw wystepuja-
cym w rzeczywist8ci. W pracy tej nie jest stosowany zaden dodatkowy czynnik wptywajacy na
wygtadzenie maksimow.

Rysunek 4J4 przedstawia ksztatt linii widmowej odpowiadaja¢y z rysunku[4.3. Dla po-

rébwnania zostata na nim umieszczona funkcja Lorentza przyblizajaca gtdbwne maksimum kwa-
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Rysunek 4.4: Ksztatt linii ekscytonowej dla odpowiadajacy funkcji energii wtasnej z rygunku 4.3

ziczastkowe. Linia wykazuje asymetrie oraz wykladniczy zanik, co zgodne jest obserwacjami
doSwiadczalnymi.

Lorentzowski ksztatt, pomimo, ze dobrze odtwarza gtéwna linie, nie mozetzosyty w do-
ktadnych rachunkach. Funkcje ta charakteryzuje potegowy zanik, co powoduje duze zwigkszenie
gest&ci spektralnej z dala od maksimum. Uzycie funkcji Lorentza jako ksztattudifiv) we
wzorze [4.4P) powoduje, ze suma wktadéw od odlegtych linii modyfikuje§akmvo ksztatt za-
leznasci funkcji wzmocnienia od energii. Dlatego w publikowanych pracach bardzo czesto stosuje
sie rozne fenomenologiczne funkcje zapewniajace wyktadniczy zanikagpgsioektralnej. Przy-
ktadem takiego podstawienia jest odwrdd@osinusa hiperbolicznego.

Tak obliczonej funkcji ksztattu linii mozna uzydo wyznaczenia zalezao wspétczynnika
wzmocnienia od energii. Na rysunkui.5 przedstawione jest poréwnanie otrzymanych teoretycznie
wynikéw z krzywymi wyznaczanymi eksperymentalnie. Wsddadczeniu mierzony jest tzw. mo-
dalny wspétczynnik wzmocnienia, ktéry rézni sie od tego, co wyznacza sie w teorii. Dlatego skale

pionowe na osiach rysunkoiv #.5 r6znia sie miedzy soba. Relacja pomiedzy wspoétczynnikiem
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(a) Krzywe teoretyczne opisujace zaleghavspot- (b) Dane déwiadczalne pochodzace z pragyi[49]

czynnika wzmocnienia od energii obliczone na pod-
stawie prezentowanego modelu

Rysunek 4.5: Porownanie wspoétczynnika wzmocnienia lasera dla uktadu opartego na heterostruk-
turze Iny 70:Ga& 273ASy 58P0 42/INP. Pomiary dokonane zostaty w temperaturze pokojowej.

wzmocnienia, a modalnym wspotczynnikiem wzmocnienia zwiazana jest z sbijgtobszaru
czynnego optycznie. Zalezsopomiedzy obydwoma wspotczynnikami zalezy istotnie od szcze-
gotéw zwiazanych ze specyfika danego eksperymentu.

Z zamieszczonych tutaj rysunkéw wyraznie wigdae zaproponowana w niniejszej pracy teoria
zarowno jaké&ciowo jak i ilcsciowo odtwarza dane uzyskane w eksperymencie. Model odtwarza
takze punkt, w ktorym funkcja wzmocnienia zmienia swoj znak (z arags-ove). Pewne réznice
mozna dostrzec w zaniku funkcji wzmocnienia. Zauwazmy, ze mierzongwiddczeniu funkcja
zanika znacznie szybciej niz przewiduje to teoria. Mozé kijka przyczyn, ktére wptywaja na
otrzymane nigcistdasci. Podstawowym powodem jest przyjecie modelu nieskorelowanych czastek
elektron-dziura, co prowadzi do zwigkszenia efektow fononowych i plazmonowych. Wprowadze-
nie czynnikow uwzgledniajacych te korelacje mogtoby doprowadriznoszenia sie skladowych
w wzorze na energie wtasna (elektron i dziura maja przeciwne znaki i w przypadku efektéw elek-

trostatycznych mozemy spodziedvsie ich ostabienia, czego klasycznym analogonem jest dipol
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Rysunek 4.6: Obszar niskoenergetyczny krzywych wzmocnienia z rydunku 4.5 w skali logaryt-
micznej

elektryczny). Prowadzi to do pojawienia sie dodatkowego wyrazu mieszanego we wzorze (4.56).
Rachunki takie sa mozliwe do wykonania, mieszcza sie one w ramach przedstawionej procedury,
prowadza jednak do komplikacji natury technicznej.

Kolejny rysuneK 416 przedstawia zalesdrzywej wzmochienia od energii w obszarze nisko-
energetycznym w skali logarytmicznej. Widwyrazny wyktadniczy zanik funkcji wzmocnienia,
co jakasciowo dobrze odtwarza dane&dadczalne.

W poréwnaniu z fenomenologicznymi modelami poszerzenia, ktore zaktadaja lorentzowski
ksztatt linii przedstawione tutaj rachunki znacznie lepiej przyblizaja wynilswdadczenia. Na
bazie przedstawionych tu obligzenozna wnioskow@ ze teoria ta tworzy dobre podstawy do

opisu silnie wzbudzonych struktur. W celu uzyskania lepszej zgsdmo dswiadczeniem na-
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lezatloby uwzgledrii dodatkowe efekty zwiazane np. ze struktura pasmowa, formutujac model

w reprezentacji Luttingera-Kohna uwzgledniajacy wiele pasm.
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Rozdziat 5

Podsumowanie

W niniejszej rozprawie przedstawiona zostata teoria opisu zjawisk wielociatowych w silnie wzbu-
dzonych strukturach potprzewodnikowych. Celem tej pracy bylo opracowanie spojnej metody
opisu uktadéw w ramach prostego modelu. Podstawe prezentowanej metody stanowi oddzie-
lenie oddziatywania miedzypasmowego od wewnatrzpasmowych efektéw wielociatowych. Te
drugie zostaly potraktowane modelowo jako fluktuujace potencjaty, ktore cechuje bozonowy cha-
rakter wzbudzl. Podejcie takie pozwala na przeprowadzenie systematycznego wysumowania
w rachunku zaburZewyrazéw do nieskaczonego rzedu w ramach rozwinigcia kumulantowego.
Waznym etapem tworzenia jednorodnego opisu jest zaprezentowany w rozfiziale 2 opis krawedzi
absorpcji w potprzewodnikach. Rozwiniecie kumulantowe odtwarza przewidywany eksperymen-
talnie wyktadniczy zanik funkcji absorpcji od energii w szerokim zakresie \8arté-ragment ten
stanowi ilustracje metodologii prowadzacej do otrzymania spéjnego opisu uktaddéw silnie wzbu-
dzonych.

W pracy zaprezentowane zostaty przyktadowe rachunki prowadzace do uzyskania&a@lezno
funkcji wzmocnienia od energii w laserach pétprzewodnikowych. Nalezy przy tym zaznaczy
ze w ramach przedstawionej teorii mozliwe jest otrzymanie takze innych \gialkoierzonych
w eksperymencie. Funkcja wzmocnienia zostata wybrana ze wzgledu na wazna role, jaka odgrywa
w badaniu i opisie uktadéw silnie wzbudzonych. Przykladowe rachunki numeryczne wykazuja
zgodndat z déwiadczeniem. ROznice #oiowe pomiedzy prezentowanymi wynikami teoretycz-

nymi a danymi eksperymentalnymi sa nieduze i Widae teoria jakeciowe dobrze odtwarza
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rzeczywisty uktad. Odstepstwa mozna wgrji& przyjeciem w ostatecznych rachunkach prostego
modelu nieskorelowanych czastek, co wptyneto na podbicie krzywej wzmocnienia w obszarze
niskoenergetycznym.

Kolejna bardzo istotna cecha prezentowanej tu teorii jest mo&tiwgstematycznego polep-
Szania opisu poprzez wtaczanie innych efektow. Koronnym przyktadem maézewmglednienie
w kolejnym przyblizeniu bardziej realistycznego modelu opisujacego strukture pasmowa. Roz-
szerzanie teorii w tym kierunku prowadzi do zmian technicznych i w konsekwencji komplikacji
rachunkowych, bez wptywu na ogdélny schemat postepowania. Inne efekty, nie zwiazane ze struk-
tura pasmowa, moga byiwzglednione w ramach funkcji dziatania, ktéra ma b&xedni wptyw
na ksztatt pojedynczej linii widmowej. W pierwszym przyblizeniu wszelkie dodatkowe zaburzenia
mozna formutowéa w analogii do przedstawionego tutaj przyktadu oddziatywania elektron-fonon
podtuzny oraz wewnatrzpasmowego oddziatywania elektron-elektron. Wszystkie te rozszerzenia
teorii mieszcza sie w ramach zaprezentowanego w niniejszej rozprawie schematu i jedyna prze-
szkoda moga kytrudndci natury technicznej. Cechy te powoduja, ze zaprezentowana teoria, ze
wzgledu z jednej strony na prostote oraz z drugiej na mo#oivoozszerzania, moze stan@wi

uzyteczne narzedzie opisu zjawisk wielocialowych w strukturach potprzewodnikowych.
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Dodatek A

Energia wiasna dla ekscytonu
oddziatujacego z fononami LO

W niniejszym dodatku przedstawione zostanie wyprowadzenie wzorow na energie wkasna ekscy-
tonu oddziatujacego z fononami optycznymi podtuznymi w modelu dwupasmowym przy zatoze-
niu niskiej koncentracji swobodnych sioikdw.

Oddziatywanie ekscyton-fonon LO przyjme w nastepujacej postaci

Heks—fon = Z Z AL-‘-Q,)\AP,)\O (ch\o)\bT_q + (Vq/\o)\)*bq) y (Al)

PA Ao,

gdzie VquA to element macierzowy tego oddziatywania odpowiadajacy gcaejpomiedzy sta-
nami ekscytonowymi i A, przy jednoczesnej zmianie pedugo W zalezn&ci od przyjetego
uktadu wspotrzednych i konwenc), i A moga wyraza sie przez r6zne zestawy liczb kwanto-

wych.
Dla oddziatywania typu Frohlicha

M. . me . mp
VoA = S (g |el et — et | ) (A2)
4 VVq 7
gdzie
Ao
TOW,
M= e "2



DODATEK A. ENERGIA WELASNA DLA EKSCYTONU ODDZIALUJACEGO Z
FONONAMI LO

0 = o2 %(L_i) (A.4)

Wo €0

Wspotczynnika jest stata sprzezenia Frohlich&, masa ekscytonu;, tadunkiem elektronuy
czestécia fononéw optycznych-podtuznych (przy zatozeniu statej relacji dyspetgjb,, sa
odpowiednia statyczna i wysokoczestmwa stata dielektryczna.

Centralna cz& we wzorze [[2.42) na funkcje dziatania stanowi&tzgrojona retardowanej
energii wkasnej. W celu jej policzenia rozwazmy diagram najnizszego rzedu wzgledem oddziaty-

wania ekscyton-fonon.

Linia falista oznaczony jest propagator fononowy, natomiast podwadjna gruba kreska symbolizuje
propagator ekscytonu. Diagramowi temu odpowiada nastepujace wyrazenie na energie wtasna

zapisane przy wykorzystaniu metody Matsubary sumy po cgeistch.

2
Sre(Pyipn) = =7 ZZD (aiwn) G (P + q ipn + iwn) [V (A.5)

zwn Aq

gdzie DY) (q, iw,) oraz Q&O)(p + q,ip, + iw,) 0znaczaja swobodne propagatory odpowiednio

fononowy i ekscytonowy.

2(4.)0

DO(q, iw,) = 5) (A.6)

(iwn)? — wg

) 1
G\ (pripn) = . (A7)
1Pn — 6p,)\
Sumowanie p@, A we wzorze [[A.p) oznacza sume po stanach numerowanych catkowitym pedem

ekscytonuq oraz stanach wewnetrznych, oznaczonych symboleiykonanie sumowania po
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czestéciach daje nastepujacy wzér na energie wtasna, przy zatozeniu matej koncentracji ekscyto-

now

) N, Ny +1 2
S(p,ipn) =) < 0 + 0 ) \V;IW (A.8)

Aq tPn + Wo — €p+q,A 1Pp — Wo — €p4q,\

Dokonujac przedtuzenia analitycznedp,(— w + i, gdzied — 0" [20]) otrzymujemy nastepu-
jacy wzor na czg urojona retardowanej energii wkasnej dla ekscytonu w stanie podstawayym
o facznym pedzi&k = 0 (dno pasma)

¥k (k Z; v . ]< 0

me 4 mp
me+mh — e qume-!—mh

)\>’2 X

X {(Ng + 1)d(w — wo — 6;\) + Nod(w + wo — 62)} . (A.9)

Stan) jest dowolnym stanem z widma ekscytonowego zaréwno &aiziyskretnej jak i ciagtej.
Powyzszy wzOr zwiazany jest ze stanem podstawowynthociaz nic nie stoi na przeszkodzie
wykonania rachunkow takze dla innych stanow.

We wzorze [[AP) wystepuje suma po wszystkich poziomach ekscytonowych. Jezeli przyj-
miemy, ze funkcja falowa ekscytonu ma wodoropodobna gostayrazimy ja w zmiennych
parabolicznych[[70], to mozliwe jestiste wykonanie sumowania po podpoziomach. W tym przy-
padku stany wodorowe numerowane sa liczbami kwantowyma, m) w widmie dyskretnym
oraz(k, 51, m) w widmie ciagtym. Wzory na sumy po podpoziomaeh (3; oraz znaczenie liczb
kwantowych przedstawione sa w dodafku C.

Oznaczmy wobec tego przez

. m 2
M?P (g Z 1(0,0,0]e" w5 — e~ | n, g, 0)| (A.10)
sume po podpoziomach dyskretnych oraz
. mp 2
MEP(q / dﬁ1 el e ), @1’0>) (A.11)
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sume po podpoziomach z widma ciagtego. W obydwu przypadkach do sumy nie wnosza wkfadu
stany om # 0 (m jest magnetyczna liczba kwantowa).

Wzér na cz€&C urojona retardowanej energii wtasnej przyjmuje posta

2 (ke = 0,) = (A.12)
2
> @qo (N0 + DMP (@)(w = wo =€) + NoMEP(0)3(w + o — )|
q
-2 ¢’ % [(No + DMP(g)3(w — wo — ) + NoMP(g)3(w + iy — )]
q

Wykonujac sume pg otrzymujemy kacowy wzér

Im¥Y (w) = (A.13)

—awy % N% (No + D)MP(¢)0(w + wp — ")+
+ 4/ ijig_en NoM3P(q4)O(w +wo — €”)| +

o 3| [T (Mo + DM ()8 — o — @)+
+ m NoM3P(q4)O(w +wo — €7)| .

Wz0Or powyzszy mozna zapisav zwieztej postaci

ImYEY (w) = —awy > [NoM(wi)O(ws) + (No + 1) M\ (w_)O(w_)] . (A.14)

W powyzszym zapisieM, oznacza zmodyfikowany element macierzowy Bey do stanu

_ @M?;D(M), (A.15)

A=n,p

natomiastvy = w £ wy — €.
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Dodatek B

Energia wiasna dla ekscytonu w studni
kwantowej: sprzezenie z fononami LO

W przypadku studni kwantowej musimy zdecyd@veie na sposob w jaki zamierzamy przybbzy
realny, kwazidwuwymiarowy ukiad. Zatoze, ze studnia kwantowa powoduje energetyczne odse-
parowanie widma wzbudhezwiazanych z ruchem w kierunku prostopadtym i réwnolegtym do
ptaszczyzny studni, czyli, ze odle@opomiedzy poziomami w studni bedzie na tyle duza, iz
wptyw wyzszych standéw bedzie pomijalny. Ekscyton zostanie potraktowany w przyblizeniu dwu-
wymiarowym i zaniedbany zostanie wptyw oddziatywania coulombowskiego na funkcje falowa w
kierunku prostopadiym do ptaszczyzny studni. Innymi stowy funkcja falowa ekscytonu zostanie
przyjeta jako iloczyn trzech c&ei: dwuwymiarowe] funkcji falowej ekscytonu oraz funkcji ob-
wiedni odpowiedzialnych za kwantowanie ruchu elektronéw i dziur w kierunku prostopadtym do
ptaszczyzny studni kwantowej. Nastepnie stosujac to przyblizenie zaprezentuje wzory w granicy

dwoch wymiardw.

B.1 Studnia kwantowa o skaczonej szerokéci

Funkcje obwiedni elektronu i dziury w studni kwantowej przyjete zostana jako rozwiazania jed-
nowymiarowego réwnania Schrédingera w studni potencjatu o szecoko Stan ekscytonowy

bedzie wobec tego zdefiniowany jako iloczyn dwuwymiarowej funkcji ekscytonowej w ptaszczyz-
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nie studni oraz jednowymiarowej funkcji odpowiadajacej poziombwi studni.
Dpgin (R, 1, 2, 21) = TRy (1) (2) b, (21), (B.1)

gdzieR oznacza wspohrzedrigodka masyy wspotrzedne wzgledne, orazz, to odpowiednio
wspotrzedna elektronu i dziury. Funkcjey (z) sa funkcjami obwiedni elektrondw (= ¢) i dziur
(v = v) w kierunku prostopadiym do ptaszczyzny studdj, (r) jest dwuwymiarowa funkcja
wodoropodobna. Zar6wnB jak i r oznaczaja wektory dwuwymiarowe.

Zaloze, ze struktura wzbudzéononowych nie zmienia sie w wyniku kwantowania pozioméw
w studni. Obliczenia uwzgledniajace oddziatywanie z modami lokalnymi i powierzchniowymi
uniemozliwiaja przeprowadzenia &g rachunkdéw analitycznie i jednoca@e nie wprowadzaja
istotnych zmian jakeciowych, a jedynie drobne odstepstwadmwe.

Hamiltonian oddziatywania ekscyton-fonon analogiczny[do](A.1) ma pdstdeksyl, n, ', n’
numeruja dyskretne poziomy w studni kwantowgj,oraz A oznaczaja stan wewnetrzny ekscy-
tonu)

ek;s fon = Z Z Z Ap+q)\ln po,l'n’ (Vq)‘O)\,ln,[/n/biq + (V(:I\o)\,lnyl’n/)*bq) ’ (Bz)

Pa Inl'n’ Xo,A

gdzie element macierzowy oddziatywania ma posta

V)\o)\,ln,l’n’ _

d B \/Voq [

Wektorq = (qs, 9y, 4:) = (qy,¢-). Element macierzowy zwiazany z przekrywaniem sig funkcii

qu\ M

\) O Fit(a:)] . (B.3)

/\> O Fp (q2) — <>\o ’e‘iq“’"%

falowych odpowiadajacym r6znym poziomom w studij’ zdefiniowany jest wzorem

(@) = [ aze=6"1(2)0" o (2) (B.4)

Urojona cz&c retardowanej energii wkasnej, dla ekscytonu w stagieé podpasmach, n zwia-
zanych z kwantowaniem ruchu w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny studni kwantowej,

W najnizszym rzedzie wyraza sie wzorem (rachunki przebiegaja analogicznie do wyprawadze
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przedstawionych w dodatkd A.

ImElew\O(k =0,w) =

ZqHT e

7TM02 ZZ ‘El’ (q2)0nm <)\o )\> — F¥.(q.)ou </\0 ‘e—qur%

2
ar Un/ q

)\>‘ X (B.5)
X [(No +1)d(w —wo — ™) + Nod(w +wp — ™).

Podobnie jak w dodatk] A rozwazam tylko pr@eip prosteK = 0). Zamieniajac sume pq, na
catke otrzymujemy
Im¥)) , (0,w) =

eta|m 5

il

7;]7\32 Z /d2q”dqz ‘Fﬁf(qz)dnn, <)\0 )\> — Fr%’(q,z)dll' <)‘0 ‘e—iqur% )

Al'n a2 + qf
X [(NO +1)6(w — wo — 62,1%’) + Nod(w + wp — eg’ll”/)},
(B.6)

gdzie

Ain _ qH
€ Wi + et 4 € (B.7)

eMln

¢, jest energia poziomu elektronu w studni kwantowej natomiast to energia stanw dziury
w studni kwantoweje* jest energia ekscytonowego staku

Wprowadzmy oznaczenie

|E ( Z)| o v’
/ e = TLR (@), (B.8)
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gdzieL oznacza szerolg studni potencjatu. Funkcja ta w ogélnym przypadku moze zaleiee
od innych parametréw opisujacych uktad. W przypadku niéskonej studni potencjatizy”’ ()

mozemy wyznaczyanalitycznie. W tak przyjetym model“(x) = R}¥(x) = Ry,(x) i wynosi

In

B 1+ 4, 1 _ 2(47°nl)%x (1 = cos(m(l +n))e™™)
Rln(x> 24 7T2(l _ n)2 T 2+ 7T2(l + n)2 [xz 4 71.2(1 _ n)2]2 [:132 4 7T2(n + l)2]2' (B.9)

W przypadkun = [ = 1 daje to

2 1 32miz(l —e™®)
R =— —
n () 2 e +4r% 2t 22 + 4n?)°

(B.10)

oraz pozwala na prawidtowe praeje do granicy { — 0) redukujac wzory do przypadku
dwuwymiarowego

Przyjecie modelu, w ktérym studnia kwantowa jest nigskaenie gleboka pozwala na przej-
Scie ze wzorami do granic§cisle dwuwymiarowej. Nalezy pamigtaze widmo energetyczne
stanow w studni potencjatu o skezonej i nieskbczonej gieboksci roznia sie istotnie, gdy sze-
rokost studni dazy do zera. W przypadku nieskmonych barier poziomy energetyczne oddalaja
sie od siebie i w granicy. — 0 zostaje jeden poziom. Zupetnie inaczej wyglada sytuacja w przy-
padku skaczonej studni. Gdy. maleje kolejne stany ,wypychane” sa ze studni, a funkcja falowa
najnizszego energetycznie stanu staje sie najpierw coraz bardziej zlokalizowana, a po przekro-
czeniu pewnej szerokaoi stan ten staje sie coraz bardziej zdelokalizowany, azvelkalotacza
do stanéw z widma ciagtego. W pierwszym przypadku (niéskona studnia) przechodzad.z
do 0 otrzymujemy w granicy dwa wymiary, w drugim (skozona studnia) otrzymujemy wynik
odpowiadajacy trzem wymiarom.

Zakfadajac, ze odlegdzi pomiedzy poziomami w studni kwantowej sa duzo wigksze niz
Srednie energie wzbudaeiktadu mozemy zaniedbastnienie wyzszych pozioméw i ograniazy
sie do najnizszych energetycznie podpasm.

Drugie sumowanie we wzorzg (B.6) przebiega po stanaekscytonu zwiazanych z ruchem
w ptaszczyznie studni. Podobnie jak w przypadku trojwymiarowym mozliwe jest analityczne wy-

znaczenie elementéw macierzowych pseé pomiedzy pomiedzy stanami )\, przy zatozeniu
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wodoropodobnego charakteru funkcji falowej w kierunku réwnolegtym do ptaszczyzny studni.

Oznaczmy symbolem\ 13", elementy macierzowe prA&gjia do stanéw wzbudzonych

M3, (qy) = [(Ao et M) (B.12)

) = G

Przyjmujac taka definicje c&e urojona energii wlasnej mozemy zagisa nastepujacej po-

staci

3 27 +oo
2
ImE} (k = 0,w) = -9 %Z/‘M’ / qdgymL - Ru (g L) M35 (ay) *
VOV R o
X [(No + 1)3(w — wo — €)™) + Nod(w + wo — )], (B.13)

Energiec® dla ekscytonu znajdujacego sie na poziomie podstawowym przy zatozeniu modelu

wodoropodobnego w studni kwantowej beda wynosity

_ 7RY1 5 dla stanéw dyskretnych\ = [n, n,]
(n+3)
A 9 , (B.14)
2
QPZ dla stanéw z widma ciagtego\ = [p, o]

e* to energian-tego poziomu ekscytonowego z widma dyskretnego lub energia odpowiadajaca
stanom z widma ciagtego. Doktadne w§raenie liczb kwantowych pojawiajacych sie we wzorze
(B-I3) znajduje sie w dodatku E, gdzie wypisane sa wzory na funkcje falowe ekscytonu w dwoch
wymiarach. Poniewaz bedziemy rozwaznergie wtasna dla ekscytonu znajdujacego sie w naj-
nizszym stanie energetycznym przez poming indgks oznaczeniu/\/lig.

W elemencie macierzowymvi3P wystepuje niejawna zalez&bfunkcji podcatkowej od kata
pomiedzy wektoramg i r. Jednak kcowa suma po wszystkich stanach nie zalezy od wyboru

kierunku wektorag. W zwiazku z tym na samym poczatku mozemy przygwolny, ustalony
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kierunek i dla niego wykortawszystkie rachunki. Wybor ten bedzie szczegdlnie istotny w dal-
szych rachunkach (patrz dodafki[C, E). Uwzgledniajac brak zasezioo kata mozemy wykoga

catkowanie po kacie i otrzymujemy

+00
- T 2qd
2 (F = 0.0) = —owy2M 1205 3 [ S Ry )M )
A0

q

x [(No + 1)é(w — wp — ™) + Nod(w + wo — e)™)] (B.15)

Wykonujac catke pay (przyjmujac kwadratowa relacje dyspersji wSpaie zgodnie ze wzo-

rem (B.1#)) otrzymujemy

Ime\{O(E =0,w) = —awy/2ML%w gx
DY [(No +1)Rii(q-L)M3P(q-)0(q-) + NoRur (g L)M3P(q4)0(q1) |,
A
(B.16)
gdzie

g+ = \/QM(w + wo — eMh).

Elementy macierzoweéM3P (q) w przypadku dwuwymiarowym (przy zatozeniu wodoropo-
dobnego widma wzbudag mozna policzg analitycznie dla dowolnego stanwzaréwno z widma
dyskretnego jak i ciagtego. Stany dyskretne numerowane sa liczbami kwantdwymi) na-
tomiast stany z widma ciagtego liczbarfy,o;) — patrz odpowiednie wzory w dodatky E.
Oznaczajac przex12°(q) sume po podpoziomach elementéw macierzowych gezefo stanéw
z widma dyskretnego §

MP(q) =3 MP(g) dlar= (n,m) (B.17)

n1=0
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oraz przez/\?lgD(q) sume po podpoziomach nalezacych do widma ciagtego
~ +OO
MP(q) = [ drMP(q) diad = (p, ) (B.18)

otrzymujemy nastepujace wyrazenie nastagrojona retardowanej energii wkasnej

Ime\{O(E =0,w) = — awg \/2M L?wy gx
+oo
X {Z

n=0

(No + 1)R11(CI7L)M721D((]7)@(C]—) + NORll(Q+L)MiD(Q+)®(Q+) +

!

(B.19)

+ / dp{(No + 1)Rll(q—L)M;D(Q—>@(C]—) + NOR11(Q+L)M§D(Q+)@(Q+)

B.2 Granica dwuwymiarowa

Przechodzac do granidy — 0 ze wzorem[(B.16), zaktadajac jednoénée posta R;,,(x) zgodnie

z (B:8) otrzymujemy

Im¥5 (w) = %ir%hnzi(w):
T No +1)v2Mw Nov2Mw
= w32 | EDVEER g o)+ MR Loy ey )
A + -

(B.20)
Wynik jest zgodny z przewidywaniami, gdyz konsekwencja zmiany liczby wymiaréw z trzech

do dwoch stata sprzezenia oddziatywania elektron-fonon zwigksza sie efektywnie o czynnik
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Dodatek C

Suma po stanach wodoropodobnych w
trzech wymiarach

Roéwnanie Schrodingera dla atomu wodoru w trzech wymiarach mozna robnaazditycznie

w zmiennych parabolicznychy (¢, ) zdefiniowanych nastepujacymi wzorami|[70]

y = VEnsinp, ¢ € (0,2m) (C.1)

{x = V&ncosp, £n €<0,+00)
z = (£—n)/2

Uzycie takiego uktadu wspoitrzednych pozwala na wyrazenie w sposob analityczny elementow
macierzowych przekrycia stanu podstawowego ze wszystkimi pozostatymi stanami wkasnymi
hamiltonianu wodoropodobnego a nastepnie wykonania sumowania po podpoziomach.

Podobna metode do policzenia sumy po stanach ekscytonowych zastosowali Rudinet al. [12].
Niestety opublikowane przez nich wyrazenia zawieraja wiele btedow i dlatego w ponizszym

dodatku przedstawie sposéb wykonania takich obficze

C.1 Suma po stanach z widma dyskretnego
Funkcje falowe stanéw dyskretnych w zmiennych parabolicznych () maja postéa

U, = Nnme*p"(&”)/zlﬂ(—nl, L, pn&)1 Fi(—na, 1,pnn)eim“”, (C.2)
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gdzie stata normalizacyjna wyraza sie wzorem

1

Nnn1 = (71-0/3)1/2”2’

(C.3)

natomiast, F; (z, y, z) oznacza funkcje hipergeometryczna konfluentna. Liczby kwantowe,

sa nieujemnymi liczbami catkowitymi. Energia wyraza sie wzorgm= Ry*/n?, gdzien =

ny + ny + |m| + 1, Ry* oznacza efektywna stata Rydberday{ = %), a jest efektywnym
promieniem Bohrad = <=), 1 jest masa zredukowana uktadu elektron-dzitiya, = \/m

m jest magnetyczna liczba kwantowa. Element macierzowy przekrycia stanu podstawowego ze
ein

stanami Wzbudzonyn‘@, 0,0 n1n2m> nie znika tylko dlam # 0, dlatego w ponizszych

rachunkachn zostato potozoné

4 1 (m—m—@)m (pl—anriQ)mx

(0,0,0 | — — : :
a3n? ((p1 + pn)? + Q%) \p1 + pn —iQ p1+ pn +1Q

n1n20>

X

[pl —pa(2n1 +1) —iQ | p1—pa(2ny +1) + iQ]
(P —iQ)* — pj, (p1 +iQ)* — p7,
(C.4)
Wzér (C.4) ma dé&& skomplikowana posta W dalszych rachunkach wygodniej bedzie wizy

nastepujacych oznadze

pl_pn_iQ i ™ T
Z ——— = |Zgle"”", Pe< ——, = >,
@ = i % 272
_ pl_pn_iQ
g = p—,
! (C.5)
r _ p1+pn_iQ
Y41 7
S = Q/p1-

81



DODATEK C. SUMA PO STANACH WODOROPODOBNYCH W TRZECH WYMIARACH

Mozemy wtedy wz0r[[C]4) zapisav nastepujacej formie
1165

<0, 0, 0 ‘GZQZ‘ n1n20> = W

| Zo|"e'® ™M) (ny — ny —inS) =: A,. (C.6)

Indeksr = e, h odpowiada elektronowi i dziurze, wtedy tez Q przyjmuje odpowiednio \garto

dla elektronu i dziury

Mme

Qe = —q Metmy,
(C.7)

Qn = 45
WyrazyZg, @, g, r, S zalezaexpliciteod (), dlatego indeks dolnyw Z,,, @, g,,, 7, S, (v = e, h)
bedzie jednoznacznie wskazywat o jakie wyrazenie chodzi.
We wzorze na energie wkasna wystepuje kwadrat modutu elementu macierzowego dla elek-

tronu i dziury oraz wyraz mieszany — elektron-dziura
’Ae - Ah|2 = ’Ae|2 + ‘14h|2 - QRQAeA;z' (08)

Zalezn&t od n; we wzorze [CJ8) nie jest bardzo skomplikowana i dlatego mozemy wyko-
naC sumowanie po poziomach w ramach jednegoDla wyrazéw zwiazanych oddzielnie z

elektronem(A.|? oraz|A|?) i dziura mamy

16252 16252 [(n— 1)n(n +1)
¥ Ing — ny —inS> = z +
gty 2,11 =Sl

A = n3S2l . (C.9)

nbgSrs 3

Wyraz mieszanyReA.A; we wzorze [C]8) zawiera bardziej skomplikowana zalé&zram n; .

Wprowadzmy oznaczenié.,(n,) na te cz&

n n—1
Z Aep(ng) = Z ei((ph’q’@)("l’m)(ng —ny +inS,)(ng —ny —inSy) =
n1=0 n1=0

(C.10)

i
L

= ! (®n=e)(nm1—n2) ((n2 —n1)? 4 i(ny — ni)n(S, — Sy)) + nQ(SeSh))
0

3

1
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Wz6r ten mozna zapigav postaci r6zniczkowej. Oznaczajdg. = ¢, — ¢, orazS,. = S, — S.

mamy
n n—1
ST Ag(m) =Y l— 822 + nShe —I—n2SeSh] ¢/ Pre(ni—nz), (C.11)
n1=0 n1=0 aq)he a(I)he

Zbierajac to wszystko razem suma po podpoziomach dyskretnyptzybiera nastepujaca poéta

s 16252 o (n—1Dn(n+1)
R M e ol e
n1=0 y:37h n gl/,rl/
(C.12)
—2-16%5.9), 02 0 sin(n®p,)
et nt LY 7SN/ SN LN DU 7 p— 3 2| AT he)
nSg3girirs Za.Zal 093, + S "acbhe + SeSun ] sin(®p.)

C.2 Suma po stanach z widma ciagtego

. , . 2 . . .
Energie stanOw rozproszeniowych wynosga= ’g—u Funkcje falowe numerowe liczbami kwanto-

wymi k, 31, , maja posta
Wp, = Nig, X ED2 B (=B, 1,0k €)1 Fy (—Ba, 1, ik )e'™?, (C.13)

Stata normalizacyjna w funkcji falowej

EY? malo (1 BNl B
e L

zapewnia unormowanie didk — £')o(5, — B1) przy warunkug, + 5, = 1. I'() oznacza funkcje

gama Eulera zdefiniowana wzorem

+oo
() = / e, (C.15)
0
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Element macierzowy przekrycia stanu podstawowego ze stanami z widma ciagtego wynosi

iB1 iB2

p1+i(k—Q) ) SPRRT (p1+i(k+Q) ) —3+%2

A 1/2 ( . ,
0,0,0 1Qz k340 — 4N, (71') p1—i(k+Q) p1—i(k—Q)
< (& ﬁl > k‘ﬁl a3 ((p]_ - Zk,')2 _'_ Q2) X
pr—iQ —206ip1 | p1+iQ — 26py
% C.16
[ (p1 —iQ)?* +p*  (p1 +iQ)* + p? (C.16)

Podobnie jak to zostato zrobione w przypadku stanow dyskretnych takze i tutaj wygodnie jest
wzor (CI6) zapisaw postaci

i165

(0,0,0[¢™%%[kB10) = Nyg, v/a? - 3 | Zg |10 kag=i®/ke(3, _ 3 ), (C.17)
g3r
gdzie
~ 1+ ik —1Q) S
Jn = — " — |75 P —7/2 2
- p1+ 1k —1Q)
g e _—
b1
_ p1 — ik —1Q
T _— _—
y41
§ - @
P

Wszystkie powyzsze wyrazenia zaleza w sposob jawng gdoodobnie jak w przypadku stanéw
dyskretnych, dolny indeks/(= e, h) przy Zo, ®, g, 7, S bedzie oznaczat odpowiednig,, =

F g podstawione w powyzszych definicjach.
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Kwadrat modutu elementu macierzowego pszé& do standéw z widma ciagltego wystepujacy

we wzorach na energie wtasna wynosi w tych oznaczeniach

16252

{000[e — ek 0)| = [N, Pra® e [(32 = )+ 52 +
Mee
(C.18)
9 1625h o o )
+ | Ny, |*ma® 7070 [(52 Bh) +Sh}+wyraz mieszany
rTh Meh
Mhh

Tym razem nalezy wykortacatke po podpoziomach;. Na poczatek zajmijmy sie pierwszymi
dwoma wyrazami we wzorzé (C]18). Zauwazmy, ze zalszroa 3, wystepuje takze w statej

normalizacyjnej. Przeksztahy wzor opisujacy Ny, |* uzywajac definicji funkcji'(z) (C.15)

™ —+o00
keka 1 1By 1
’Nk[31|2 = (27r)3a /dtldththue*tl to—13— t4t 2 zkat 2+'Lkat Pl zkat 2+2;m _
(C.19)
s .81 - B2
kera t1\ ke (t3\ Fa
= ¢ /dtldtgdt3dt46 ti—ta—ts— t4<t1t2t3t4)_% (_1> , (_3> . .
(2m ty ty
Zamieniajac zmienne
t — U1 _ (%)
Shnonshth b=ty BTy (C.20)
— U _ u1n _ U9oV9y '
_t_ Ul—t1+t2 t2—1—+u1 t4—ﬁ+u2
otrzymujemy
Nl = ok faw [, [ a / g O
= T8 a2 u u v Vo€
won @m)pa ) S T ? Vs (1 +u)(1+ us)
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Calki pov; i v, dajal. Dalsze rachunki nalezy przeprowadze petnym wyrazeniu

416252 .
M, = / A Vi [P == [ (82 = 017 + 2] =

1625’2 /OO “+o0 Zﬂl(lnug 11221)6_2.%
a 43 /du /du (1—26)2 + S _
ge e A ! ) ! 2 1) ) ‘/u1u2(1+u1)(1—|—u2)
516252 T i
= 7TCL

d /d I,
G878 / ulo u21/u1u2<1+u1)(1+u2)

0

(C.22)
gdzie

lnul)

I - /dﬁl (1-28)" + 52) e 52
(C.23)

82 a ) Uy
— ( Ao i+ 148 ) <kza 5(Mea — 1n(u2))>

A=0

Wstawiajac powyzszy wynik do wzor{i {C]22) otrzymujemy

raf16252 .t i) (1— 425 +i45 + 82) ka- 6(\ka — In (22))
Mee = T =676 dU1 / dUQ
G878 / ) Vurug(1+ ug) (1 + ug) L
16252 d? ) -
o 3 e . 2 _
a 567 <_48A2+Z46_A+1+S>B(A_O>’
(C.24)
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gdzie funkcja pomocnicz&(\) zdefiniowana jest nastepujacym wzorem

ln(u2)

5(Mka — In(%))
/ dU1 / duz U1U2 1+ U1>(1 + ’UQ) ’ (C25)

Tak wiecM,,, gdziev = e, h bedzie miat nastepujaca posta

516252 ? 0
Ml/l/ — 7'['@ gyr6 ( 4@ + 245 + 1 + 52) ( = 0)7 (C26)
gdzie
o pi/ka tka €7 sin (%)

= C.27
O zer)(14+x)  ginh (ﬁ) sinh(ka\) ( )

W podobny sposob, tzn. korzystajac z funkcji pomocniczej, mozna wykeaehunki dla

wyrazu mieszanego. Zbierajac razem powyzsze wzory otrzymujemy

MP = +Ood 000[e@* — @2 |k3,0)| = L T 5% B(A
k__/ G [{000le” — @ kp0)| = ma’ T (A ity T1HS ) BO
416257 d? ) 3
—4 4— +1+52) B(\
+7a’ s < 8)\2+Z 8)\+ —l—Sh) ( ))\:0%—
,1625,3, 9”2 0 - o tay sy s s
+2Rera’ e pEs <_48)\2 +24$ +1 +SeSh> D(\) ,\:06 Fa e TR (Zg.~2q,)
(C.28)

gdzie funkcjaD(\) zdefiniowana jest wzorem

D(A) = —— S . (C.29)
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Dodatek D

Przyblizone wysumowanie po stanach
ekscytonowych w dwoch wymiarach

Otrzymanie analitycznego wyniku na sume po stanach ekscytonowych pozwala na doktadne
uwzglednienie w rachunkach wszystkich pozioméw. Wymaga to jednak wykonania dodatkowo
pojedynczej catki i w pewnych zastosowaniach wygodniejsze mo&zeibycie wzoréw przybli-
zonych. Suma po stanach ekscytonowych wyraznie wskazuje, ze najwigkszy przyczynek pochodzi
od poziomu podstawowego, wiec najprostszym przyblizeniem bytoby obciecie we wgorze (B.16)

sumy na pierwszym wyrazie. Otrzymujemy wtedy

Im¥} (w) = —awO\/QMLQwa (D.1)

(No + 1)311(Q+L)M?\3\0(Q+)@(Q+) + NoRy1(g- L)MADAO( -)O(q-),

gd2|e/\/l , Jest elementem elementem macierzowym obliczonym na stanie podstawowym

MAO,\O() ’< >‘ : (D.2)

Sume po stanach ekscytonowych mozna tez patiezysposéb przyblizony, uwzgledniajac fakt,
ze wptyw od coraz bardziej odlegtych pozioméw jest coraz mniejszy.ciyodo wzoru [B16).
Wypisujac wszystkie jego c&ei wzoru, w ktérych wystepuje zalezstood standéw psrednich §q

oznacza w ponizszych wzorach stan podstawowy ekscytonu)

Q=3
E

>‘2 6(w =+ wy — €%) (D.3)

elqrﬁ - 67'
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a nastepnie dodajac i odejmujac podobne wyrazy, w ktérych zaniedbana jest &aledmmergii

kolejnych pozioméw ekscytonowych otrzymujemy nastepujace wyrazenie

. me ) mp
ey WAy

ﬁ>‘2 S(wEwy — M)+

Q=3 n

(D.4)

i — iy ﬁ>‘2 (5(w +wy— ) = §(w £ wy — e’\o)) :

+Y \<A0

B#Xo

Pierwszy wyraz we wzorz¢ (D.4) mozna upe@ korzystajac z zupetrdei standw ekscytonowych.

>
B

. me o mp
elar 3y _ o—targ

ﬁ> <5 le—iqr% . 6z‘qr%

)\0> S(wEwy — M) =

= <)\O ’(eiqr% — e—iqr%) (e—iqr% — eiqr%)

)\0> §(w £ wy — ). (D.5)

Tak wiec pozostaje tylko jeden element macierzowy pomigedzy stanami podstawowymi. Wyrazenie
w elemencie macierzowym przyjmuje znacznie prostsza posta

mh

(eiqr% _ e—iqr%) (e—iqr% . eiqrﬁ> =9 [1 _ COS( qr )} . (D6)

We wzorze tym wystepuje jawna zale&iood kata pomiedzy wektorangj i r. Mozna sie jej
pozbyt na co najmniej dwa sposoby: wykorzystujac fakt, ze suma po stanach nie powinn& zaleze
od wyboru kierunku wektora wzgledemq i zatozy¢ jakis wygodny w dalszych obliczeniach

kierunek i zwrot albo skorzystaz tozsaméci dla funkcji generujacej funkcji Bessela postaci

+o0o
eiZCOS(’D: Z Zka(Z)el]ﬂp (D7)

k=—o0

Jest to jedyna zalezBb od katay we wzorach ndm>(w), dlatego tez interesuje nas catka z

powyzszego wyrazenia po kacie

27 +o0 27
/dgpeiq"cow = Y " J(qr) /dgpe“w = 2mJo(qr) (D.8)
0 k=—c0 0
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Wykorzystujac powyzsze tozsasw otrzymujemy nastepujacy wzor na szgirojona retardowa-

nej energii wiasnej

YR (w) = —awm/zML%Og ((No + 1) Rur (g L)M(q:)0(g+)

+ NoRu(g-L)M(q-)0(q-)) (D.9)
gdzie
M) = [ rdr2 (1= Jo(ar)) [bun(r) =2 - 2 . (D.10)
| o)
4
oraz

¢ = \/2M (w £ wo — €o) - (D.11)

¢oo0(r) 0znacza stan podstawowy dwywymiarowego rozwiazania réwnania Schrddingera dla

atomu wodoru.
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Elementy macierzowe ekscytonu w dwaoch
wymiarach

Rozwiazanie rownania Schrodingera dla atomu wodoru w dwoch wymiarach w zmiennych para-
bolicznych mozna wyraziwzorami analitycznymi. Wspotrzedne kartegdie(x, y) zwiazane sa

ze zmiennymi parabolicznymi nastepujacymi wzorami

€] —n (E.1)
2

{ z = sgn(&)y/|€n

gdzien € (0,4+00), a¢ € (—o0, +00).

Stany dyskretne wyrazone w tych zmiennych opisywane sa wzorem

1 1 1
Vo, (€], ) = Nem2(El+mpn By (_nh Q,pnlﬂ) 1F1 (n2, 5&#]) . (E.2)

Kolejne stany numerowane sa liczbami ns, przy czymn, +ny = n,ny,ny = 0,1, 2, .... Energia
n-tego poziomu wynosi, = Ry*/(n + 1/2)%, a symbolp, zdefiniowany zostat w analogii do

przypadku tréjwymiarowego jakbp, = /2ue,. Stata normalizacyjna wynosi

Npn, = — .
’1 2"y 12" n, (14 2n)3

N (2n; — D12y — 11 23 €3)
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DODATEK E. ELEMENTY MACIERZOWE EKSCYTONU W DWOCH WYMIARACH

Dla uproszczenia zapisu przyjeta zostata konwencja, w ktérej!! = 1.

Funkcje falowe stan6w z widma ciagtego maja posta

i 11 o 11
T, — NesleHmp g (9L 2 2 P22 - E.4
p (|§|a77) ez 141 Zpa + 47 27 Zp|£| 141 Zp(l + 47 27 wn |, ( )

gdzieo; + oy = 1, 01 € (—00, +00), a jest efektywnym promieniem Bohra,= /2ue oraz stata
normalizacyjna
e

e (o am\p (Lo
2V 2am? 4 ipa 4 ipa

Elementy macierzowe pomiedzy stanami podstawowym i nalezacymi do widma dyskretnego maja

N = . (E.5)

post&

<o, 0

@) - V2E N, <po—pn—@>’“ (po—pn+iQ>””1
e“Yin,n ) = : PO FPn ™ %
o+ pa)? @2 \Po+pn—1Q)  \po+pn+iQ
(E.6)

[Po — (1 4+4(n—n1)pn) +iQ  po — (1 +4n1p,) — ZQ]
(po +1iQ)? — p? (po—iQ)* —p2 |

Wzér na element macierzowy przekrycia za stanami z widma ciagtego ma& posta

1 1
ri--2)p(z-2 x
4 ipa 4 ipa

_1_91 _1_92
(po-l-ip—iQ) 4" ipa (po+ip+iQ) 4" ipa
po—ip—iQ po—ip+iQ

(E.7)
" V(0o — ip)? + Q? "

[P0+iQ—402/a po—iQ—401/a]
(po +1Q)* +p*  (po —iQ)* +p* |

(0.0}

92



DODATEK E. ELEMENTY MACIERZOWE EKSCYTONU W DWOCH WYMIARACH

Wzory (E-®) oraz[(E]7) mozna zapts@a postaci uproszczonej (analogicznej do odpowiednich

wzoréw w trzech wymiarach) Dla stanow z widma dyskretnego jest to

: 1 (2ny — DHN(2(n —ny) — 1!
0,0 e n,n = X E.8
< ‘ 1> \/§(n+1/2)3/2$ 2nnq!l(n —ny)! (E8)
—i(n—2n1)<1> n+l
e g\"*"z .
X o (7“) 4iS [2(n — 2ny)x — 1],
gdzie
DPn
x = —,
Po
o Mhpe
Qe,h - :F M. + my, q,
Sah — Qe,h’
Po (E.9)
Po — P — 1Q i
Zo = TP g e
@ Do+ Dn — 'LQ | Ql
g = (1-2)+9,
2 = (1+2)*+ 5%

W przypadku widma ciagtego analogiczna péstezybiera forme

o
epa
(ma)?®

X

@ﬁ

4 1 1 7(=1/4=01/ipa)  Zrx—1Y(~1/4—02/ipa)
o) = - s

4 ipa 4 ipa \/(po —ip)? + Q?

[po +1iQ —4oz/a  py —iQ — 401/a1
(po +iQ)2 +p*  (po—iQ)? +p* |

(E.10)
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We wzorze [(E.10) symbdf,, oznacza nastepujaca wieio

5o _ Po—iQ+ip
7 po—iQ—ip
Dla wigkszej przejrzystxi w powyzszych wzorach, tam, gdzie bylo to mozliwe unikajac nie-

Zol €. (E.11)

jednoznaczngci, pominiete zostaly indeksy doleeh oznaczajace, ze parametry odnosza sie do
danego typu czastki.

Po wysumowaniu po podpoziomaeh otrzymujemy nastepujace wyrazenie na kwadrat ele-
mentu macierzowego pragjia do widma dyskretnego

4 . 2
eiQey _ iQny n, n1>‘ _

64 SeQ Ge antl 2 2
C (2n+1)3 [(gere)f’ <r6) (_495 Dr(0) + 5 D”(O)) +

X s? (%>2n+1 (_41;21);1(0) + S%Dn(()))l +

(gm"h) Th
B 64 25.5h (gegh>”+1/ 2
(2n + 1)3 (gegnrern)®? \rery,

x (—42D(®, — By) — 20(Sh — Se) Dly(®e — Bp) + SeSpDn(®e — D)),

(E.12)
gdzie funkcjaD, () zdefiniowana jest wzorem
" 2n; — HN(2(n —nq) — DI
D,(®)= (2 )2£zn(1m2v )= cos ((n — 2n1)®) | (E.13)
gy Ino!

PochodneD,,(®) po argumenci® wynosza odpowiednio

Dy(@) = - 37 | B o amsin (0 - 200)9)
Dy@) = - 37 | Bt = O (o cos (= 20)9).
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Dla argumentub = 0 funkcje te upraszczaja sie i mamy

Dy(0) = 1,
D.(0) = o0, (E.14)
D!(0) = —;n(n +1).

Dla dowolnego argumentu funkcje, (®) mozemy zapisaw nastepujacej postaci

D, (®) = Re |e™® yFy(—n, X 1,1 —e %), (E.15)

W przypadku elementéw macierzowych p&eeflo stanéw z widma ciagltego otrzymujemy

wzor na kwadrat modutu elementu macierzowego

+o0 . /(25 L
./\;liD(q) :_4 do; ’<0, 0 ’e‘iQey — ¥ p, 01>‘2 = 8263;%2 : (gegf;;’;)5/2 e(ée+<i>h)/(25:)AQﬁQh
+4:Ee;g(%) [g?igeée/x Aoro, + g:;ég —bn/a AQth} |
(E.16)
gdzie
Agias = (F160°B"(N) + 4p(Q1 = Q)B'(N) + Qi@BO) |, oo L (EA7)
%‘2 ~ p/p0’~ 2 Q2
s s
SZ, = Qen/po
oraz ‘ '

o F} oznacza funkcje hipergeometryczna.
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Obliczenia numeryczne

W niniejszym dodatku przedstawie szczegbty zwiazane z przeprowadzonymi w niniejszej pracy
obliczeniami numerycznymi. Zaprezentuje zastosowane metshgki jakimi sie postuzytem.

Kluczowa wielkacia w rozwinigeciu kumulantowym byta c&eurojona energii wtasnej. De-
terminowata ona ksztatt linii widmowej zaréwno w przypadku niskiej koncentracji jak i silnie
wzbudzonych uktadéw. Suma po elementach macierzowych po stanach z widma dyskretnego
okazuje sie bardzo szybko zbiégallatego w rachunkach numerycznych uwzgledniatem kilka
do kilkunastu najnizszych poziomow, badajac zbigzmtrzymywanego wyniku. Stany z widma
ciagtego wymagaty wykonania pojedynczej catki z funkcji hipergeometrycznej, ktéra obliczana
byta przy uzyciu kwadratur Gaussa.

Kolejny element oblicze stanowi catka po energii we wzorzg (2.42) w przypadku niskiej
koncentracji oraz[(4.39) w przypadku silnie wzbudzonym. W obydwu przypadkach mamy do
czynienia calka funkcji oscylujacej z czestiat w przestrzeniv. Niestety kwadratury Gaussa
okazywaly sie mato stabilna metoda i w rachunkach zastosowana zostata metoda Simpsona.

Kolejnym etapem na drodze obliczenia ksztattu linii widmowej byto obliczenie transformaty
Fouriera z funkcji Greena zaleznej od czasu, ktora w przypadku stabych zalpestzszybko oscy-
lujaca i wolno zanikajaca funkcja czasu. Do oblicagch uzywatem standardowego algorytmu
szybkiej transformaty Fourieréast Fourier transformFFT dobierajac rozdzielcso w argumen-
cie czasowym na podstawie szylBkooscylacji (zwiazanej z przesunigciem energii) oraz zasieg

postugujac sie stata zanik. Parametry te szacowane byty przy wykorzystaniu asymptotycz-
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DODATEK F. OBLICZENIA NUMERYCZNE

nej postaciSi(t). Wartdsci te nastepnie stuzyly do wyznaczenia rozdziedci@rzy obliczaniu
ImX®(w). Parametry numeryczne obliczane sa wigc w sposéb samouzgodniony zapobiegajac uzy-
ciu zbyt matej rozdzielcZxi przy tablicowaniu jednej z funkcji.

Zauwazmy, ze stosujac standardowy algorytm szybkiej transformaty Fouriera (FFT) mamy
bardzo ograniczona doktadso Dlatego w niektérych wypadkach uzywatem znacznie wolniejszej
metody Simpsona, ktéra z definicji umozliwia doktadniejsze wycatkowanie przy takiej samej
gestaéci obliczonych punktow. Algorytm FFT w praktyce daje wynik w duzo wiekszym obszarze
energii niz potrzebny do dalszych obliceew tym niewielkim wycinku, dla cZgi punktow
rachunki poprawiane byly z wykorzystaniem catkowania metoda Simpsona. Dotyczy to przede

wszystkim punktow, w ktérych warés funkciji jest bliska zeru.
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Spis skrotow

W rozprawie stosowane sa r6zne skroty, zgodne ze stosowanymi oznaczeniami w publikacjach
fachowych. Cz& z nich stosowana jest gtéwnie we wzorach matematycznych, inne wystepuja
w tekscie. Wszystkie zgodne sa z ogdlnie stosowanymi skrétami w publikacjach fachowych. Dla
przejrzyst&ci pracy postanowitem zelirge w niniejszym dodatku.

A — skrét stosowany we wzorach do oznaczenia funkcji adwansowanej

FFT — z angfast Fourier transformszybka transformata Fouriera

GW — skrét oznaczajacy przyblizenie uwzgledniajace dynamiczne ekranowanie w rachunku
zaburzé, nazwa GW pochodzi od pojawiajacego sie w rachunkach iloczynu funkcji G oraz
ekranowanego oddziatywania W.

HF — Hartree-Fock, stosowany do oznaczania wyma@e wzorach obliczanych w przyblizeniu
Hartree-Focka

LO — z ang.longitudinal-optical podtuzny-optyczny

PPA — z angplasmon pole approximtigmrzyblizenie bieguna plazmowego

R — skrot stosowany we wzorach do oznaczenia funkcji retardowanej

RPA — z angrandom phase approximatipprzyblizenie chaotycznych faz

SCFA — z angself consistent field approximation
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