'Teoria grup I

Wyktad 1

1  Wprowadzenie do wykladu, cz. 1

Grupa: Zbior G wyposazony w “dziatanie” u: G x G — G (skrotowo oznaczamy u(a,b) =: a-blub
poprostu ab) spelniajace nastepujace aksjomaty:

1. dzialanie jest taczne, czyli
(ab)e = a(bc) V a,b,c € G;

2. istnieje element e € G, zwany "neutralnym”, taki, ze
ea =ae=a Yaé€dG,
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3. dla kazdego a € G istnieje element "odwrotny” a™, czyli taki, ze

Uwaga: Element neutralny jest jedyny: jesli € inny neutralny, to ¢/ = €’e = e. Analogicznie, dla
kazdego a € G element odwrotny a~! jest wyznaczony jednoznacznie.

Podgrupa grupy G: Podzbior H C G o wlasnosciach 1) u(H, H) C H oraz 2) H™' C H, czyli
Habe H Yabc Horaz 2)a '€ H Yac H.

Uwaga: 1) i 2) implikuja e € H oraz fakt, ze podgrupa H sama staje sie grupa z dzialaniem p|py«p.

PRZYKLAD PODSTAWOWY - GRUPA PERMUTACJI: Permutacja zbioru X nazywamy bijekcje a :
X — X. Zbior bijekcji oznaczamy Sy (S od ,symetrii”; grupe permutacji inaczej nazywamy ,,grupa
symetrii” zbioru X) i wyposazamy w dzialanie - zlozenie bijekcji, czyli p(a,b) :=aob: X — X.
Element neutralny - odwzorowanie identycznosciowe Idy, element odwrotny do a - odwzorowanie
odwrotne a= ! : X — X,

INNE PRZYKEADY: Wszystkie inne przyktady grup to podgrupy grupy Sx (:-o, na serio: jest to tresé
twierdzenia Cayley’a).

PRZYKELADY BARDZIEJ PRZYZIEMNE:
1. G = {x} grupa jednoelementowa.

2. (Z,+),(R,+),(C,+),(Z",+),(R",+),(C", +); przy tym mamy ciagi podgrup: Z C R C
C,z" c R* c C".



3. (Ryxo, ), Rxo, ), (Cro, -); ciag podgrup Rug C Ry C Cyy.
4. U(1) :={z € C||z| = 1} (podgrupa C).

5. Sp, grupa permutacji zbioru n-elementowego.

Uwaga: 1.- 4. sa przyktadami grup przemiennych lub abelowych, czyli takich, ze
p(a,b) = p(b,a) Va,bed.

3. jest przykladem grupy nieprzemiennej, jesli n > 2.

Przyktady mniej przyziemne otrzymuja sie w ramach nastepujacej waznej konstrukcji. Zatézmy, ze
zbior X wyposazony jest w pewna “strukture” &. Wybierzmy z Sx tylko bijekcje o tej wlasnosci,
ze one same 1 ich odwrotnosci "zachowuja” &, i oznaczmy przez Sx g ich zbior. Wtedy Sx e jest
podgrupa w Sx. Grupa Sx e jest ,grupa symetrii” struktury & i czesto zawiera istotng informacje o
S (zob. przyktad ,podtogi”, ponizej).

PRZYKEAD: G struktura przestrzeni liniowej na X, wtedy zachowanie struktury oznacza liniowos¢
bijekcji, Sx.¢ = GL(X) (od angielskiego general linear) grupa odwracalnych liniowych przeksztaltcen
przestrzeni X.

PRZYKEAD: & struktura przestrzeni liniowej na X wraz z forma objetosci o, Sx.e = SL(X) (od
angielskiego special linear) grupa odwracalnych liniowych przeksztalcen przestrzeni X zachowujacych
o. Uwaga: SL(X) jest podgrupa GL(X).

PRZYKLAD: G struktura przestrzeni euklidesowej na X, czyli X jest przestrzenia liniowa z zadana
metryka euklidesowa (]), Sx,¢ = O(X) grupa ortogonalna, czyli grupa liniowych bijekcji, zachowu-
jacych metryke. Uwaga: O(X) jest podgrupa GL(X).

PRzZYKEAD: SO(X) := SL(X)NO(X).

PRZYKEAD: Niech X = R* bedzie wyposazone w strukture metryki (|) o sygnaturze (1, 3), czyli &
bedzie struktura lorentzowska na X. Wtedy Sx e = O(1, 3), grupa liniowych bijekeji zachowujacych
(]), jest tzw. grupa Lorentza.

PRZYKLAD: G struktura przestrzeni metrycznej lub topologicznej na X, zachowanie struktury oz-
nacza ciaglosé¢ bijekcji, Sx ¢ grupa homeomorfizméw przestrzeni X.

PRZYKLAD: G struktura rozmaitosci gladkiej na X, zachowanie struktury oznacza gtadkos¢ bijeke;ji,
Sx,& grupa dyfeomorfizmoéw przestrzeni X.

Dzialanie (lewe) grupy G na zbiorze X: Odwzorowanie v : G x X — X (skrotowo oznaczamy
tez v(g,x) =: g - x) o whasnosciach

L (g1 -9) 2=9g1-(92-7) Vgi,00 € G,x € X;

2.ecx=x VaxeX.

PRZYKEAD: Dziatanie grupowe 1 : G X G — G jest przykladem lewego (oraz prawego) dzialania G
na G.



PRZYKEAD: Grupa Sx w naturalny sposob dziala na X: a -z :=a(x),a € Sx,z € X. Uwaga: jest
to lewe dzialanie: (a-b)-x = (aob)(z) =a(b(z)) =a-(b-x).

PRzZYKEAD: Analogicznie, Sx ¢ dziala na X.
Orbita elementa x € X dzialania G na X: G-z :={g-z| g € G}.

Uwaga: X jest suma rozlaczng orbit dziatania. Rzeczywiscie, kazdy element zawiera sie w jakiej$
orbicie (bo e -z = x), ponadto, jedlix € G-2' oraz x € G- 2", t0o G-2' =G -2" (box =g -2/ =
g == () g =g =g-(¢) ¢ 2= G- -2’ CG-2"iodwrotnie).

Stabilizator G* elementa x € X wzgledem dzialania G na X: G*:={ge€ G| g -z =x}.

Uwaga 1. Stabilizator jest podgrupa: g1 -x =z, g0 - =02 = (1 - g2) 2= - (g2-x) =qn-x ==z

0razg~x:x:>:v:g_1-g-x:g_l'x.

Uwaga 2. Stabilizatory elementéw z jednej orbity sa sprzezone: z’ = h -1 = G* = h™'G*h
(Cwiczenie).
Stabilizator G¥ podzbioru Y C X wzgledem dzialania G na X: GY :={ge€ G |g- Y CY}.

PRZYKEAD: Grupa D, symetrii wielokgta prawidlowego o n wierzchotkach. Niech X = R? ze
standardowa metryka euklidesowa, Y n-kat prawidtowy o srodku w zerze:
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Wtedy D, jest podgrupa grupy O(X) bedaca stabilizatorem Y.

PRZYKLAD: Grupa G symetrii ,podlogi”, sktada sie z: 1) kraty” Z x 27Z; 2) odbi¢ wzgledem prostych
poziomych i pionowych, przechodzacych przez wezly kraty oraz przez srodki ,plytek”; 3) obrotow o
180° wzgledem weztéw kraty oraz punktow lezacych w Srodkach ptytek oraz ich krawedzi.




Grupa G dziala na R% Orbita zera: Z x 2Z. Ona nie pokrywa si¢ z ,podloga” (bo nie zawiera
sfugi”), ale dobrze odzwierciedla nieréwnoprawnosé¢ poziomego i pionowego kierunku. Czyli znajac

samyg tylko grupe symetrii obiektu czasem (nie zawsze, zob. nastepny przyklad) mozemy w duzej
mierze odtworzy¢ strukture obiektu.

PRzZYKLAD: Grupa G symetrii ,kawaltka podtogi”

jest o wiele biedniejsza, ma tylko 3 nietrywialne elementy: odbicia wzgledem prostych pionowej i
poziomej przechodzacych przez $rodek ,kawaltka” oraz ich ztozenie, czyli obrét o 180°. Taka grupa
bardzo stabo odzwierciedla strukture obiektu. Powodem jest jego ,nijednorodnosé¢”. Do opisu symetrii
takich obiektow lepiej stuza grupoidy, uogoélnienia grup [Wei96|.
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