'Teoria grup I

Andriy Panasyuk

1  Wprowadzenie do wykladu, cz. 1

Grupa: Zbior G wyposazony w “dziatanie” u: G x G — G (skrotowo oznaczamy u(a,b) =: a-blub
poprostu ab) spelniajace nastepujace aksjomaty:

1. dzialanie jest taczne, czyli
(ab)e = a(bc) V a,b,c € G;

2. istnieje element e € G, zwany "neutralnym”, taki, ze
ea =ae=a Yaé€dG,
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3. dla kazdego a € G istnieje element "odwrotny” a™, czyli taki, ze

Uwaga: Element neutralny jest jedyny: jesli € inny neutralny, to ¢/ = €’e = e. Analogicznie, dla
kazdego a € G element odwrotny a~! jest wyznaczony jednoznacznie.

Podgrupa grupy G: Podzbior H C G o wlasnosciach 1) u(H, H) C H oraz 2) H™' C H, czyli
Habe H Yabc Horaz 2)a '€ H Yac H.

Uwaga: 1) i 2) implikuja e € H oraz fakt, ze podgrupa H sama staje sie grupa z dzialaniem p|py«p.

PRZYKLAD PODSTAWOWY - GRUPA PERMUTACJI: Permutacja zbioru X nazywamy bijekcje a :
X — X. Zbior bijekcji oznaczamy Sy (S od ,symetrii”; grupe permutacji inaczej nazywamy ,,grupa
symetrii” zbioru X) i wyposazamy w dzialanie - zlozenie bijekcji, czyli p(a,b) :=aob: X — X.
Element neutralny - odwzorowanie identycznosciowe Idy, element odwrotny do a - odwzorowanie
odwrotne a= ! : X — X,

INNE PRZYKEADY: Wszystkie inne przyktady grup to podgrupy grupy Sx (:-o, na serio: jest to tresé
twierdzenia Cayley’a).

PRZYKELADY BARDZIEJ PRZYZIEMNE:
1. G = {x} grupa jednoelementowa.

2. (Z,+),(R,+),(C,+),(Z",+),(R",+),(C", +); przy tym mamy ciagi podgrup: Z C R C
C,z" c R* c C".



3. (Ryxo, ), Rxo, ), (Cro, -); ciag podgrup Rug C Ry C Cyy.
4. U(1) :={z € C||z| = 1} (podgrupa C).

5. Sp, grupa permutacji zbioru n-elementowego.

Uwaga: 1.- 4. sa przyktadami grup przemiennych lub abelowych, czyli takich, ze
p(a,b) = p(b,a) Va,bed.

5. jest przykladem grupy nieprzemiennej, jesli n > 2.

Przyktady mniej przyziemne otrzymuja sie w ramach nastepujacej waznej konstrukcji. Zatézmy, ze
zbior X wyposazony jest w pewna “strukture” &. Wybierzmy z Sx tylko bijekcje o tej wlasnosci,
ze one same 1 ich odwrotnosci "zachowuja” &, i oznaczmy przez Sx g ich zbior. Wtedy Sx e jest
podgrupa w Sx. Grupa Sx e jest ,grupa symetrii” struktury & i czesto zawiera istotng informacje o
S (zob. przyktad ,podtogi”, ponizej).

PRZYKEAD: G struktura przestrzeni liniowej na X, wtedy zachowanie struktury oznacza liniowos¢
bijekcji, Sx.¢ = GL(X) (od angielskiego general linear) grupa odwracalnych liniowych przeksztaltcen
przestrzeni X.

PRZYKEAD: & struktura przestrzeni liniowej na X wraz z forma objetosci o, Sx.e = SL(X) (od
angielskiego special linear) grupa odwracalnych liniowych przeksztalcen przestrzeni X zachowujacych
o. Uwaga: SL(X) jest podgrupa GL(X).

PRZYKLAD: G struktura przestrzeni euklidesowej na X, czyli X jest przestrzenia liniowa z zadana
metryka euklidesowa (]), Sx,¢ = O(X) grupa ortogonalna, czyli grupa liniowych bijekcji, zachowu-
jacych metryke. Uwaga: O(X) jest podgrupa GL(X).

PRzZYKEAD: SO(X) := SL(X)NO(X).

PRZYKEAD: Niech X = R* bedzie wyposazone w strukture metryki (|) o sygnaturze (1, 3), czyli &
bedzie struktura lorentzowska na X. Wtedy Sx e = O(1, 3), grupa liniowych bijekeji zachowujacych
(]), jest tzw. grupa Lorentza.

PRZYKLAD: G struktura przestrzeni metrycznej lub topologicznej na X, zachowanie struktury oz-
nacza ciaglosé¢ bijekcji, Sx ¢ grupa homeomorfizméw przestrzeni X.

PRZYKLAD: G struktura rozmaitosci gladkiej na X, zachowanie struktury oznacza gtadkos¢ bijeke;ji,
Sx,& grupa dyfeomorfizmoéw przestrzeni X.

Dzialanie (lewe) grupy G na zbiorze X: Odwzorowanie v : G x X — X (skrotowo oznaczamy
tez v(g,x) =: g - x) o whasnosciach

L (g1 -9) 2=9g1-(92-7) Vgi,00 € G,x € X;

2.ecx=x VaxeX.

PRZYKEAD: Dziatanie grupowe 1 : G X G — G jest przykladem lewego (oraz prawego) dzialania G
na G.



PRZYKEAD: Grupa Sx w naturalny sposob dziala na X: a -z :=a(x),a € Sx,z € X. Uwaga: jest
to lewe dzialanie: (a-b)-x = (aob)(z) =a(b(z)) =a-(b-x).

PRzZYKEAD: Analogicznie, Sx ¢ dziala na X.
Orbita elementa x € X dzialania G na X: G-z :={g-z| g € G}.

Uwaga: X jest suma rozlaczng orbit dziatania. Rzeczywiscie, kazdy element zawiera sie w jakiej$
orbicie (bo e -z = x), ponadto, jedlix € G-2' oraz x € G- 2", t0o G-2' =G -2" (box =g -2/ =
g == () g =g =g-(¢) ¢ 2= G- -2’ CG-2"iodwrotnie).

Stabilizator G* elementa x € X wzgledem dzialania G na X: G*:={ge€ G| g -z =x}.

Uwaga 1. Stabilizator jest podgrupa: g1 -x =z, g0 - =02 = (1 - g2) 2= - (g2-x) =qn-x ==z

0razg~x:x:>:v:g_1-g-x:g_l'x.

Uwaga 2. Stabilizatory elementéw z jednej orbity sa sprzezone: z’ = h -1 = G* = h™'G*h
(Cwiczenie).
Stabilizator G¥ podzbioru Y C X wzgledem dzialania G na X: GY :={ge€ G |g- Y CY}.

PRZYKEAD: Grupa D, symetrii wielokgta prawidlowego o n wierzchotkach. Niech X = R? ze
standardowa metryka euklidesowa, Y n-kat foremny o $rodku w zerze:

Wtedy D, jest podgrupa grupy O(X) bedaca stabilizatorem Y.

PRZYKLAD: Grupa G symetrii ,podlogi”, sktada sie z: 1) kraty” Z x 27Z; 2) odbi¢ wzgledem prostych
poziomych i pionowych, przechodzacych przez wezly kraty oraz przez srodki ,plytek”; 3) obrotow o
180° wzgledem weztéw kraty oraz punktow lezacych w Srodkach ptytek oraz ich krawedzi.




Grupa G dziala na R% Orbita zera: Z x 2Z. Ona nie pokrywa si¢ z ,podloga” (bo nie zawiera
sfugi”), ale dobrze odzwierciedla nieréwnoprawnosé¢ poziomego i pionowego kierunku. Czyli znajac

samyg tylko grupe symetrii obiektu czasem (nie zawsze, zob. nastepny przyklad) mozemy w duzej
mierze odtworzy¢ strukture obiektu.

PRzZYKLAD: Grupa G symetrii ,kawaltka podtogi”

jest o wiele biedniejsza, ma tylko 3 nietrywialne elementy: odbicia wzgledem prostych pionowej i
poziomej przechodzacych przez §rodek ,kawatka” oraz ich zltozenie, czyli obrét o 180°. Taka grupa
bardzo stabo odzwierciedla strukture obiektu. Powodem jest jego ,nijednorodno$¢”. Do opisu symetrii
takich obiektow lepiej stuza grupoidy, uogolnienia grup [Wei96|.



2 Wprowadzenie do wyktadu, cz. II

Grupy ,dyskretne” 7", ,symetrie podtogi” (nieskoriczone), S, D,, (skoriczone).
Grupy ,ciagle”™ (R",+), (R, ), (R, ), (Cro, ), GL(X), SL(X),O(1, 3) (niezwarte), U(1), O(X),
SO(X) (zwarte).

Grupy topologiczne (Liego): Sa to grupy (G, ) takie, ze G jest wyposazone w strukture przestrzeni
topologicznej (rozmaitosci rozniczkowej) o tej wlasnosci, ze odwzorowanie i : G X G — G oraz odw-
zorowanie € : g — g~ : G — G sy ciagle (gladkie).

Uwaga: Jesli G jest grupa topologiczng (Liego), w ponizszych definicjach wymagamy ciatosci (glad-
kosci) wszystkich odwzorowan.

Reprezentacja grupy G w przestrzeni liniowej X: dziatanie v : G x X — X takie, ze dla
kazdego g € G odwzorowanie v(g,-) : X — X jest liniowe.

Przyklad: naturalna reprezentacja grup GL(X),SL(X),O(X),SO(X),0(1,3), D, w przestrzeni
X.

Homomorfizm grup: Odwzorowanie f : G; — G5 pomiedzy dwiema grupami o wlasnosciach:
fler) =ea, fla1b) = f(a)-2 f(b) Va,be Gh.

Izomorfizm grup: Homomorfizm f : G; — G5 bedacy bijekcja. Uwaga: Odwrotne odwzorowanie
7t Gy — Gy automatycznie jest homomorfizmem: f~!(c-d) = f~1f(f () - fF(f7Hd))) =
fH ) - 7)) = f7He) - f7H ().

Grupa automorfizméw grupy G: Nawiasem moéwiac, otrzymali$my jeszcze jeden przyktad grupy
Sx & © jest struktura grupy na zbiorze X = G, a Sx e grupa izomorfizméow z G w G, ktore
nazywamy automorfizmami G. Oznaczamy Aut(G) = Sg.s.

PrRzYKEAD: Dla dowolnej G odwzorowanie Idg : G — G jest przykladem izomorfizmu, a odw-
zorowanie f : G — {*} homomorfizmu.

PRZYKEAD: exp(-) : (R, 4+) — (R, -) homomorfizm, exp(-) : (R, +) — (Rso, ) izomorfizm.
PRZYKEAD: exp(2mi-) : (R,4) — (Cx, -) homomorfizm.

PRZYKEAD: [ : U(1) — SO(R?) izomorfizm, tutaj SO(R?) grupa obrotéow plaszczyzny, f odw-
zorowuje liczbe € w obrét o kat ¢.

Roéwnowazno$é dzialan: Dzialania vy : Gy x X7 — X7 1 1 : Gy X Xo — X, nazywaja sie
rownowaznymi, jesli istnieje izomorfizm grup f : G; — G5 oraz bijekcja h : X; — X, takie, ze
nastepujacy diagram jest przemienny:

Gl XleHXl

ith lh

GQ XXQLXQ

czyli h(vi(g,z)) = va(f(g),h(x)) ¥V g€ Gy, x € Xy.

Wazne pytania matematyczne:



1. Sklasyfikowa¢ grupy z doktadnoscia do izomorfizmu;
2. Sklasyfikowa¢ dziatania (w tym reprezentacje) z dokladnoscia do réwnowaznosci.

»Sklasyfikowa¢” w ideale oznacza: 1) sporzadzic¢ liste ,cegielek”, czyli ,prostych” obiektow (grup w
przypadku 1., czy w przypadku 2. dzialan ustalonej grupy), ktorych strukture znamy; 2) okresli¢ pro-
cedure budowania z ,cegietek” bardziej skomplikowanych obiektow; 3) podaé kryteria, kiedy wybrany
obiekt jest izomorficzny (rownowazny) z jednym z obiektow zbudowanych z ,cegielek”.

W rzeczywistosci, takie listy ,cegielek” istnieja, ale istnieja tez obiekty nie ,poddajace sie¢ klasy-
fikacji”.

Naszym najblizszym celem bedzie zdefiniowanie ,cegietek” w przypadku grup.

Jadro homomorfizmu f : G; — Gq: ker f := f~!(ey).

Podgrupa normalna: Podgrupe H C G nazywamy normalng, je§li gHg™' C H dla wszystkich
g €G.

Zwigzek pomiedzy grupami normalnymi a jadrami homomorfizméw:

TWIERDZENIE Podzbior H C G grupy G jest podgrupg normalng wtedy i tylko wtedy gdy jest jadrem
pewnego homomorfizmu f: G — Gs.

Dowdd: (<=) Niech f: G — G5 bedzie homomorfizmem, a H := ker f. Wtedy
a,b€ H=> f(a) = ez, f(b) = e2 => f(ab) = f(a)[(b) = eze2 = &3 => ab € H;

a€H= fla')=(f(a)) ' =e' =ey=0a"' € H;

flgHg™) = f(9) f(H)f(g7") = f(g)ea(f(9))™" = e2 = gHg™ C H.
Dowod implikacji (=) pokrywa sie z nastepujaca konstrukcja.
Grupa ilorazowa G/H i homomorfizm naturalny G — G/H: Niech G bedzie grupa z dzi-
ataniem p: G x G — G a H C G bedzie dowolna podgrupa. Wtedy ograniczenie u|gxy daje prawe
dziatanie grupy H na zbiorze GG. Orbita elementu g € G pod wzgledem tego dzialania ma postac
gH = {gh | h € H} i nazywa sie prawg warstwa g ze wzgledu na H. Zbioér takich warstw oznaczamy
G/H. Zbior G jest suma rozlaczna warstw (jako ze dowolny zbior z dzialaniem grupy jest sumag

roztaczng orbit). Ponadto, wszystkie warstwy maja jednakowa moc, rowna mocy H: odwzorowanie
H > h — gh € gH jest bijekcja.

LEMAT Niech H C G bedzie podgrupg normalng. Wtedy:

1. kazda prawa warstwa gH pokrywa sie z lewq warstwg Hg :=={hg | h € H};

2. wzor gH - ¢H = (g - ¢')H zadaje poprawnie okreslone dziatanie p : G/H x G/H — G/H
spetniajgce aksjomaty dziatania grupowego;

1Stowo ,prostych” piszemy w cudzyslowie, poniewaz ,cegietki” mogg mie¢ dosyé¢ skomplikowang strukture. Na
przyktad tzw. grupa Potwdr (ang. Monster), bedaca grupa prosta w sensie definicji, ktéra poznamy za moment, liczy
246.320.59.76.112.133.17-19-23-29-31-41-47-59-71 = 808017424794512875886459904961710757005754368000000000 ~
8 - 10°® element6w, zob. http://en.wikipedia.org/wiki/Monster _group



3. odwzorowanie m : G — G/H, w(g) := gH jest homomorfizmem grup.

Dowdd: 1. gHg ' C H < gHg ' = H <= gH = Hyg

2. Poprawno$¢: niech g1 € gH, ¢} € ¢'H, wtedy istnieja h € H,h' € H' takie, ze g1 = gh, g}, = ¢'h'.
Mamy g1 H - g1H = (91 - ¢1)H = ghg'W'H = ghg'H = ghHg' = gHg' = gg'H.

Lacznosé: (gH-g'H)-g"H = (99')H -¢"H = (99')9"H = g(¢'9")H = gH - (¢'g")H = gH - (¢'H - g"H).
Element neutralny: eHgH = egH = gH = geH = gHeH.

Element odwrotny: ¢ 'HgH = g 'gH = eH = gg 'H = gHg ' H.

3. m(g99') = g99'H = gHg'H =r(g9)n(g'),7(e) = eH. U

Uwaga I: Homomorfizm 7 jest epimorfizmem (czyli jest surjektywny). Uwaga II: Zeby jaki§ epi-
morfizm [ : G; — Gy byl izomofrizmem, wystarczy i dosy¢, zeby jego jadro bylo trywialne (tj.
ker f = {e1}) (Cwiczenie).

Obraz homomorfizmu:

LEMAT Obraz Hy := im f homomorfizmu f : G — Gy jest pogrupg w Go izomorficzng z G1/Hy,
gdzie Hy :=ker f.

Dowdd: Jedli a,b € H,, to istnieja aq,b; € Gy takie, ze f(a1) = a, f(by) = b. Wtedy f(a1b) =
f(ay)f(by) = ab, czyli Hy - Hy C Hy. 7 kolei, f(a;') = (f(a1))™! = a™! implikuje (Hy) ™' = H,.

Szukany izomorfizm okreslimy wzorem G,/H; > gH; N f(g) € H,. Odwzorowanie f jest
okreslone poprawnie: jeéli ¢’ € gH inny przedstawiciel warstwy, to ¢'¢g~! = h dla pewnego h € H, i
F()(f(g)™r = f(h) = es skad f(g') = f(g). Podobnie sprawdzamy, ze jest homomorfizmem oraz
ze ma trywialne jadro. [J

PrzYKLAD: Kazda podgrupa H grupy abelowej G jest normalna. W szczegblnosci, jesli wezmiemy
G =7, H = nZ, otrzymujemy grupe cykliczng Z,, := Z/nZ.

PRzYKEAD: Obrazem homomorfizmu exp(27i-) : (R, +) — (Co, ) jest podgrupa U(1) C (C, ), a
jego jadrem podgrupa (Z,+). Mamy wiec izomorfizm R/Z = U(1).

PRzZYKEAD: Niech sign : S, — (Ry,-) homomorfizm odwzorowujacy permutacje 7 w +1 w za-
leznosci od znaku 7. Jadrem jest tutaj grupa alternujgca A, permutacji parzystych, a obrazem
grupa 2-elmentowa {£1} izomorficzna z Zy. Mamy izomorfizm S, /A, = Zs.

PRZYKEAD: Niech G bedzie dowolna grupa. Okreslmy odwzorowanie ¢ : G — Aut(G) wzorem
g — Ay, Ay(h) := ghg™' (poprawnosé: Ay(hh') = ghh'g™ = ghg™'gh'g™" = A,(h)A, (W), Ay(e) =
e,Ag_l = A,-1). Ponadto, samo ¢ jest homomorfizmem: A,y = A, 0 Ay, Ac = Idg. Jego obraz
Int(G) C Aut(G) nazywamy grupa, automorfizmdéw wewnetrznych.

Okazuje sie, ze Int(G) podgrupa normalna w Aut(G): jesli f : G — G dowolny automorfizm, to
Fodyo fh) = Fglf (g ) = F@)FL (B)1F (™) = Agg(R), eayli folnt(G)o ' € Int(G).

Grupe ilorazowa Out(G) := Aut(G)/Int(G) nazywamy grupa automorfizmdw zewnetrznych grupy
G.

Grupy proste: Sa to grupy G nie posiadajace nietrywialnych (czyli rozniacych sie od G i {e})
podgrup normalnych.



Uwaga: W przypadku grup topologicznych lub Liego w definicji grup prostych dopuszczamy istnienie
nietrywialnych normalnych podgrup dyskretnych®. Np. prosta grupa Liego SL(R?) ma nietrywialna

dyskretna podgrupe normalng {+7}.
To wtasnie grupy proste sa cegietkami, ,dajacymi sie sklasyfikowa¢”.

2Dyskretnosé¢ podgrupy H C G oznacza dyskretnosé H jako przestrzeni topologicznej, czyli istnienie dla kazdego

punktu h € H otoczenia nie przecinajacego sie z otoczeniami innych punktéw z H.



3 Iloczyny proste i p6tproste oraz rozszerzenia grup, cz. |

Literatura dodatkowa: |Kir72, Kir76|
Ponizej okreslimy sposoby ,sklejania cegietek”, czyli budowania z kilku grup jednej, bardziej
skomplikowanej grupy.

Iloczyn prosty grup Gi,...,G,: Jest to zbior Gy X - - - X G, wyposazony w dzialanie (g1,...,gn) -
(hi,...,hy) == (gih1, ..., gnhy) z elementem neutralnym (eq, ..., e,) oraz (gi,...,9,) ' == (g7 ", ...,
g;1). (Ponizej bedziemy nieco nietradycyjnie oznaczaé¢ elementy iloczynu kartezjariskiego nawiasami
kwadratowymi [ ].)

PRZYKEAD: Grupa GL,(2,R) := {A € Mat(2,R) | det A > 0} jest izomorficzna z Roy x SL(2,R),
gdzie SL(2,R) := {A € Mat(2,R) | det A = 1}. Rzeczywiscie, izomorfizm zadajemy wzorem
F:Rogx SL(2,R) — GL,(2,R), F([z, X]) :== 2X a jego odwrotnoé¢ to Z — [v/det Z, Z/v/det Z].

Tloczyn pélprosty Gs x Gy grup Gs i Gi: Zalézmy, ze mamy dzialanie grupy G5 na grupie G,
srespektujace strukture grupy” na Gi. Innymi stowy, zadany jest homomorfizm f : Gy — Aut(G)
(w takiej sytuacji mozna tez powiedzie¢, ze jest zadana reprezentacja grupy Go w grupie Gy).
Okreslamy dziatanie na zbiorze G X G1: [g2, ¢1] - [h2, ha] := [g2 - ha, g1 - fg, 1] (tutaj oznaczylismy
Frah == F(ga)h).
Lgcznosé: ([ga, 1] - [ha, M) - [, 1] = g2 - ho, 91+ fo,hu] - [2, 1] = [(g2 - ha) - Jos (g1 - fouh1) -+ fonnadi] =
[92-P2-J2, (91- fgaT1) - (fgo © frodt)] = 922 J2, g1+ (fgalor- fo (fnoin))] = 92+ (h2j2), g1+ (fgo (ha- froin))] =
92, 91] - [ha - Jo ha - froi] = (g2, 1] - ([hay Rl - [, 1))
Element neutralny: [es, 1]
Element odwrotny: [g2,91]7" := [g;l,fgglgfl]
Inne oznaczenie dla Gy X G to Gy X5 Gj.

PRZYKEAD: Grupa O(R?) liniowych odwracalnych przeksztalcen ortogonalnych plaszczyzny euk-
lidesowej jest izomorficzna z iloczynem Zy x SO(R?) grupy Z, = {£1} z grupa obrotow SO(R?).

Rzeczywiscie, O(R?) jest izomorficzna z grupa O(2,R) = {A € Mat(2,R) | AAT =1} = {[ Z Z } |

A+ =1, +d*=1,ac+bd =0} a SOR?) z SO(2,R) = {A € O(2,R) | det A = 1}).

Okreslmy homomorfizm f : {£1} — Aut(SO(2,R)) wzorem 1 — Id,—1 — L, gdzie L : Oy —
. | cos¢p —sing
O_4, tutaj Oy = sing  cos

elementem Aut(SO(2,R)): odwzorowanie L : SO(2,R) — SO(2,R) jest ograniczeniem do SO(2,R)

) jest macierza obrotu o kat ¢. Zauwazmy, ze L rzeczywiscie jest

1 (1) (Cwiczenie: sprawdzi¢ ten fakt).
Ponadto, poniewaz ¢*> = I, odwzorowanie f jest homomorfizmem.

Zostalo zbudowa¢ izomorfizm F : Zy xy SO(2,R) — O(2,R). Polézmy o(1) := 0,0(—1) :=1
oraz F([z, X]) := X¢°® (mamy f(z) = Apw). Wtedy F([z,X] - [y,Y]) = F(lzy, X Apow (Y)]) =
Xgo@Y go@) golay) — X go@)y ¢o(@*y) = X ¢o@)y golw) = F([z, X])-F(ly,Y]). Homomorfizm odwrotny:
F~YZ) = [det Z, Zg°4t D). (Cwiczenie: sprawdzi¢, 2e FF~Y(Z) = Z oraz F~'F([z, X]) = [z, X].)

PRZYKEAD: Grupa GL(2,R) := {A € Mat(n,R) | det A # 0}, jest izomorficzna z R* x SL(2,R),
gdzie SL(2,R) : {A € Mat(2,R) | det A = 1}, a R* to inne oznaczenie dla grupy (R, ). Rzeczy-

wiscie, okreslmy odwzorowanie 7 : R* — {0,1},7(x) := o(sign(z)), oraz homomorfizm f : R* —

automorfizmu wewnetrznego A, grupy O(2,R), gdzie g = [ 0



Aut(SL(2,R)), f(z) := Ayrw. Izomorfizm F : R* x; SL(n,R) — GL(n,R) okreslamy wzorem
F([z, X]) := 2Xg™®. Cwiczenie: zbudowaé izomorfizm odwrotny, sprawdzi¢ szczegoty.

PRZYKEAD: Grupa SFE(2,R) := SO(2,R) x; R? ruchéw plaszczyzny euklidesowej. Tutaj f :
SO(2,R) — Aut(R?) standardowe dzialanie grupy obrotow plaszczyzny na plaszczyznie.

Uwaga 1: Jesli f jest homomorfizmem trywialnym, to G Xy Gy = G x Gy.

Pytanie 1: Czy bywaja nietrywialne f, dla ktoérych tez Gy x ¢ G1 = G x G177 Bardziej ogolnie: jesli
f, [ Gy — Aut(G,) dwa homomorfizmy, kiedy istnieje izomorfizm Gy X, G = Gy x4, Gy

Uwaga 2: odwzorowanie m : [g2,¢1] — g2 : G — G jest epimorfizmem grup: m([ga, *][he, *]) =
7([g2ha, *]) = gaha = 7([ga, *])7([he, *]). Stad mamy wnioski: a) {e} x G = ker 7 podgrupa normalna
w G =Gy x5 Gy; b) G/G1 = Gy (izomorfizm grup).

Pytanie 2: Czy kazda grupa G posiadajaca podgrupe normalng Gy jest izomorficzna z Gy x5 Gy,
gdzie f pewien homomorfizm z grupy ilorazowej Go = G/G; w grupe Aut(G1)?
W celu znalezienia odpowiedzi na to pytanie wprowadzmy kilka nowych pojec.

Ciag dokladny homomorfizméw grup: Jest to ciag --- Ths G EL Gigy1 — --- grup i ich
homomorfizméw taki, ze im fr_; = ker f; dla kazdego k.

Kroétki ciag dokladny: Jest to cigg doktadny postaci {*} — G = G = Gy — {*}. W szczegol-
nosci mamy: ker: = {e}, czyli ¢ jest wlozeniem (monomorfizmem); im7 = Gy, czyli 7 jest epimor-
fizmem; im ¢ = ker 7, czyli podgrupa im ¢ = Gy jest podgrupa normalna, a grupa G jest izomorficzna
z grupa ilorazowa G/G1.

Rozszerzenie grupy (G2 za pomoca grupy Gi: Jest to krotki ciag doktadny postaci

Praygktad: G = Gy x5 G, 0(91) := [e, 1], 7 ([92, 91]) = g2

7'['/

Roéwnowazno$é rozszerzen: Rozszerzenia {*} — G1 - G 5 Gy — {x} oraz {x} — G, Lo Z
Go — {*} sa rownowazne, jesli istnieje izomorfizm @ : G — G’ dla ktorego nastepujacy diagram jest
przemienny:
G
ZleX

{*} G —— G —— G {x}

Pytanie 2 teraz mozna przeformulowa¢ w nieco wezszym kontekscie. Pytanie 2': czy kazde rozsz-
erzenie {x} — Gy = G 5 Gy — {*} jest rtownowazne z {*} — G, = Gy x; Gy = Gy — {#} dla
pewnego f? Pytanie 1, natomiast, teraz sformulujemy w nastepujacy sposob. Pytanie 1’: dla jakich
f, f' rozszerzenia {x} — Gy =5 Gy x; Gy = Gy — {*} oraz {x} — G = Gy x5 Gy =5 Gy — {*} sa
rownowazne? Sprobujemy da¢ na odpowiedZ na te pytania w terminach tzw. kohomologii grupy Go
w szczegblnym przypadku abelowej grupy Gj.

Zalozenie o grupie G: Od tego momentu zaktadamy, ze G jest abelowa. Operacje w G bedziemy
oznaczali plusem, element neutralny zerem, a element odwrotny minusem (tzw. notacja addytywna).
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Kohomologie grupy G, o wartosciach w (abelowej) grupie G;: Niech f : Gy — Aut(G,)
ustalony homomorfizm. Dowolna funkcje ¢ : G§ — G nazywamy n-kotancuchem na G5 o wartos-
ciach Gy. Zbiér n-kotaricuchow oznaczmy przez C"(Gq,G1) (tworzy on grupe abelowa ze wzgledu
na dodawanie funkeji). Z definicji C%(Gs, G1) = G;. Okreslmy odwzorowania d' : C'(Gq, G1) —
Ci+1(G2, Gl)

d’c(g) = f,c—c, c€ Gy, g€ Gy
dlC(Q? h) = fgC(h) - C(gh) + 0(9)7 g, h € G27C S OI(G27 G1)7
dQC(gahaj) = fgC(h,j)—C(gh,j)+0(g,hj)—0(g,h), g7haj €G276602(G27G1)'

Latwo sie sprawdza (Cwiczenie), 7e 1) d’ jest homomorfizmem grup; 2) di*'d’ = 0. 7 2) mamy
wniosek: imd® C kerd™!. Mowimy, ze Z'(Go,Gy) := kerd® jest i-ta grupa kocykli, B (Go,G) =
im d’ jest i-ta grupa kobrzegow, a H' (G, Gy) :=kerd'/imd'~! jest i-ta grupa kohomologii grupy G
(,0 wartosciach w G1”, lub, bardziej doktadnie, ,w reprezentacji f”).
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4 TIloczyny proste i pélproste oraz rozszerzenia grup, cz. 11

Proba odpowiedzi na pytanie 2': Rozwazmy rozszerzenie (1). Najpierw zauwazmy, ze w tej
sytuacji mamy jednoznacznie okreslone dzialanie Gy na Gy, czyli homomorfizm f : Gy — Aut(Gh).
Istotnie, kazdy element g € G okresla automorfizm wewnetrzny A,, ktéry zachowuje podgrupe Gy
poniewaz ona jest normalna. Czyli mamy homomorfizm F' : G — Aut(Gi),9 — Aglg,. Elementy
7 G leza w jadrze tego homomorfizmu, bo G jest abelowa, czyli F'  przepuszcza sie” przez G/G.
Innymi stowy istnieje jedyny f : Gy — Aut(G;) taki, ze nastepujacy diagram jest przemienny:

[

GGy —L- Aut(Gy)

Nastepnie, wybierzmy ciecie odwzorowania 7 (czyli takie odwzorowanie s : Gy — G, ze ms = Idg,)
o whasnosci s(eg) = 0. Wybor takiego ciecia jest rownowazny wyborowi jednego przedstawiciela s(gz)
w kazdej warstwie 7 1(g2), g2 € Go, co, z kolei, jest rownowazne utozsamieniu zbiordw G i Gy x Gy a
odwzorowan ¢, ™ z wlozeniem ¢, : g1 — [e, 1] : G1 — Go x Gy oraz z rzutem 7, na pierwsza sktadowa
odpowiednio. (Istotnie, jesli go € Ga, h € 77 1(g2) = G15(g2), to istnieje jedyne g, := h(s(g2))™" € Gy
takie, ze h = ¢15(¢g2). Punkt h utozsamiamy z para [ge, g1].)

Gl

A

Dalej zaktadamy, ze G = G5 x G1 (jako zbior) i pytamy jakie mnozenia (dziatania grupowe) w Gy x G
sg dopuszczalne, czyli takie, ze odwzorowania ¢y, 7y sa homomorfizmami grup.

LEMAT Dopuszczalne mnozenia sq postact
(92, 91[ha, ha] = [g2ha, g1 + fgh1 + (g2, ha)], (2)
gdzie c(e,e) = 0 oraz c € Z*(Gy, GY), cayli jest kocyklem. Ponadto, jesli ¢, sq dwoma kocyklami

odpowiadajgcymi réwnowaznym rozszerzeniom, to ¢ — ¢ € B*(Gy, G1), czyli istnieje ¢ € C*(Gy, Gy)
o wtasnosci ¢ — ¢ = dq. Przy tym q(e) = 0.

Uwaga:
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Dowdd: Sposob utozsamienia G z G5 x G implikuje wzor

[eahl][927gl] = [92791 + hﬂygz',hz‘ € G,.

Istotnie, element hy; € 1 (e) utozsamia sie z e, hi(s(e2)) '] = [e, hy], element g € 7 !(g2) utozsamia
sie 2 [g2,9(s(92)) '] = [g2,91] (tutaj g1 := g(s(g2))™"), skad element hig € 7~ '(e2g2) = 7 '(g2)

utozsamia sie z [g2, h19(s(g92)) 7] = [g2, h1g1] = [92, b1 + 1]
Z kolei, sposob zadania homomorfizmu f daje

[927 gl} [67 hl][g27 91]_1 = [67 fgzhl]‘

Fakt, ze 7 jest homomorfizmem oznacza w szczegdlnosci, ze

[92, 0][h2, 0] = [g2h2, c(g2, h2)]

dla pewnego ¢ € C?(Gy, G1). Uzywajac tych wzoréw dostajemy

[92, 1lle, ] = [g2, g1le, hallg2, 91) g2 1] = le, fohullg2, 1] = (92, 91 + fouhi]

oraz
(92, g1][h2, h1] = [g2, g1]le, Pu][h2, 0] = [g2, g1 + fg,hu]h2, 0] = [e, g1 + fg,P1][g2,0][h2, 0] =

e, 91 + fohal[g2ha, c(ga, ho)] = [g2ha, g1 + fg,h1 + c(g2, ha)].

Poniewaz ¢, ma by¢ homomorfizmem, mamy ¢y (g1)tx(h1) = [e, g1]le, h1] = [e, g1+ feh1+c(e, €)] =
le, g1 4+ h1] = tx (g1 + hy). Stad c(e,e) = 0.
Teraz sprawdzmy warunek kocyklu:

(lg2, 0][R2, O])[f2, 0] = [g2ha, c(g2, ha2)][j2; O] = [g2haja, (g2, ha) + c(g2ha, j2)]

[92, 0]([h2, 0][J2, 0]) = [g2,0][haja2, c(he, j2)] = [g2haj2, fg.c(h2, J2) + c(g2, haj2)].

Réwnowaznosé @ : Go X G7 — Gy X G rozszerzen odpowiadajacych kocyklom ci ¢ oznacza istnienie
odwzorowania ¢ : Go — G takiego, ze 1) Q([g2,91]) = [92,91 + q(g92)] 2) @ jest homomorfizmem.
Warunek 2) implikuje nastepujace réwnosci:

Q([g2, 0][h2, 0]) = Q([g2h2, c(g2, h2)]) = [g2ha, c(g2, ha) + q(g2h2)] =

Q([g2, 0N Q([h2, 0]) = [g2, a(g2)][h2, q(h2)] = [g2h2, a(g2) + fg,q(h2) + (g2, ha)]-

Stad c(ga, ha) — (g2, ha) = f4,q(h2) — q(g2h2) + q(g2)-

Mamy tez 0 = c(e,e) — (e, e) = q(e) — q(e) + q(e) = q(e). O
Uwaga: Jesli kocykl ¢ jest kobrzegiem, czyli ¢ = dgq dla pewnego ¢ € C'(Go,G1), to odwzorowanie
s go — [g2,—q(g2)] : Gy — G5 x Gy jest homomorfizmem. Istotnie, wyrazenie s'(gohs) =
[92h2, —q(g2h2)] jest réwne s'(g2)s'(h2) = (g2, —q(92)][h2, —q(h2)] = [g2ha, —q(g2) — fg,q(h2) +c(ga, ha)]
wskutek definicji dq.

Rozpoznawanie iloczynow poélprostych wsrod wszystkich rozszerzen: Rozszerzenie (1) jest
rownowazne z {*x} — G;—G xX; Go—Gy — {x} jesli i tylko jesli odwzorowanie 7 posiada ciecie
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s' 1 Gy — G bedace homomorfizmem grup. Istotnie, poprzez wybor ciecia s : Go — G (nie bedacego
w og6lnosci homomorfizmem) utozsamiamy G z Gy X G; a samo s z odwzorowaniem gs — [ga, 0].
Roéwnowaznosé z iloczynem polprostym G X Gy oznacza trywialno$é kocyklu ¢ (czyli istnienie ¢
takiego, ze ¢ = dq) i homomorficznosé ,nowego” ciecia s : go — [g2, —q(g2)]-

Uwaga: Element q € C'(Go, G1) taki, ze dq = c jest okreslony z dokladnoscig do dodawania elemen-
tow kobrzegowych da (tutaj a € Gy,da(gs) = fg,a — a). Ciecie 8" : Go — G,5"(g2) := [92, —q(92) —
da(g2)], jest otrzymane z ciecia s’ zastosowaniem automorfizmu wewnetrznego A, : G — G, czyli
s = A 05’ Istotnie, [e, al[g2, —q(g2)][e, a] ™" = [g2, 0 — q(g2)][e; —a] = [g2, 0 — q(g2) — fy,a)-
Przyklad rozszerzenia nie bedacego iloczynem pélprostym: Rozwazmy tzw. grupe Heisen-
berga sktadajaca sie z macierzy postaci

1 b
0 c
0 1

S =

Jasne, ze jako zbior ona moze by¢ utozsamiona z R3. Mnozenie natomiast jest zadawane nastepu-
jacym wzorem: [z,y, z][x", vy, 2] = [x + o',y + ¢y + x2/, 2 + Z/]. Jest to rozszerzenie grupy abelowej
G2 = (R?,+) za pomoca grupy abelowej Gy = (R, +) z kocyklem ¢([z, 2], [2/, 2]) := z2’ (i trywialnym
dziataniem f). Kocykl ten nie moze by¢ kobrzegiem: kobrzeg dq(g, h) = q(h) —q(gh)+q(g) na grupie
abelowej jest funkcja symetrycznag argumentow g, h. Kocykl ¢, natomiast, funkcja symetryczng nie
jest.

W szczegolnosci z tego wynika tez, ze grupa kohomologii H%(Cy, C}) jest nietrywialna.

Uwaga: Powyzszy lemat pokazuje, ze grupa kohomologii H?(G5, G1) jest w bijekcji z klasami
rownowaznosci rozszerzen grupy G za pomoca grupy Gi.

Cwiczenie: Pokaza¢, ze klasy ,autoréwnowaznosci” rozszerzenia (1) modulo ,autor6wnowaznosci”
pochodzace z automorfizméw wewnetrznych A,, gdzie a € Gy, sa w bijekcji z grupa H' (G, Gy).
Odpowiedz na pytanie 1’: Poniewaz homomorfizm f : Gy — Aut(G;) jest jednoznacznie wyznac-
zony przez rozszerzenie (1), rozszerzenia {x} — G el x5 Gy ™Gy — {x} oraz {x} — G >
G X Gy 5 Gy — {*} sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy f = f'.

Zadania na ¢éwiczenia. Inne spojrzenie na dziatanie grupy na zbiorze: Niech v : G x X — X bedzie
lewym dzialaniem grupy G na zbiorze X. Pokazaé, ze: 1) przy ustalonym g € G odwzorowanie
x+— v(g,z) : X — X jest bijekcja, czyli v(g,-) € Sx; 2) odwzorowanie g — v(g,:) : G — Sx jest
homomorfizmem grup. Odwrotnie, kazdy homomorfizm f : G — Sy zadaje dzialanie v : Gx X — X
wedlug wzoru v(g, x) := f,z (tutaj f, == f(9)).

»Dziatanie z kocyklem”: Niech f : Gy — Aut(G1) bedzie homomorfizmem, a ¢ € ZY G5, G1) pewnym
kocyklem. Pokaza¢, ze odwzorowanie f : Gy — Sgy, fe01 = fe01 + q(g2), jest homomorfizmenmn,
czyli zadaje dziatanie G na G| za pomocy ,przeksztatcen afinicznych”.

Przyktad 1: Niech Gy := (R",+),G1 := (R™,+) i niech f: Gy — Aut(G;) homomorfizm trywialny.
Pokazac, ze kazdy operator liniowy ¢ : R" — R™ jest kocyklem. Znalez¢ orbite i stabilizator kazdego
punktu x € R™ ze wzgledu na ,dziatanie z kocyklem” f.

Przyktad 2: Niech Gy := SO(2,R), G := (R?,+) i niech f : Gy — Aut(G;) dzialanie naturalne.
Rozwazmy kocykl ¢ = da bedacy kobrzegiem (tutaj a € Gi,q¢(g2) := fp,a — a,g92 € Gs). Opisac
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,dzialanie z kocyklem” f . Odpowied?: dzialanie f polega na obrotach ptaszczyzny wokot elementu
—a.
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5 Elementy teorii grup krystalograficznych

Literatura dodatkowa:[Szc]?
Dygresja o topologii

Przestrzen topologiczna: Zbior X wraz z rodzing podzbioréw {U,}aeca nazywanych otwartymi o
wlasnosciach:

1. zbiory () oraz X s otwarte;
2. zbior |, g jest otwarty dla dowolnego podzbioru B C A
3. przeciecie skonczonej liczby zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.

Rodzine {U, }aca nazywamy topologiq na X.
PRZYKEAD 1: Rodzina zbioréw otwartych w dowolnej przestrzeni metrycznej.
PrRzZYKLAD 2: Topologia dyskretna sktada sie ze wszystkich podzbioréw zbioru X.

PRZYKEAD 3: Niech X przestrzen topologiczna, Y C X pewien podzbior. Topologia indukowana na
Y sklada sie ze wszystkich przecie¢ zbiorow otwartych w X z podzbiorem Y.

Odwzorowanie ciggte ¢ : X — Y pomiedzy przestrzeniami topologicznymi: jest to odwzorowanie
takie, ze przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego (w Y') jest otwarty (w X).

Podzbior zwarty K C X: Jest to podzbiér o tej wlasnosci, ze z dowolnego pokrycia (J, .5 Ua D K
zbiorami otwartym: mozna wybraé¢ podpokrycie skonczone.

Topologia ilorazowa: Niech X bedzie przestrzenia przestrzen topologiczng, a R C X x X relacja
rownowaznosci. Zbior X/R = X/~ klas rownowaznosci posiada naturalna topologie zwana ilorazowa.
Jest to najmocniejsza (czyli ,najbogatsza”) topologia na X /R, w ktorej rzut naturalny 7 : X — X/R
jest ciagly. Zbior U C X/R jest w niej otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy 71 (U) jest otwarty w X.

PRZYKEAD: Niech X = R? i niech (a,b) ~ (c,d) Vo N — Wtedy X/ naturalnie utozsamia sie z
R, a topologia ilorazowa pokrywa sie ze standardowsg topologia na R.

Uwaga: Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to relacja a ~ b PN dg € G a = gb jest relacja
rownowaznosci (Cwiczenie: sprawdzié). 7Zbior X/ ~ (oznaczany przez X/G) jest zbiorem orbit
dziatania G na X.

PRZYKLAD: Niech X = R? i niech grupa SO(2,R) dziala w sposob naturalny na X. Wtedy
przestrzen orbit X/G z topologia ilorazowa jest promieniem {x € R | z > 0}. Jesli C, € SO(2,R)
jest grupa cykliczna generowana przez obrot o kat 27 /n, to X/C,, jest stozkiem.

Grupa euklidesowa: Niech R™ bedzie wyposazone w standardowy iloczyn skalarny (|). Odw-

zorowanie ¢ : R" — R" o wlasnodci (¢(x)|o(y)) = (x|y) Vz,y € R™ nazywamy izometria. Cwiczenie:
sprawdzié, ze izometrie tworza grupe wzgledem zlozenia odwzorowan.

LEMAT Kazda izometria ¢ : R" — R"™ jest superpozycjg t, o A przeksztatcenia ortogonalnego A €
O(R™) i translacji t, : R* - R", . — x +a,a € R".

3Zob. takze http://pl.wikipedia.org/wiki/Krystalografia, http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group
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Dowadd: céwiczenie.
Grupe izometrii nazywamy grupa euklidesowq i oznaczamy F(R").

LEMAT Grupa E(R™) jest izomorficzna z iloczynem pdtprostym O(n,R) x R™ =: E(n,R).

Dowdd: Niech [A] bedzie macierza odwzorowania A w dowolnej bazie ortonormalnej, a [a] kolumna
wspohrzednych elementu a. Okreslmy odwzorowanie t, o A — ([A],[a]) : E(R") — O(n,R) x R".
Dla x € R™ mamy (t, o B) o (t, 0 A)x = (t, o B)(Az + a) = BAx + Ba + b, wiec zlozenie izometrii
indukuje nastepujace dzialanie grupowe na O(n,R) x R™: ([B], [b])([4], [a]) := ([B][4], [B][a] + []).
0

Ponizej pod grupa euklidesowa bedziemy rozumieé grupe E(n,R).

Kozwarta grupa I' C F(n,R): Jest to podgrupa grupy euklidesowej taka, ze przestrzen orbit R" /I’
jest zwarta.

PRzYKEAD: Podgrupa I' = {t, | a € Z™ C R"} = Z" translacji calkowitoliczbowych jest kozwarta.
Przestrzen orbit R"/Z" jest torusem n-wymiarowym.

Obszar fundamentalny: Niech I' C E(R") bedzie dowolna podgrupa. Podzbior F' C R™ nazywamy
obszarem fundamentalnym dziatania I na R", jesli

JoF =R"

gel’
oraz gint(F) N g int(F) =0 dla g # ¢’. Tutaj int(F) jest zbiorem punktéw wewnetrznych zbioru F,
czyli takich punktow p € F, ktore posiadaja otoczenie otwarte (czyli zbior otwarty U > p) zawarte
w F.

PrzZYKELAD: Kwadrat domkniety o boku 1 jest obszarem fundamentalnym dla dziatania grupy I' =
Z". Obszarem fundamentalnym dla dziatania skoriczonej grupy obrotéow C), jest domkniety wycinek
nieograniczony o kacie 27 /n.

Krystalograficzna grupa I’ wymiaru n: Jest to dyskretna® i kozwarta podgrupa grupy euklides-
owej E(n,R).

PRZYKEAD: I' =Z".
TWIERDZENIE (Bieberbacha)

1. JezeliT' C E(n,R) jest grupg krystalograficzng, to jej zbior translacji T'y := T N (I x R™) jest
normalng podgrupg abelowq skoriczonego indeksu (ostatnie oznacza, ze grupa ilorazowa T /T,
jest skoniczona). Ponadto, Ty jest maksymalna podgrupg abelowg w T (czyli nie zawiera sie w
zZadnej wiekszej podgrupie abelowej) i jest izomorficzna z Z"™.

2. Dla kazdego n istnieje skotriczona liczba klas izomorfizmu grup krystalograficznych wymiaru n.

3. Dwie grupy krystalograficzne wymiaru n sq izomofriczne wtedy i tylko wtedy, gdy sq sprzezone
w grupie A(n,R) afinicznych przeksztalcen R™.

1Zob. definicje podgrupy dyskretnej w przypisie na koficu Wyktadu 2. Réwnowazna definicja: podzbiorem dyskret-
nym w przestrzeni topologicznej X nazywamy taki podzbiér Y C X, ze topologia indukowana na Y jest dyskretna.
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(Bez dowodu.)

Z punktu 1 wynika, ze grupy krystalograficzne posiadaja zwarte obszary fundamentalne. To
stanowi podstawe ich zastosowann w krystalografii: cialo stale jest krysztalem (w odréznieniu od
skwazikrysztalow” i cial amorficznych), jesli jego struktura atomowa jest okresowym powtorzeniem
ograniczonego ,kawaltka” tej struktury.

PRZYKEAD: Grupa Z' := {t(,0) | n € Z} C E(2,R) nie ma zwartego obszaru fundamentalnego.
TWIERDZENIE (Zassenhausa) Grupa I jest izomorficzna z grupq krystalograficzng wymiaru n wtedy

i tylko wtedy, gdy ma normalng podgrupe abelowq skoriczonego indeksu izomorficzng z 7, bedgcq
maksymalng podgrupg abelowaq.

Dowdd: Jedna z implikacji jest punktem 1 twierdzenia Bieberbacha.
Zeby udowodni¢ druga rozwazmy nastepujacy diagram przemienny:

{x} z r G {x}
-
{*} R" T G {*}

kL

{x} —R" — A(n,R) —= GL(n,R) — {x},

ktorego sktadniki okreslimy ponizej.

W pierwszym wierszu G := ['/Z", czyli mamy rozszerzenie odpowiadajace wlozeniu podrgupy
normalnej Z"™ w grupe I' i rzutowi na odpowiednia grupe ilorazowa. Grupe r okreslmy jako iloczyn
polprosty G X R", a odwzorowanie (1, jako wlozenie standardowe. Przypomnijmy sobie, ze pierwszy
wiersz jednoznacznie okresla homomorfizm grup f : G — Aut(Z") (wybieramy ciecie s : G — I' i
okreslamy f(g) jako Ayg)|zn). Zauwazmy, ze Aut(Z") = GL(n,Z) (ostanie wyrazenie oznacza grupe
takich macierzy odwracalnych X, ze X i X! maja wspolczynniki catkowite®) i oznaczmy przez f
ztozenie f : G — GL(n,Z) — GL(n,R) = Aut(R"™), gdzie — jest wlozeniem naturalnym.

Zeby okresli¢ odwzorowanie iy najpierw zrobmy utozsamienie zbiorow ¢ : I' — G X Z" (za pomoca
ciecia s). Przypomnijmy réwniez, ze rozszerzenie z pierwszego wiersza zadaje kocykl ¢ € Z%(G,Z")
(odpowiadajacy homomorfizmowi f) okreslony z dokladnoscia do dodawania kobrzegow. Poniewaz
kazdy kocykl na G o wartosciach w Z" moze by¢ uwazany za kocykl na G' o wartosciach w R™ (ostatni
oznaczmy przez ¢), na iloczynie kartezjanskim G x R"™ mamy strukture grupy, zadana wzorem (2)
(zob. lemat o dopuszczalnych mnozeniach z poprzedniego wyktadu) z homomorfizmem f i kocyklem
C.

Natepnie skorzystamy z faktu, ze H(G,R™) = 0, ktory przyjmiemy bez dowodu. Fakt ten mowi,
ze kazdy 2-kocykl na G o wartosciach w R” jest kobrzegiem. W szczegélnoSci istnieje ¢ € CH(G, R™)

Sizomorfizm grupy Aut(Z") z grupa GL(n,Z) buduje sie w sposéb nastepujacy. Niech ej,...,e, € Z" C R®

beda elementami bazy standardowej. Wtedy kazdy ¢ € Aut(Z") reprezentuje sie w sposéb jednoznaczny macierza
o wyrazach calkowitych, ktérej kolumny sg wspolczynnikami rozkladu ¢(e;) po tej ze bazie. Macierz odwrotna
bedzie miata wyrazy calkowite, poniewaz odwzorowanie ¢! rozumiane jako odwzorowanie R” — R" zachowuje krate
Z" C R™, w szczegolnosci ¢! (e;) musza mie¢ wspolezynniki catkowite rozkladu po bazie standardowej. Zauwazmy,
ze kazdy inny wybor bazy Aey,..., Ae,, gdzie A € GL(n,Z), zadaje inny izomorfizm Aut(Z™) = GL(n,Z).
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taki, ze dq = ¢. 7 ogoblnej teorii wiemy, ze g okresla pewna bijekcj¢ G X R" — G x R", zadajaca
izomorfizm wyzej okreslonej grupy G x R" z iloczynem poélprostym I' := G X7 R™. Oznaczmy te

bijekcje przez iy, a 1o okreslmy jako zlozenie G = G x Z" — G x R* I.

Teraz polozmy 15 := f i zauwazmy, ze maksymalnos¢ podgrupy abelowej Z" implikuje monomor-
ficznosé odwzorowania f. Istotnie, jesli ¢ € G jest nietrywialnym elementem nalezacym do jadra
f, to Ay zostawia kazdy element z Z" na miejscu, czyli s(g) komutuje z Z". Wtedy podgrupa
generowana przez Z" i s(g) jest abelowa. Z drugiej strony s(g) € Z" (bo s(g) lezy w nietrywialnej
warstwie), co przeczy maksymalnosci Z".

Wreszcie okreslimy odwzorowanie ty. Grupa A(n,R) afinicznych przeksztatcen przestrzeni R”™
jest iloczynem potprostym GL(n,R) x R™ (dowdd jest analogiczny jak w przypadku grupy euklides-
owej). Odwzorowanie ¢4 jest naturalnym wlozeniem jednego iloczynu polprostego (G x,, R™) w drugi
(GL(n,R) x R™).

Poniewaz wszystkie odwzorowania ¢; sg monomorfizmami, mamy wlozenie grupy I' w grupe
A(n,R). Zostalo pokaza¢, ze tak naprawde G lezy w O(n,R) C GL(n,R). To wynika z nastepujacego
lematu, ktory udowodnimy w teorii reprezentacji.

LEMAT Kazda skoriczona grupa macierzy n X n o wyrazach rzeczywistych jest sprzezona do grupy
macierzy ortogonalnych.

Z lematu tego wynika, ze I' jest izomorficzna z podgrupa w E(n,R). Dyskretnosé¢ tej pod-
grupy wynika z tego, ze jako zbior jest ona iloczynem prostym zbioru skoniczonego G oraz podzbioru
dyskretnego Z" C R". Kozwartos¢, z kolei, wynika z tego, ze I'; = Z" (te implikacje przyjmujemy
bez dowodu). O

Algorytm Zassenhausa klasyfikacji grup krystalograficznych: Powyzszy dowod sugeruje
pewna metode klasyfikacji grup krystalograficznych. Sklada sie ona z nastepujacych krokow:

1. Opisaé¢ wszystkie skonczone podgrupy G grupy GL(n,Z) (z doktadnoscia do izomorfizmu).

2. Opisa¢ wszystkie wlozenia ¢ : G — GL(n,Z) = Aut(Z"™), czyli dzialania wierne (z dokladnoscia
do réwnowaznosci).

3. Obliczy¢ H*(G,Z™) dla wszystkich grup z p. 1 i dla wszystkich dziataii z p. 2.

4. Okresli¢ ktore z grup otrzymanych za pomoca odpowiednich kocykli sa izomorficzne (rozsz-
erzenia odpowiadajace roznym elementom H?(G,Z") sa nieréwnowazne, ale odpowiednie grupy
moga by¢ izomorficzne).

Ilustracja algorytmu Zassenhausa dla grup ,tapetowych” Grupami tapetowymi nazywamy
grupy krystalograficzne wymiaru n = 2. Nastepujacy lemat opisuje wynik 1-go i 2-go kroku algo-
rytmu.

LEMAT (Ograniczenie krystalograficzne). Niech G C GL(2,7) bedzie podgrupg skoticzong. Wtedy
G jest wzomorficzna z jedng z nastepujgcych grup

{I}7 027037 C47C(37 D27 D37 D4; -D6~

Przy tym grupa Cy ma 3 nierdwnowazne wtozenia, a grupy Dy + D3 ma ich 2.
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Lemat ten przyjmujemy bez dowodu, ale sprobujmy zrobié¢ nastepujace Cwiczenie: znalezé (cho-
ciazby jedno) wlozenie grup Cs, Cs w GL(2,7Z).
Trzy nieréwnowazne wlozenia grupy Cy = {e,v} w GL(2,Z) zadaja sie wzorami v — M;,i =

1,2, 3, gdzie M; := { _01 _01 } , My = [ (1) é } , M3 = [ (1] _01 } odpowiednio.

Zadanie na ¢wiczenia: Obliczy¢ grupe H?(Cy,7Z?) dla trzech powyzszych dziatan Cy na Z? i

zbudowaé¢ odpowiednie grupy tapetowe.

Rozwigzanie: Rozwazmy warunek kocyklu ¢ € Z2(G, Gy):

fgc(h7j) - C(ghaj) +C(g7hj) _C(gah) = 07 gahvj eG.

Podstawiajac g, e, e lub e, e, j zamiast g, h, j otrzymujemy odpowiednio

fqcle,e) = c(g,e),cle, j) = c(e,e).

W szczegblnodci z tych wzoréw wynika, ze do tego, zeby okresli¢ 2-kocykl ¢ na grupie dwuelementowej
G = Cy = {e, v} wystarczy okresli¢ c(e, e) oraz c(v,v).

Zobaczmy, jakie ograniczenia na elementy c(e,e),c(v,v) grupy Gp naktada warunek kocyklu. FLatwo
sprawdzié, ze jedyne niezalezne ograniczenie otrzymujemy, gdy podstawiamy v, v, v zamiast g, h, j:

foc(v,v) —c(e,v) + c(v,e) — c(v,v) =0

2

(tutaj skorzystalismy z tego, ze v° = e), lub, z uwzglednieniem powyzszych wzorow:

foc(v,v) —cle,e) + fyele,e) — c(v,v) = 0. (3)

Podobnie, kazdy 1-kotanicuch g € C'(Ca, G1) okreslony jest przez zadanie ¢(e) oraz q(v), a z definicji
,rozniczki” d mamy

dg(e,e) = q(e) — q(e) + qle) = q(e),dq(g, 9) = f9a(g) — qle) + q(g).

Niech G := Oy, Gy := 72, c(e, e) := (a,b), c(v,v) := (r,5),q(e) := (m,n),q(v) := (k,1),a,b,r,s,m,n, k,l €
7.
Przypadek 1: f : Cy — GL(2,Z), f, :== M1. Wtedy warunek kocyklu (3) implikuje wiaz (—r, —s) — (a,b) +
(—a,—=b) — (r,s) =0, skad r = —a, s = —b. Zbadajmy, czy kocykl ¢ moze by¢ kobrzegiem dg:

(a,b) = c(e,e) = dg(e,e) = q(e) = (m,n), (r,s) = c(v,v) = dq(v,v) = (—=k,—1) — (m,n) + (k,l) = (—m, —n).

Czyli, jesli okreglimy g(e) := (a,b), a q(v) dowolnie, bedziemy mieli ¢ = dg. Innymi stowy H?(C3,Z?) =0 w
tym przypadku.

Odpowiednia grupa tapetowa naprzyklad moze by¢ generowana przez elementy ¢ o) © M1,%(1,0),%(0,1) 1
by¢ grupa symetrii ponizszej ,tapety”

0,0}
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Przypadek 2: f: Co — GL(2,Z), fy := Ma. Wtedy (s,7) — (a,b) + (b,a) — (r,s) =0, skad a+r = b+s. Czy
kocykl ¢ moze by¢ kobrzegiem dq?

(a,b) = c(e,e) = dq(e,e) = q(e) = (m,n), (r,s) = c(v,v) = dq(v,v) = (I, k)—(m,n)+(k,l) = (k+l—m, k+l—n).

Okreslmy g(e) wzorem q(e) := (a,b), a q(v) := (k,l) tak, zeby k+1l=a+7r =b+s. Wtedy ¢ = dq, czyli
H?(C,7%) = 0iw tym przypadku.

Przyktadowa grupa tapetowa jest generowana przez elementy Ma, ¢ ) 1 jest grupa symetrii nastepujace]
stapety”

N N \
N N N
N N \

Przypadek 3: f : Cy — GL(2,Z), f, := M3. Wtedy (r,—s) — (a,b) + (a,—b) — (r,s) =0, skad s = —b. Czy
kocykl ¢ moze by¢ kobrzegiem dq?

(a,b) = c(e,e) = dg(e,e) = q(e) = (m,n), (r,—b) = c(v,v) = dq(v,v) = (k,—1)—(m,n)+(k,1) = (2k—m, —n).

Sprobujmy okresli¢c ¢ wzorami g(e) := (a,b), q(v) := (k,1) tak, zeby 2k —a = r. Wida¢, ze a + r musi by¢
liczba parzystq. Stad naprzyktad kocykl ¢ zadany przez c(e,e) = (0,1), ¢(v,v) = (1, —1) jest kohomologicznie
nietrywialny, czyli nie istnieje ¢ € C'*(Cy, Z?) takiego, ze dg = c!

Latwo tez zrozumie¢, ze kazdy kocykl ¢ € Z1(Cy,Z?) rozumiany jako element Z'(Cs,R?) jest kohomo-
logicznie trywialny (por. dowod twierdzenia Zassenhausa), bo k obliczamy ze wzoru k = (r + a)/2.

Obliczmy grupe H?(Ca,7Z2) (czyli ile jest tych kocykli nietrywialnych). Kazdy kocykl wyznacza sie
jednoznacznie przez liczby a,b,r, mamy wiec, Z2(Cq,Z%) = 7Z3. 7 kolei, B*(Cy,Z?) = {(a,b,2k — a) |
a,b,k € Z} = {(a,b,x) | a +x € 2Z}. Zauwazmy, ze B*(Cq,Z?) C Z?(Cq,Z?) jest jadrem epimorfizmu
73 — 7.)27, (a,b,z) — [a + 2], gdzie [a + z] jest klasg parzystosci liczby a + x. Ostatecznie, H?(Cy, Z?) =2
7.)27 = Cy.

W przypadku 3 mamy 2 nieizomorficzne grupy tapetowe odpowiadajace 2 elementom grupy H?. Jedna,
odpowiadajaca kocyklowi trywialnemu, przykladowo jest generowana przez Ms, t(2 0, (1,0 1 jest grupa symetrii
LStapety”

T

Druga, odpowiadajaca kocyklowi nietrywialnemu, naprzyktad moze by¢ generowana przez t(1 /2,0y 0 M3, t(0,1)
i jest grupa symetrii ,tapety”
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Jak ,zobaczy¢” nietrywialny kocykl ¢? Najpierw zauwazmy, ze elementy grupy I' sa kombinacjami
phrgh - pFmglm | adzie ki l; € Z, a p = t0,1),9 = t((1/2),0) © M3 sa wyze] wymieniomymi generatorami.
Poniewaz, jak latwo sprawdzi¢ ¢> = (1,0, M3 0 t(1/2,0) = t(1/2,0) © Mg oraz Mg op = t,_1) o M3, kazdy
element grupy I' jest postaci t(, ;) lub (/2 o M3, gdzie n,l € Z.

Przypomnijmy (zob. dowdd lematu o dopuszczalnych mnozeniach w iloczynie kartezjanskim Ga x Gy),
ze wartos¢ kocyklu ¢(g, h) mozna odczyta¢” z mnozenia elementéow postaci (g,0), (h,0) w iloczynie kartez-
janiskim. Wybierzmy ciecie s : Cy — T’ naprzyklad tak: e > t(0,1), v N t(1/2,0) © M3. Taki wybor cigcia daje
nam utozsamienie (g 1y — (e, (0,0)),t(1/2,0) © M3 — (v,(0,0)) i, jako wniosek, nastepujace utozsamienie I'

(jako zbioru) z Co x Z2: t(, 2, (e, (n,1 = 1)), t(n 2,0 © M3 2, (v, (n —1,1)) (tutaj n,l € Z). Mamy

(e,(0,0))(e; (0,0)) = ¥ (t0,1))¥(t0,1)) = ¥ (t0,1)t0,1) = P(t0z2) = (e, (0,1)),
skad c(e,e) = (0,1). Analogicznie

(v,(0,0))(v, (0,0)) = ¥(t(1/2,0) 0 M3)P(t(1/2,0)© M3) = ¥(t(1/2,0) 0 Mz ot(1/2,0)0 M3) = (t(10)) = (e, (1, -1)),

skad c(v,v) = (1, -1).
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6 Elementarna teoria reprezentacji, cz. I

Literatura dodatkowa: [Ser88]|

Reprezentacja grupy G w przestrzeni wektorowej V' nad cialem K: jest to lewe dzialanie
v:G xV — V grupy G na V poprzez transformacje liniowe. Definicja rownowazna: Reprezentacja
G w V nazywamy homomorfizm p : G — GL(V) z grupy G w grupe odwracalnych liniowych (nad
K) przeksztalceni przestrzeni V.

Cwiczenie 1: Sprawdzi¢ rownowazno$é definicji, czyli pokazaé¢, ze 1) odwzorowanie p,(g) = v(g,)
V' — V nalezy do GL(V); 2) odwzorowanie g — p,(g) : G — GL(V) jest homomorfizmem; 3)
odwrotnie, jesli p : G — GL(V) pewien homomorfizm, to v,(g,v) := p(g)v jest dzialaniem linjowym.

Cwiczenie 2: Sprawdzi¢, ze w sposob podobny kazde prawe dziatanie liniowe v : VG — V (bedziemy
takie dzialania nazywaé antyreprezentacjami) generuje pewien antyhomomorfizm p : G — GL(V)

(czyli p(g192) = p(g2)p(g1))-

Cwiczenie 3: Udowodni¢, ze kazde prawe dzialanie © — zg grupy G na zbiorze X zadaje lewe
dzialanie wedlug wzoru gz := x¢g~! i na odwrot.

PRZYKELAD PODSTAWOWY: Niech v : X x G — X bedzie prawym dzialaniem grupy G na dowolnym
zbiorze X i niech V := Fun(X,K) bedzie przestrzenia funkcji na X o wartosciach w K. Wtedy
wzor (gf)(z) := f(xg),9 € G,x € X, f € V, zadaje reprezentacje G w V. Istotnie, przeksztalcenie
[ gf jest liniowe oraz ((g192) f)(x) = f(2(9192)) = f((zg1)g2) = (921)(zg1) = (g1(92f)) ().

W ten oto sposob mozemy sprowadzi¢ badanie dowolnych dzialan do badania dzialan liniowych.

Uwaga: Jest kilka wersji powyzszej konstrukeji. Na przyklad, kazde lewe dzialanie G na X zadaje an-
tyreprezentacje (fg)(z) := f(gx), badz, ze wzgledu na powyzsze Cwiczenie, reprezentacje (gf)(z) :=
flg~ ).
Podprzestrzen niezmiennicza W C V reprezentacji v: G x V — V: Jest to podprzestrzen W
o wlasnosci GW C W (réwnowaznie, p(g)W C W Vg € G).

W podprzestrzeni niezmienniczej W C V mamy nowa reprezentacje grupy G. Jest nig v|gxw :
G x W — W (nazywamy ja podreprezentacja reprezentacji v).

PRZYKEAD: Niech G bedzie grupa obrotow w R® majacych wspolng o§. Wtedy wlasnie ta o jest
podprzestrzenia niezmiennicza.

Reprezentacja nieprzywiedlna: Jest to reprezentacja nie posiadajaca nietrywialnych (r6znych od
{0} i V) podprzestrzeni niezmienniczych.

PRZYKLAD: Niech G = SO(R?) z naturalnym dzialaniem na R?. Jest to reprezentacja nieprzy-
wiedlna, bo kazda nietrywialna podprzestrzen jest prosta przechodzaca przez zero, a zadna z takich
prostych nie zachowuje sie przez grupe obrotow.

Zauwazmy, ze grupa G jest izomorficzna z grupa z poprzedniego przyktadu. W ten sposob mamy
dwie nierdwnowazne reprezentacje grupy SO(R?).

Reprezentacje nieprzywiedlne beda ,cegietkami”, ktore bedziemy probowaé ,sklasyfikowaé” i z
ktorych bedziemy budowac inne reprezentacje.

Reprezentacja w pelni przywiedlna: Jest to reprezentacja G o tej wlasnosci, ze dla kazdej
podprzestrzeni W C V' niezmienniczej istnieje niezmiennicza podprzestrzen dopetniajoca Z C 'V
(czyli taka, ze W Z =V).
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el =1"]

Wtedy W :={ [ g } | z € R} jest podprzestrenia niezmiennicza tego dzialtania, dla ktorej nie istnieje

PRZYKEAD: Niech grupa G := {{ } | a,b € R} dziala w sposob naturalny na R?%:

dopelniajacej podprzestrzeni niezmienniczej. Dlaczego?

Rozklad skoiiczeniewymiarowej reprezentacji v : G x V — V w pelni przywiedlnej na
nieprzywiedlne: Algorytm: Je§li V' jest nieprzywiedlna, koniec. Jesli nie, istnieje podprzestrzen
niezmiennicza V) C V i dopetniajaca podprzestrzen niezmiennicza V5. Jesli obie sg nieprzywiedlne,
koniec. Jesli nie, stosujemy powyzszy algorytm do V; oraz V5.

[terujac powyzsze dzialania, na koricu (tutaj przydaje sie skoriczeniewymiarowosé) otrzymamy
rozktad V =W, @ - - - @ W}, przestrzeni V na nieprzywiedlne podprzestrzenie niezmiennicze.

Zupelna przywiedlno$é reprezentacji grup skoinczonych

TWIERDZENIE Niech G bedzie grupg skonczong, a V' przestrzeniq skoriczeniewymiarowqg nad ciatem
K rownym R lub C. Wtedy kazda reprezentacja G w 'V jest w peini przywiedina.

Najpierw udowodnimy nastepujacy

LEMAT W zatozeniach powyzszego twierdzenia, na V' istnieje niezmienniczy istnieje iloczyn skalarny
() (dwuliniowy w przypadku rzeczywistym i péttoraliniowy w zespolonym). Niezmienniczo$¢é oznacza

(9zlgy) = (z|y) Vg € G,z,y € V.
Dowdd: Niech (|) dowolny iloczyn skalarny. Okrestlmy

(zly) = (hx|hy).

heG

Niezmienniczo$¢ () jest oczywista: (gz|gy) = >, ca(hgz|hgy) = > cq(hr|hy) = (z]y).
Sprawdzamy wtlasnosci iloczynu skalarnego. 1) dwuliniowos$é (poélttoraliniowosé) wynika z tej

ze wlasnosci (|) oraz z liniowosci odwzorowania z +— gx; 2) symetria, (z|y) = (y|z), i nieu-
jemna okreslonos¢, (z|z) > 0, — z tych ze wlasnosci (|); 3) (]) jest niezdegenerowany: (x|z) =
> nechxlha) = 0 implikuje (na mocy dodatniej okreslonosci (|)) nastepujaca wlasnosé:

(hz|hz) =0 Vh € G,

w szczegolnodei (z|z) =0ix=0. O

Teraz jestesmy w stanie udowodnié¢ twierdzenie. Niech W C V bedzie podprzestrzenia niezmi-
enniczg. Wtedy dopelnienie ortogonalne W+ wzgledem (|) tez bedzie niezmiennicze. Istotnie, jesli
w € W, to (w|v) = 0 dla kazdego v € W. Ale 7z niezmienniczosci (|) rowniez (gw|gv) = 0 dla
kazdego v € W. Poniewaz gv przebiega cate W, gdy v przebiega W, wnioskujemy, ze gw € W+,
czyli W+ jest podprzestrzenia niezmienniczg. [J
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Uwaga: Powyzszy lemat pokazuje, ze odwzorowania x — gx, g € G w bazie ortonormalnej przestrzeni
V reprezentuja sie przez macierze ortogonalne (w przypadku K = R) lub unitarne (w przypadku K =
C). W szczegblnosei, otrzymalismy dowod lematu, z ktorego korzystaliSmy w dowodzie twierdzenia
Zassenhausa.

Niektore operacje na reprezentacjach

Reprezentacja dualna do reprezentacji p : G — GL(V): jest to reprezentacja p* : G — GL(V™)
okrelona przez p*(g) := (p(g™'))*. Mozna tez okresli¢ p*(g) := (p(g))*, ale to bedzie antyreprezen-
tacja.

Suma prosta reprezentacji p1 : G — GL(V1),ps : G — GL(V3): Jest to reprezentacja p grupy G w
przestrzeni Vi @ Va zadana przez p(g) := (p1(g), p2(g)). Jesli p1(g), p2(g) sa reprezentowane przez
macierze z GL(n,K), GL(m, K) odpowiednio, to p(g) jest reprezentowana przez macierz

{ plég) Pz(()g) ] '

Lloczyn tensorowy reprezentacji py : G — GL(Vy), p2 : G — GL(V3): Jest to reprezentacja p grupy G
w przestrzeni Vi ® V, zadana przez p(g) == p1(g) ® pa(g). Jesli p1(g), p2(g) sa reprezentowane przez
macierze [p1(g)] € GL(n,K), [p2(g)] € GL(m,K), to p(g) jest reprezentowana przez macierz bedaca
iloczynem tensorowym tych macierzy.

Przypomnijmy, ze, jesli operator A € GL(V}) jest reprezentowany przez macierz [A] := A; w bazie
T1,...,Tn, czyli Ar; = Aéri (stosujemy konwencje Einsteina: sumujemy po jednakowym indeksach),
a operator B € GL(V,) jest reprezentowany przez macierz [B] := BF w bazie si,...,s, (czyli
Bs; = BFlsy), to A® B(e; ® ¢;) := Ar; @ Bs; = A;Bl’% ® Sg.

Innymi stowy, w bazie r; ® sg,i = 1,...,n,k € 1,...,m, operator A ® B jest reprezentowany
przez macierz ABf.
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7 Elementarna teoria reprezentacji, cz. 11

Literatura dodatkowa: [Ser88, Ada69|

Zalozenia: W tym rozdziale rozpatrujemy tylko skoriczone grupy G i ich skonczeniewymiarowe
reprezentacje w przestrzeniach wektorowych nad C.

Charakter reprezentacji p : G — GL(V): Jest to funkcja x, : G — C zadana wzorem yx,(g) :=
Tr(p(g)). Przypomnijmy, ze Tr A oznacza $lad operatora liniowego dzialajacego w przestrzeni lin-
iowej. Jesli [A] = A; jest macierza reprezentujaca operator A w jakiejkolwiek bazie, to Tr A
obliczamy jako Tr[A] = A! (kontynuujemy wykorzystanie konwencji Einsteina). Przy tym wynik
nie zalezy od wyboru bazy dzieki tatwo sprawdzalnej tozsamosci Tr[A|[B] = Tr[B][A4], z ktore] w
szczegolnosei wynika, ze Tr[B|[A][B]~! = Tr[A] dla dowolnej macierzy niezdegenerowanej [B].
Niektore wlasnosci charakteru y,

LEMAT 1. x,(e) =dimV;

2. xo(97") = x,(9) Vg € G;
8. xp(hgh™") = x,(9) Vg,h € G.

Dowdd: Ad. 1. x,(e) = Trldy = dim V.

Ad. 2. Z istnienia niezmienniczego iloczynu skalarnego na V' wynika, ze wartosci wlasne \; operatora
p(g) spetiaja warunek \;\; = 1 (istotnie, jesli z; jest odpowiednim wektorem wlasnym, to (z;]z;) =
(p(9)zilp(g)m:) = (Niwi|Niwi) = Nidi(zi|z;), skad AiA; = 1).

Niech Ay, ..., Ay, n = dim V', beda warto$ciami wlasnymi operatora p(g) z uwzglednieniem krot-
nosci. Wtedy

W) =Tplg) =S N=3 A" = ) =Tr(p(g™") = xp(97")

Ad. 3. x,(hgh™) = Tr(p(h)p(g)p(h)™") = Tr p(g) = X,x(9). O
Charakter a operacje nad reprezentacjami

LEMAT Niech p; : G — GL(VY), ps : G — GL(V3) bedg dwiema reprezentacjami. Wtedy

L. Xpr = Xp1s
2. Xp1@pz = Xp1 T Xpas
3. Xp1®p2 = Xp1 * Xp2

Dowdd - éwiczenie

Operatory splatajace i rownowazno$¢ reprezentacji: Niech p; : G — GL(Vy),p2 : G —
GL(V3) beda dwiema reprezentacjami. Operatorem splatajgcym pomiedzy p; i po nazywamy taki
operator F': Vi — V5, ze nastepujacy diagram jest przemienny dla dowolnego g € G:

p1(g)

Vi—W

oo
p2(9)

Vo —= Vs

26



Przestrzen operatorow splatajacych z Vi do V5 bedziemy oznaczali Homg(Vi, V).

Moéwimy, ze reprezentacje p; i ps 53 réwnowazne®, jedli istnieje operator splatajacy bedacy izomor-
fizmem przestrzeni liniowych.
Uwaga: Reprezentacje rownowazne maja jednakowe charaktery: pi(g) = F~' o py(g) o F, skad
Trpi(g) = Tr pa(g).

Lemat Schura

LEMAT Niech py : G — GL(V}), ps : G — GL(V3) bedg dwiema reprezentacjami nieprzywiedlnymi i
niech F : Vi — V5 bedzie operatorem splatajacym. Wtedy

1. Jesli py @ p2 nie sqg rownowazne, to F' = 0.

2. Jesli Vi = Vo =1V, py = pa, to F = \1dy dla pewnego A € C.

Dowadd: Ad. 1. Niech Wy := ker F' C Vi. Wtedy W; jest podprzestrzenia niezmiennicza wzgledem
reprezentacji p;. Istotnie, jesli w € Wy, to Fpi(g)w = pa(g)Fw = 0, skad p1(g)w € Wi. Z nieprzy-
wiedlnosci p; wynika, ze Wi =V (koniec dowodu) lub Wy = {0}, czyli F jest monomorfizmem.

Niech teraz Wy :=im F' C V5. Okazuje sie, ze i W3 jest podprzestrzenia niezmiennicza (wzgledem
p2): p2(g)Wa = pa(g)FVi = Fp1(g)Vi C Wa. Znowu nieprzywiedlnosé¢ implikuje, ze Wy = {0} (koniec
dowodu) lub W5 = V5. Ostatnia mozliwos¢ nie moze zachodzi¢ ze wzgledu na to, ze reprezentacje
p1, P2 Nie s3 rOwnowazne.

Ad. 2. Niech )\ pewna warto$¢ wlasna operatora F. Polozmy F' := F — A1dy. Wtedy F’ tez jest
operatorem splatajacym (pomiedzy p i p, gdzie p := p; = p2). Argumenty przytoczone w pierwszej
czescl dowodu pozwalaja wywnioskowaé, ze F' = 0 (czyli F' = A1dy — koniec dowodu) lub F” jest
izomorfizmem. Ostatnia mozliwo$¢ nie zachodzi, bo F’ ma nietrywialne jadro (zawierajace wektor
wlasny odpowiadajacy wartosci wlasnej ). O

Whioskiem z lematu Schura jest nastepujacy fakt: dim Homg(V1, Va) = 0 w przypadku, gdy p1, p2
nie sa rownowazne, oraz dim Homg(V, V) = 1.

Relacje ortogonalnosci dla charakterow: Rozwazmy przestrzen Fun(G, C) funkeji na G o wartos-
ciach zespolonych. Nastepujace parowanie

(¢lv) : |G| Zcb ¢, € Fun(G, C)
geG

(tutaj |G| oznacza rzad, czyli ilos¢ elementow grupy (i) spelnia wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego
(Cwiczenie).

TWIERDZENIE Niech py : G — GL(V}), pa : G — GL(Vs) bedq dwiema reprezentacjami. Wtedy
(Xpl ’sz) = dim HomG<V17 VQ)
W szczegdlnosci, charaktery reprezentacyi nieprzywiedinych tworzq uktad ortonormalny.

Do dowodu tego twierdzenia bedziemy potrzebowali nastepujacy

5Por. definicje z Wyktadu 2
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LEMAT Niech p: G — GL(V) bedzie reprezentacjg. Potézmy P = %' dgecPlg) V. = V. Wiedy

1. Operator P jest projektorem, czyli P? = P.
2. imP=V%:={zxeV|plgr=zVgeGqG}

D0w6d~ Ad. 1. p2 = e P Thee 1) = e Ygee e pl9)o(h) =
|G|2 deG > heg P(gh) = ‘G| deG P=P.

Ad. 2. Jesli x € im P, to x = @ > gec P(9)y dla pewnego y € V oraz p(h)x = ‘—é' > gec P(hg)y
Py = z, czyli im P C V. Odwrotnie, jesli X € V jest punktem stalym reprezentacji p, to Pr =

|_é| e plg)r = \_c1:| > gec T =, skad x € im P. [

Dowdd twierdzenia: Oznaczmy przez Hom(V7, V3) przestrzen operatoréw liniowych z Vi w Vs i zada-
jmy dziatanie grupy G na tej przestrzeni wzorem (p(g)F)(x) = pa(g)(F(pi(g~Y)x) (Cwiczenie:
sprawdzié, ze w ten sposob otrzymujemy reprezentacje grupy G w przestrzeni Hom(V;,V3)). El-
ement F' € Hom(Vi, V,) jest punktem stalym tego dzialania, jesli i tylko jesli dla kazdego g € G
natepujacy diagram jest przemienny:

-1
Vlm(g )V1

oo
p2(9)

‘/2 - ‘/27
czyli F jest operatorem splatajacym. Innymi stowy Hom(V, V5)¢ = Homg(V7, Va).

Rozwazmy odwzorowanie « : V*®@V, — Hom(V, V) zadane wzorem (a(y®wvs))vy := y(v1)va, 7y €
Vi, v; € Vi Jest to izomorfizm przestrzeni liniowych, przy czym dzialanie p przechodzi na nastepu-

jace: p(g)(y @ va) = pi(9)7 ® pa(g)va, gdzie (pi(g)7)(v1) = ¥(pi(g~")v1) (dziatanie dualne do p).
Reprezentacje p i p sg rownowazne, mamy wiec x, = X5. Ostatecznie mamy

(X1lx2) = QEZGM )x2(9) ]G|ZX” ]G|ZX” QEZC;Trp =Tr P =dimim P =

dim Homg (V3, V2).

Tutaj skorzystaliémy z faktu, ze $lad projektora jest rowny wymiarowi jego obrazu (istotnie, kazdy
rzut jest operatorem diagonalizowalnym z warto$ciami wlasnymi rownymi 1,0, przy czym wymiar
obrazu jest rowny krotnosci wartosci whasnej 1). O
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8 Elementarna teoria reprezentacji, cz. III

Zalozenia: Jak i w poprzednim, w tym rozdziale rozpatrujemy tylko skoriczone grupy G i ich
skoniczeniewymiarowe reprezentacje w przestrzeniach wektorowych nad C.

Charakter reprezentacji wyznacza ja z doktadno$cia do ré6wnowaznosci:

TWIERDZENIE 1. Niech p: G — GL(V) bedzie reprezentacja, a V.= W1 & --- & Wy, jej rozkta-
dem na podreprezentacje nieprzywiedlne’. Jesli py : G — W jest pewng reprezentaciq nieprzy-
wiedlng, to ilosé¢ sktadowych W; réwnowaznych z W jest réuna (X,|X,,) (liczbe te nazywamy
krotnoscia wchodzenia reprezentacji W w reprezentacje V).

2. Reprezentacje o lych samych charaklerach sq rownowazne.

Dowdd: Ad. 1. Na mocy twierdzen z poprzedniego wykladu mamy x, = x1 + - - - + x&, gdzie x; jest
charakterem reprezentacji W;, oraz

<XP|XPO) = (Xl‘Xpo) Tt (Xk‘Xpo) = dimHomG(Wla W) + .-+ dim HomG(Wka W)

Lemat Schura, z kolei, mowi, ze w ostatniej sumie ,przezywaja’ tylko te czlony, ktére odpowiadaja
sktadowym W; rownowaznym z W.

Ad. 2. Niech py : G — GL(V1),p2 : G — GL(V,) beda dwiema reprezentacjami z x,, = Xp,-
Wtedy dowolna nieprzywiedlna reprezentacja p : G — GL(W) wchodzi w Vi i V5 z jedna i te sama

krotnoscia, rowna, (X,|xp,) = (Xo|Xp)- O

Kryterium nieprzywiedlnosci reprezentacji:

TWIERDZENIE Reprezentacja p : G — GL(V) jest nieprzywiedina wtedy i tylko wtedy, gdy (x,|x,) =
1.

Dowdd: Jedli V jest nieprzywiedlna, to ,wchodzi w siebie” z krotnoécia 1. Odwrotnie, niech p bedzie
dowolng reprezentacja, a V' = W; & --- & Wy jej rozkladem na podreprezentacje nieprzywiedlne.
Wtedy (x,lx,) = D;;(xilx;)- Z relacji ortogonalnosci wnioskujemy, Ze, jesli ta suma jest réwna 1,
to k= 1.

Ile jest reprezentacji nieprzywiedlnych? Klasq sprzezonosci nazywamy orbite dzialania G' >
a— A, € Aut(G) grupy G na sobie poprzez automorfizmy wewnetrzne. Innymi stowy, dwa elementy
a,b € G naleza do jednej klasy spzezonosci wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g € G taki, ze a = gbg~.

Funkcjg klas nazywamy funkcje F' : G — C stalg na klasach sprzezonosci. Funkcje klas tworzg
przestzen wektrowa, ktora bedziemy oznaczali prez CI(G). Z poprzedniego wyktadu wiemy, ze kazdy
charakter reprezentacji jest funkcja klas. Okazuje sie, ze charaktery prawie wyczerpuja funkcje klas.
Doktadniej, ma miejsce

TWIERDZENIE 1. Charaktery reprezentacji nieprzywiedinych tworzg baze ortonormalng przestrzeni
ClI(G).

"Taki rozklad jest dalece niejednoznaczny. Np. dla reprezentacji grupy G := C* = (Co, -) w przestrzeni C? zadanej
wzorem C* 2 X\ — A € GL(2,C) kazda podprzestrzen 1-wymiarowa bedzie podreprezentacja nieprzywiedlna. Czyli
C? mozna rozlozy¢ na nieprzywiedlne na nieskonczenie wiele sposobéw.
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2. Tlosé miercwnowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G jest réwna liczbie klas sprezonosci.

Dowadd: Ad. 2. Z punktu 1 wynika, ze liczba nieréwnowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych jest
rowna dim C1(G). Z drugiej strony funkcja klas wyznacza sie jednoznacznie przez swoje wartosci na
tych klasach, czyli dim Cl(G) jest réwne liczbie klas sprzezonosci. [

Zeby udowodni¢ punkt 1 musimy udowodni¢ pewny lemat i omowié tzw. reprezentacje reqularng
grupy.

LEMAT Niech p: G — GL(V) bedzie pewnqg reprezentacjq, a F € CI(G). Wtedy:
1. Operator L(p, F) : 3 F(g9)p(g) : V — V jest operatorem splatajgcym (pomiedzy p i p);

o (FIx)-

2. W przypadku, gdy p jest nieprzywiedina, L(p, F') = A1dy oraz A\ =
Dowdd: Ad. 1. Mamy p(h)L(p, F)p(h)™ = ¥,ee: F@)p()p(@)p(h) ™ = Xye F(@)plhgh™) =
>gec F(9)p(g) = L(p, F'), wigc p(h)L(p, F') = L(p, F')p(h) dla dowolnego h € G, czyli L jest opera-
torem splatajacym.

Ad. 2. Z lematu Schura wnioskujemy, ze L(p, F') = AIdy. Obliczmy $lad tego operatora. Z jednej
strony Tr(AIdy) = Adim V, z innej za$

Tr L(p, F ZF ) Tr p(g ZF 9)x,(9) = |G|(Flx,).0

geG geG

Reprezentacja regularna grupy G: Oznaczmy elementy grupy G przez ey, ..., €,, Przy czym
niech e; := e. Wtedy G dziala na {ey,...,e,} z lewej strony przez lewe mnozenie: e; — ge;. Oz-
naczmy przez V,e, przestrzen wektorowa rozpieta przez wektory ey, .. ., e, orzaz przedtuzmy powyzsze
dzialanie do liniowego dziatania na V., wedlug liniowosci (czyli g(cner + -« -+ ane,) == ajger +- -+
anpgen). Otrzymana reprezentacje nazywamy (lewa) regularng reprezentacja grupy G.

Dowaod punktu 1 twierdzenia: 7 relacji ortogonalnosci wiemy, ze charaktery reprezentacji nieprzy-
wiedlnych tworza uktad ortonormalny. Czyli, do udowodnienia zostaje tylko zupelnosé tego uktadu.
Innymi stowy, musimy dowie$¢, ze nie istnieje funkcji klas ortogonalnej do wszystkich charakterow
reprezentacji nieprzywiedlnych.

Ot6z niech F' taka funkcja. Wtedy, wedtug powyzszego lematu, operator L(p, F') jest zerowy
dla dowolnej nieprzywiedlnej reprezentacji p. Poniewaz kazda reprezentacja rozktada sie na nieprzy-
wiedlne, mamy tez L(p, F) = 0 dla dowolnej reprezentacji, w szczegolnosci dla reprezentacji regu-
larnej p = preqg. Stad

0 = L pT€g7 Z F 961

geG

Poniewaz wektory {ge;}sec tworza uktad liniowo niezalezny w V.., mamy F(g) = 0 dla kazdego
ge G, ezyli F=0.0

Rozklad reprezentacji regularnej na nieprzywiedlne:

TWIERDZENIE 1. Kazda reprezentacja nieprzywiedina p; - G — GL(V;) wchodzi w Ve, 2 krot-
nodciqg rowng swojemu wymiarow: n; := dim V;.
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2. Wymaary n; spetniajg tozsamosc.

an = |G|.

Dowadd: Ad. 1. Niech g # e, wtedy dla kazdego h € G mamy gh # h. Czyli dla kazdego i wektor
preg(g)e; w rozkladzie po bazie ey, ..., e, nie ma nietrywialnego skladnika proporcjonalnego do e;.
Stad wnioskujemy, ze wszystkie wyrazy diagonalne macierzy operatora p,.,(g) w bazie ey, ..., e, s3a
zerowe i Tt preg(9) = Xpre, (9) = 0.

Z kolei x,,.,(e) = Tr1dy,,, = |G].

Stosujac twierdzenie o krotnoéci wchodzenia, mamy
1 _— ol — 1 . B
@ D Xoweo @) X0i(9) = G Ko (X (€) = 171G €) = s

geG

(Xpreg XP'L) =

Ad. 2. Z punktu 1 widzimy, ze X,,., = >, "iX,,- Obliczjac to wyrazenie na elemencie neutralnym e,
otrzymujemy szukang tozsamos¢. [

Reprezentacje nieprzywiedlne p : G — GL(V) grup abelowych: Sa jednowymiarowe. Istotnie,
poniewaz gh = hg, mamy p(g)p(h) = p(h)p(g) dal wszystkich g,h € G, skad operator p(h) jest
operatorem splatajacym dla p. Wedlug lematu Schura ma by¢ postaci p(h) = A(h)Idy przy czym
A(hihg) = A(h1)A(he), czyli A : G — C* = GL(1,C) jest homomorfizmem. Jasne, ze reprezentacja
h — A(h)Idy jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy dimV =1 (lub 0, co nie rozpatrujemy,
bo jest trywialne).

Zauwazmy, ze reprezentacja jednowymiarowa G — GL(C) = C* kazdej grupy pokrywa sie ze
swoim charakterem x,: G — C.

PRZYKLAD: ZnajdZzmy wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje grupy cyklicznej C, = {e,a,a?, ... a" 1}.
Wiemy, ze sa jednowymiarowe i, poniewaz wymiar reprezentacji regularnej jest n, ma ich by¢ n.
Kazda taka reprezentacja ma posta¢ e — 1,a +— A = x(a) € C*,a* = \F .k =2,... ,n—1, przy czym

A" = 1. Stad A musi by¢ jednym z pierwiastkow n-go stopnia z jedynki {1,¢, €2, ..., e" 1}, e = e2™/7,
Tabela charakterow dla n = 4 ma postaé

elal|ad®]|a®
xo|1[1]1]1
xi|1]e|e|é
xe |12 1 |é
xs |1l e®] e

PRZYKLAD: Grupa Dy = Vy = Zy X Zy. Ogoélnie grupa D, symetrii n-kata foremnego sklada
sie z elementéw postaci e, a,a?,...,a" !, gdzie a obrot plaszczyzny o kat 27 /n oraz elementow
postaci s, sa, sa?, ..., sa""!, gdzie s jakiekolwiek odbicie zachowujace wielokat. Elementy te spelniaja
nastepujace relacje: a” = e,s? = e,sa*s = a7*. Grupa D, jest iloczynem poétprostym Cy x fC,,.
Tutaj Cy := {e, s}, f : Co — AutC, jest dane wzorem f(e) = Id, f(s)a* = a=*.

W szezegolnosei, Do, grupa symetrii 2-kata foremnego (jak $miesznie to nie brzmi), sktada sie z
e,a, s, sa. Poniewaz sas = a ™" 1 — 5, mamy sa = as oraz asa = s = saa, ssa = a = sas, czyli
jest przemienna. Ma wiec mie¢ 4 jednowymiarowe reprezentacje nieprzywiedlne. Kazdy z elementow
g grupy jest inwolucja, czyli g> = e, skad odpowiadajaca mu 1 x 1-macierz p(g) musi by¢ réwna +1.

=ails”
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Ponadto p(e) = 1. Latwo sie przekonaé, ze tylko nastepujace 4 wektory spelnieja te wymogi i tworza
uktad ortonormalny:

(& a S sa
Yo | 1| 111
i1 [-1]1]1
Yo | 1| -1]-1]1
Ya | 1] 1 [-1]-1

Komutant grupy i reprezentacje: Komutantem G’ grupy G nazywamy najmniejsza podgrupe
normalna G’ C G taka, ze grupa ilorazowa G/G’ jest abelowa. Jesli p/ : G/G' — GL(V) jest
reprezentacja nieprzywiedlng grupy G/G’ (V musi by¢ 1-wymiarowe), to p' o, gdzie 7 : G — G /G’
jest rzutem naturalnym, jest nieprzywiedlng reprezentacja grupy G.

PRYKLAD: Niech G := D3. Wtedy G' = C5 = {e,a,a*} a G/G" =2 C,. Klasy sprzezonosci sg nastepu-
jace {e},{a,a*},{s, sa,sa*}. Grupa G ma 2 reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodzace
z reprezentacji G/G’' = Cy. Oto ich charaktery

a’> | s | sa | sa®

e a
Yo |L|T| T [1]1]1
xi | LT [1]-1]1

Reprezentacja regularna jest 6-wymiarowa, wiec mamy dwie mozliwoéci: albo jeszcze 4 reprezen-
tacje l-wymiarowe, albo jedna reprezentacja 2-wymiarowa (wchodzaca z krotnoscig 2). Okazuje
sie, ze zachodzi druga mozliwo$é: rozwazmy naturalng reprezentacje G na R? dang wzorami a +—

cos2m/3 —sin27m/3 1
( sin27/3  cos2m/3 ) o ( 0

uzupelni sie do nastepujace;j:

_01 ) i zinterpretujmy ja jako reprezentacje w C2. Tabelka

el al|a®| s |salsa®
ol T[T 111
i1 (1 [a[a]1
w2t [ol 0] 0

Poniewaz (x2|x2) = 1, odpowiednia reprezentacja jest nieprzywiedlna.

PRYKEAD: Niech G := Dy. Wtedy G’ = Cy = {e,a?} a G/G' =2 D,. Tstotnie, sa?s = a?, (sa)a?(sa)™! =
(sa)a’a®s = sa’s = a?, (sa?)a*(sa®) ™' = sa’a*a’s = a?, (sa®)a?(sa®) ™' = sa®a’as = a?, czyli G’ jest

normalna. Oto odpowiednie warstwy i ich tabelka mnozenia:

{e,a’}

{a,a’}

{s, sa*}

{sa, sa®}

{e,a’}

{e,a’}

{a,a’}

{s, sa*}

{sa, sa*}

{a,a’}

{a,a’}

{e,a®}

{sa, sa®}

{s, sa*}

{s,sa’}

{s, sa*}

{sa, sa®}

{e,a’}

{a,a’}

{sa,sa®}

{sa, sa®}

{s, sa’}

{a,a’}

{e,a’}

Stad widzimy izomorfizm G/G' = D,. Klasy sprzezonoéci sa nastepujace: {e}, {a?}, {a,a?},
{s,sa},{sa, sa®}. Grupa G ma 4 reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodzace z reprezen-
tacji G/G’' = Dy oraz jedna reprezentacje nieprzywiedlna 2-wymiarowsg pochodzaca z reprezentacji

naturalnej na R?: a — ( cos2m/4  —sin2m /4 ) .S > ( L0

sin2r/4  cos2m/4 0 —1 ) A oto tabela charakteréw:
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sa®

sa?

sa

S

-1

-1

1

X0

X2

X3

X4
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9 Reprezentacje indukowane, cz. I

Literatura dodatkowa: [Ser88, CR88|

Dygresja algebraiczna:

Pierscien: Jest to grupa abelowa (A, +) (odpowiednie dzialanie nazywamy dodawaniem) wyposazona

w dodatkowe dzialanie (a,b) — a - b (nazywane mnozeniem), ktore spetnia nastepujace aksjomaty:
L. (a-b)-c=a-(b-c) Ya,b,c € A (mnozenie jest taczne);
2.a-(b+c)=a-b+a-c,(a+b)-c=a-c+b-cVa,bce A

Mowimy, ze (A,+,-) jest pierscieniem z jedynka, jesli istnieje element 1 € A bedacy elementem

neutralnym wzgledem mnozenia, tj. 1-a=a-1=a Va € A.

PRZYKEAD: Pierscien Z liczb catkowitych.

PrRzYKLAD: Kazde cialo K jest pierscieniem.

PRZYKLAD: Zbior Fun(X, K) funkcji na dowolnym zbiorze X o wartosciach w dowolnym ciele K jest
piersé¢ieniem z jedynka (1 jest funkcja stala, rowna jeden). Jest to przykiad pierscienia przemiennego
nie bedacego ciatem (o ile zbior X jest wiecej niz jednoelementowy).

PRZYKEAD: Zbior Mat(k, K) macierzy k x k o wyrazach w ciele K jest pierscieniem z jedynka (1 = I).
Jest to przyklad pierscienia nieprzemiennego (o ile k > 1).

PRZYKEAD: Zbior Cy(RF, R) funkcji ciagtych na R¥ o wartoéciach w R znikajacych w zerze jest
przyktadem pierécienia bez jedynki.

Lewy modut nad pierscieniem A z jedynkq: Jest to grupa abelowa (M, +) wyposazona w dziatanie
v:AxM — M (zapis skrocony v(a,m) := am,a € A,m € M), ktore spelnia nastepujace aksjomaty:
1. a(lm+mn)=am+an Va € A,;m,n € M,
2. (a+bm=am+bmVa,b€ A,m e M;
3. (a-b)m = a(bm) Ya,b € A,m € M;

4. Im=mV¥m € M.

Uwaga: Analogicznie definiujemy pojecie prawego modutu nad A. Jesli pierscien jest przemienny,
kazdy lewy modut moze byé¢ przeksztatcony w prawy ma := am i odwrotnie.

PRzZYKEAD: Niech A := K bedzie ciatem, a M przestrzenia wektorowa nad K. Wtedy M jest lewym
(i prawym) K-modutem.

PRZYKEAD: Niech A := Fun(X,K), a M := Fun(X, K¥) bedzie zbiorem funkcji na X o wartosciach
w K*. Wtedy M jest lewym modulem nad A wzgledem naturalnego mnozenia wektor-funkcji przez
funkcje.

PRZYKEAD: Niech A := Mat(k,K), a M := K*. Wtedy M jest lewym modutem nad A wzgledem
naturalnego dzialania macierzy na wektory kolumny.
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PRZYKEAD: Niech M = Aiab := a-b. Wtedy M jest modutem nad soba. Ogolniej, niech
M = A x --- x A bedzie iloczynem prostym grup (A, +). Wprowadzajac dziatanie a(aq, ..., ax) =
(a-ay,...,a-a;) otrzymujemy lewy A-modut A*.

PRzZYKELAD: Kazda grupa abelowa (H,+) jest lewym modutem nad Z. Drzialanie zadajemy tak:
nh:=h+---+ h (n razy). Odwrotnie, kazdy Z-modul jest poprostu grupa abelows.

Morfizm modutow N i M nad A: Jest to homomorfizm f: M — N grup (M,+), (N, +) ,respektu-
jacy” dziatanie A, czyli taki, ze f(am) = af(m),a € A,m € M. Izomorfizmem nazywamy morfizm
bedacy bijekcja (odwrotno$¢ jest automatycznie morfizmem - Cwiczenie).

Tloczyn tensorowy modutéw M i N nad A: Niech N bedzie lewym, a M prewym modulem nad
A. Niech H bedzie dowolna grupa abelowg oraz f : M x N — H bedzie homomorfizmem grup o
wlasnosciach 1) f(my + mo,n) = f(my,n) + f(ma,n) Ymy,me € M,n € N; 2) f(m,ng + ny) =
f(m,ny) + f(m,ny) Vm € M,ny,ny € N; 3) f(ma,n) = f(m,an) Ym € M,n € N,a € A. Wtedy
mowimy, ze f jest zbalansowany.

Konstrukcja: Niech F'(M, N) oznacza zbior formalnych skoriczonych kombinacji liniowych elemen-
tow z M x N o wspolezynnikach catkowitych. Jest to Z-modul, czyli grupa abelowa. Przez Fy(M, N)
oznaczamy podgrupe generowana przez elementy postaci (my + mo,n) — (my,n) — (me,n), (m,ny +
ng) — (m,ny) + (m,ns), (ma,n) — (m,an). Potozmy M @4 N := F(M,N)/Fy(M, N) oraz okreslmy
m: M XN — M®&yN wzorem w(m,n) :=:m®n = (m,n) + Fy(M, N).

TWIERDZENIE 1. Kanoniczne odwzorowanie m: M x N — M ®4 N jest zbalansowanym homo-
morfizmem grup.

2. Dla dowolnej grupy abelowej H oraz homomorfizmu zbalansowanego f : M x N — H istnieje
jedyny homomorfizm grup M @, N — H taki, Ze nastepujgocy diagram jest przemienny:

M &y N

1\

M x N——H.

3. Jesli dodatkowo M jest lewym modutem nad pierscieniem A’', to M ®4 N tez jest lewym A’
modutem (dziatanie zadajemy tak: o'(m @ n) := (a’'m) @ n).

Dowod - Cwiczenie

Algebra nad ciatem K: jest to pierscien (A,+,-) wyposazony w dodatkowe dzialanie K x A — A
(mnozenie przez skalary) takie, ze 1) (A, +) wraz z tym dzialaniem jest przestrzenia wektorowa; 2)
ala-b) = (aa)-b=a- (ab) Ya € K a,b € A.

PRZYKLAD: Wszystkie powyzsze przyktady pierScieni oprocz Z sa jednoczesnie przyktadami algebr.

Lewy modut nad algebrq A z jedynkq: Jest to lewy modul M nad pierscieniem (A, +, -) wyposazony w
dodatkowa strukture przestrzeni wektorowej nad K, przy czym (aa)m = a(am) Va € K;a € A,m €
M.

PRrRzZYKLAD: Wszystkie powyzsze przyklady moduléw oprocz modutéw nad 7Z sg jednoczesnie przykta-
dami modutéw nad algebrami.
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Algebra grupowa C[G] grupy skoniczonej G: Jest to przestrzen wektorowa V,., = Spanc{eq,...,e,}
reprezentacji regularnej, w ktorej zadane jest naturalne mnozenie: (aye;+- - - ape,)-(Gre1+- - Buen) ==
> iBjei - ej. Algebra C[G] jest algebra z jedynka (1 =e; =e).

Uwaga: Inne spojrzenie na algebre grupows (ktore jest bardziej stosowne pod katem uogoélnienia na
grupy nieskoniczone) jest nastepujace. Rozwazmy zbior Fun(G, C) funkeji na G o wartosciach w C i
zadajmy w nim mnozenie (splot funkcji) nastepujacym wzorem:

FxS(g)=>_ F(gh™")S(h).

heG

Niech E; oznacza funkcje zadana wzorem FEj(e;) = d;; i niech e; - e; = e;. Wtedy E; x E;(e,;) =

_ _ 1 jesli e;e; = e

n 1 _ 1\ 1 roo_ . .

Yoo Eilere, ) Ej(e) = E,»(eTej )= { 0 jesli eiej- Lo = Ey(e;). Stad E; x E; = E}, & €; - e; = ey,
czyli widzimy izomorfizm algebr (C[G],-) i (Fun(G, C), *).
Reprezentacje G = lewe C[G|-modutly: Niech V' bedzie przestrenia wektorowa nad C, w ktorej
liniowo dziala grupa skoniczona G. Wtedy V jest lewym modutem nad C[G]: (aje; + -+ anen)x =
are1r + - - - age,x. Latwo sprawdzié, ze aksjomaty dziatania implikuja aksjomaty modutu. Odwrot-

nie, jesli V' jest lewym C[G]-modulem, ograniczajac sie do dzialania elementow bazowych eq,. .. e,
otrzymujemy rprezentacje grupy G w V.

Uwaga: Operatory splatajace pomiedzy dwiema reprezentacjami V; i V5 odpowiadaja morfizmom
C[G]-modutow (Cuwiczenie: sprawdzic).
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10 Reprezentacje indukowane, cz. II

Literatura dodatkowa: [Ser88, CR88|

Reprezentacje indukowane: Niech H C G bedzie podgrupa grupy skonczonej G i niech W C V
beda takimi przestrzeniami wektorowymi, ze G dziata liniowo na V (czyli mamy homomorfizm p :
G — GL(V)) i

HW cW (4)

(czyli p(H)W C W). Latwo sie przekonadé, ze podprzestrzen sW C V zalezy tylko od prawej warstwy
sH = {sh | h € H} elementu s € G ze wzgledu na podgrupe H, a nie zalezy od wyboru reprezentanta
s danej warstwy. Istotnie, (sh)WW = s(hW) = sW.

Niech R C G oznacza zbior reprezentantow warstw (kazda warstwa jest reprezentowana jedynym
reprezentantem®). Suma > . sW =3 _,rW CV jest podprzestrzenig niezmiennicza ze wzgledu
na dziatanie grupy G.

Jesli
YW=V (5)
reR
i, ponadto, jest to suma prosta, czyli
rW Nnr'W = {0}, (6)

gdzie r, 1’ reprezentuja rézne warstwy, mowimy, ze reprezentacja V grupy G jest indukowana przez
reprezentacje W podgrupy H.

LEMAT Istnieje jedyna (z doktadnosciq do réwnowaznosci) reprezentacja grupy G indukowana przez
zadang reprezentacje podgrupy H w przestrzent W.

Dowdd: Rozwazmy reprezentacje W jako lewy C[H]-modul, a algebre grupowa C|G]| jako prawy
C[H]-modul (ostatnie jest mozliwe, poniewaz kazda algebra A moze by¢ rozpatrywana jako lewy
i prawy modul nad dowolng swoja podalgebra B C A). Teraz mozemy rozpatrze¢ grupe abelowa
V = C[G] ®cim W. Co wiecej, mozna je rozpatrywaé jako lewy C[G]-modul, czyli reprezentacje
grupy G.

Warunek (4) dla tej reprezentacji V' wynika z tego, ze przestrzen W jest wtozona w V' jako C[H]-
podmodul®. Wlozenie takie realizuje sie¢ wzorem W o w— 1w € 1W ={lQw |w e W} C V.
Istotnie, dla h € C[H|,w € W mamy h(l ® w) = (hl) @ w = (1h) ® w = 1 ® hw, czyli wlozenie
w — 1 ® w jest morfizmem C[H]-modutow.

Warunek (5) z kolei jest wnioskiem z faktu, ze grupa G jest suma teoretyko-mnogosciowa warstw
sH. Istotnie, ostatni warunek oznacza rozktad C[G] = >, C[rH], gdzie oznaczyliSmy przez C[rH|
powtoke liniowa (nad C) warstwy rH, a sume rozumiemy w sensie teorii przestrzeni liniowych.
Powyzszy rozklad daje rozkltad V =3 o ClrH|®@cimW =3 cprClH]@cimW = Y, cr 7 @cim W.

Wreszcie zauwazmy, ze rozne warstwy maja puste przeciecie, co oznacza, ze w powyzszych wzorach
mozemy zastapi¢ znak sumy znakiem sumy prostej, co daje warunek (6).

8Umoéwmy sie, ze warstwa H jest reprezentowana przez e
9Podmodulem modutu V nad algebra A nazywamy podgrupe W C V stabilng ze wzgledu na dzialanie A, czyli
taka, ze AW C W
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Zostalo pokazaé jednoznacznosé. W tym celu rozwazmy dowolna G-reprezentacje V'’ indukowang
przez H-reprezentacje W i skorzystajmy z rozkladu V' = @, ., rW. Odwzorowanie F' : V! — V
zadajemy wzorem rw — r @ w dla w € W,r € R. Jest to liniowa (nad C) injekcja, a obliczenie
wymiaréw V i V' pokazuje, ze jest to tez i bijekcja. Latwo wida¢ tez, ze jest to morfizm C[G]-
modutow. [

Charakter reprezentacji p : G — GL(V) indukowanej przez H-reprezentacje W:
TWIERDZENIE Niech xw : H — C bedzie charakterem reprezentacji W. Wtedy
1 -1
Xp(T) = ] > xwlg'wy).

geG,g~tzgeH

Dowdd: Kazdy element x € G wyznacza automorfizm p(z) przestrzeni V. = @, ,rW, ktory
przestawia podprzestrzenie rWW. Dla kazdego r € R wybierzemy baze {e(r)1,...,e(r),} przestrzeni
rW taka, ze {e(r)1,...,e(r)w}rer jest baza V. Na diagonali macierzy automorfizmu p(x) w tej

bazie niezerowe wyrazy beda odpowiadaly tylko tym elementom e(r);, dla ktorych zrWW = rW, czyli
axr € rH, czyli rtar € H.
Stad Trp(z) = >, cp-1pren 1r(p(2)|:w). Z innej strony, przemienny diagram

p(r)l ip(r)
rW ﬂ rW

pokazuje, ze Tr(p(z)|,w) = Tr(p(r—tzr)|w) = xw(r~tzr). Mamy wiec

Xp(z) = Z xw (rtar).

reRr—lxreH

Teraz zauwazmy, ze dla wszystkich g € rH (g = rh dla pewnego h € H) mamy roéwnowaznosé
g lvrg € H < h™lr~tarh € H <= r~'ar € H oraz, w zalozeniu, ze r—‘ar € H, réwnosc¢
xw(gtzg) = xw(h™'r~tarh) = xw(r—tar) (bo xw € CI(H)). Stad teza. OJ

Wzorujac na wzorze z twierdzenia potozmy dla dowolnej F' € Cl(H)

IndF(x) := L Z F(g'zg).

H| =
geG,g~legeH

Wzér wzajemnosci Frobeniusa:

TWIERDZENIE Niech F' € CI(H), S € CI(G). Oznaczmy ResS := S|y. Wtedy

(F|ResS) g = (IndF|9)¢.
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Dowdd: Korzystajac z wlasnoci charakteru x(g) = x(¢~') mamy

(IndF|S)c |G||H|Z Y. Flglzg)S(z) =
G geG,g lzgeH
1 1
€l Y Flg'a'g)S(a).

z,9€G,g txgeH

Podstawiajac do ostatniego wyrazenia y~! = ¢~ 'x~'g otrzymujemy

1
(IndF|S)e = e > FlyH)S(gyg™) =
geGyeH
F(y F(y (F'|ResS
@i 2 W \H%{ FiTtess )

PRZYKEAD: GRUPA T OSTROSLUPA: Grupa T obrotéw ostrostupa foremnego jest izomorficzna z
Ay 1 ma nastepujace klasy sprzezonosci:

K1 1

K | (12)(34),(13)(24),(14)(23)
K | (123),(214),(314),(432)
Ky | (132),(241),(314),(423)

Suma KUK, jest komutantem 7" grupy 7', ktory jest izomorficzny z Ds. Tloraz T'/T" ma 3 elementy,
jest wiec izomorficzny z C5. Mamy trzy reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodzace z
reprezentacji Cf:

Ky | Ky | K3 | Ky
il 1l 1 1 1
Vol 1 1 € €2
Vol 1 1 € €

7Z rozktadu reprezentacji regularnej wnioskujemy, ze brak nam jeszcze jednej reprezentacji 3-wymiarowej
albo dziewieciu 1-wymiarowych. Ostatnia mozliwos¢ nie zachodzi, poniewaz grupa, ktorej wszystkie
nieprzywiedlne reprezentacje s 1-wymiarowe jest abelowa ( Cwiczenie). Latwo pokazaé, ze brakujaca
reprezentacja 3-wymiarowa V' jest reprezentacjg naturalna grupy 7' w przestrzeni 3-wymiarowej.

Spojrzmy na te reprezentacje z punktu widzenia reprezentacji indukowanych. Oznaczmy ele-
menty grupy 1’ przez e,a,b,c i rozwazmy 1-wymiarowa reprezentacje p’ podgrupy H = T’ taka,
ze p'(a) = —1,p/(b) = —1 oraz indukowana reprezentacje V o charakterze yy = Indy,. Wtedy
(Xpr|Resxv,)m = 0 (bo x,» = p',p'(e) = 1,p'(a) = —1,0/(b) = —1,p'(c) = 1, Resxy,(e) = Resxv;(a) =
Resyv; (b) = Resyv;(c) = 1). Ze wzoru wzajemnosci Frobeniusa mamy tez (xv|x.,)¢ = 0. Stad
zadna z reprezentacji V; nie wchodzi do V', co pokazuje nieprzywiedlnos¢ ostatniej. Istotnie, V' jest
3-wymiarowa (bo |G/H| = |T/T'| = 3). Gdyby byta przywiedlna, musiataby zawiera¢ niezmiennicza
podprzestrzen 1-wymiarowa, ktora, z kolei, musialaby by¢ izomorficzng z jedna z V. Cuwiczenie:
obliczy¢ charakter reprezentacji V' na dwa sposoby: 1) z tabelki charakterow; 2) korzystajac ze
wzoru na charakter reprezentacji indukowanej.
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11 Reprezentacje rzeczywiste i kwaternionowe

Literatura dodatkowa: [Ada69, 7, Tra|
Dygresja liniowo-algebraiczna

Kompleksyfikacja V' rzeczywistej przestrzeni wektorowej V: Jest to przestrzein wektorowa
nad C zdefiniowana przez V¢ := C ®g V; tutaj rozumiemy C jako prawy R-modul, a V jako lewy.
Jedli ey, ..., e, jest baza przestrzeni V, mozemy patrzeé¢ na V° jako na zbior formalnych kombinacji
liniowych aje; + --- + ape, o wspolezynnikach zespolonych z naturalnymi operacjami przestrzeni
wektorowej. Przy tym «;e; odpowiadajg tensorom prostym «; ® e;, a wektory eq,...,e, tworza tez
baze przestrzeni V. Z tej interpretacji wnioskujemy, ze dime V' = dimg V.

Mamy tez R-izomorfizm C®g V = (R @ iR) Qg V =V @ iV.

Kompleksyfikacja L : V© — VC operatora liniowego L : V — V: L := Idc¢ ®L. Jesli [L]
jest macierza operatora L w bazie eq, ..., e,, to macierz operatora L® w tej ze bazie, interpretowanej
jako baza V', bedzie sie pokrywala z [L].

Struktura rzeczywista na przestrzeni zespolonej: Teraz sprébujmy odpowiedzie¢ na pytanie:
co wyrdznia przestrzenie bedgce kompleksyfikacjami wsrdod wszystkich przestrzeni zespolonych?

Na przestrzeni W := VC jest naturalna operacja sprzezenia R: a®@v — a®uv,a € C,v € V. Ma
ona nastepujace wlasnosci: 1) R : W — W jest operatorem poliniowym, czyli addytywnym oraz
takim, 7e R(fw) = BR(w),3 € C,w € W; 2) R? = Id; 3) zbior punktéow stalych odwzorowania R
pokrywa sie z V C VC (tutaj V jest wlozone w VT jako zbior {a @ v | a € R,v € V}).

Teraz niech W bedzie dowolng przestrzenig wektorowg nad C. Strukturg rzeczywistq na przestrzeni
W nazwiemy odwzorowanie R : W — W spelniajace warunki 1), 2). Jesli R jest takim operatorem,
to zbior V := W jego punktow stalych ma strukture przestrzeni wektorowej nad R. Istotnie, V
jest zamkniete ze wzgledu na dodawanie (oczywiste, bo R addytywny) oraz ze wzgledu na mnozenie
przez skalary z R (Rw = w, f € R = R(fw) = fRw = fw).

Ponadto, mamy naturalny C-izomorfizm W — VC. Istotnie, niech e1, . .., e,, bedzie bazg przestrzeni
WE. Wtedy ie,, ..., ie, jest bazg przestrzeni wlasnej W_; C W operatora R odpowiadajacej wartosci
wlasnej —1 i mamy W = WE o W_, = W@ iWE = C @ WE. Latwo widzie¢, ze izomorfizm ten
nie zalezy od wyboru bazy w WE.

Jegli L : W — W jest operatorem C-liniowym, to L = N dla pewnego operatora R-liniowego
N :V — V wtedy i tylko wtedy, gdy LR = RL. Istotnie, ostatni warunek oznacza, ze L zachowuje
V = W potézmy N := L|y. Cwiczenie: dopracowaé szczegoly.

Urzeczywistnienie (forma rzeczywista) Vi przestrzeni zespolonej V: Poniewaz R C C
mozemy patrze¢ na V' jako na przestrzen wektorowa nad R, ktoérg bedziemy oznaczali przez Vg. Przy
tym V' i Vg pokrywaja sie jako zbiory, ale dimg Vg = 2dim¢ V. Istotnie, jedli eq, ..., e, jest baza V,
to wektory ey, ..., e, teq,..., 16, tworza baze Vg.

Forma rzeczywista Lr operatora zespolonego L : V' — V: Jest to operator L rozumiany jako

operator R-liniowy dzialajacy z Vg w Vk. Jesli [L] jest macierza operatora L w bazie eq,..., ey,
i [L] = [L] + i[L)", gdzie [L] := Re[L],[L]” := Im[L] (czesci rzeczywista i urojona), to macierz
operatora Lg w bazie eq,...,e,,1€,...,1e, jest dana wzorem (C’wiczenie: sprawdzic).

(L] —[L]"

(L] Ly |
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Struktura zespolona na przestrzeni rzeczywistej VV: A teraz pytanie: co wyrdznia przestrzenie
bedgce formami rzeczywistymi wsrod wszystkich przestrzeni rzeczywistych? Odpowiedzialng za takie
wyrdznienie jest tzw. struktura zespolona na V. Jest to operator J : V — V o wlasnosci J2 = —Id.
Operator ten jest odzwierciedleniem mnozenia przez jedynke urojona. Jesli J jest takim operatorem,
wprowadzamy w V' strukture przestrzeni zespolonej przez iv := Jv,v € V (dodawanie i mnozenie
przez skalary rzeczywiste mamy za darmo). W szczego6lnosci, wymiar przestrzeni V' nad R musi by¢
parzysty.

Operator L : V — V jest forma rzeczywista pewnego operatora zespolonego wtedy i tylko wtedy,
gdy LJ = JL.

Najpierw kompleksyfikacja, potem urzeczywistnienie: (VC)g =V &V (Cwiczenie).

Najpierw urzeczywistnienie, potem kompleksyfikacja: (V&)C = V @ V (Cuwiczenie); tutaj
przez V oznaczamy przestrzen sprzezong do V', czyli C-liniowa przestrzen, ktorej struktura addytywna
pokrywa sie z ta z V', a mnozenie przez skalary zadane jest wzorem a xv :=av,a € C,v € V.

Przestrzenie i operatory sprzezone: Przestrzenie sprzezone wprowadziliémy wyzej. Niech L :
V — W bedzie operatorem liniowym. Ten sam operator rozumiany jako operator V' — W bedziemy
oznacza¢ L~. Jest polliniowy: L~ (av) = alL v = @ * L~ v. Analogicznie definiujemy operator
~L:V — W (tez potliniowy), i ktadziemy L :=— L~ : V — W (ostatni jest operatorem liniowym).

Algebra kwaternionéw H: Jest to algebra nad R generowana jako przestrzen wektorowa przez
cztery wektory 1,4, 7, k spelniajace nastepujace reguty mnozenia:

1. 1 jest elementem neutralnym wzgledem mnozenia;
2. 2=2=k>=—-1,ij =k, jk=1iki=j.

Whioskiem z powyzszych regul sa tozsamosci ji = —k, kj = —i, 1k = —7 oraz mozliwos¢ reprezentacji
kwaterniona al+ i+ vj+ 0k w postaci al + 3i + (71 +0i) 7, czyli za pomoca pary liczb zespolonych
(ol 4 Bi,y1 + d7). Inaczej, H = C @ Cj.

Reprezentacja macierzowa algebry H: Latwo sie przekonaé, ze nastepujace macierze spetniaja
powyzsze reguly wzgledem standardowego mnozenia macierzy:

TR Rt F I F B AR P

Wszystkie kombinacje liniowe tych macierzy o wspotczynnikach rzeczywistych beda tworzyty algebre
H.

Prawa przestrzen wektorowa V nad H: Jest to prawy modut nad H (lewy modut daje nierownowazne
pojecie, poniewaz H jest nieprzemienna).

Operator H-lintowy na V definiujemy jako odwzorowanie L : V — V bedace morfizmem H-
modutow (czyli addytywne odwzorowanie, spetniajace L(vh) = L(v)h,v € V, h € H).

Forma zespolona 1 kwaternionowej prawej przestrzeni liniowej V: Poniewaz C C H,
mamy strukture przestrzeni C-liniowej na V. Forme zespolong L¢ operatora H-liniowego L : V — V
definiujemy podobnie jak w przypadku formy rzeczywistej operatora zespolonego (czyli zapominamy,
ze jest H-liniowy, a pamietamy, ze jest C-liniowy).
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Struktura kwaternionowa na prestrzeni zespolonej V': Jest to struktura, ktéra wyrdznia formy
zespolone przestrzeni kwaternionowych wsréd przestrzeni zespolonych. Definiuje sie jako operator
polliniowy H : V — V o whasnosci H? = —1d (jest odzwierciedleniem prawego mnozenia przez j).
Jesli H jest takim operatorem, wprowadzamy w V' strukture prawego H-modutu przez vj := Juv
(dodawanie i mnozenie przez skalary zespolone juz mamy). W szczegdlnodci, wymiar przestrzeni V'
nad C musi by¢ parzysty.

Mozna pokazaé, ze operator L : V' — V jest forma zespolong wtedy i tylko wtedy, gdy LH = H L.

Jak to sie przeklada na reprezentacje

Struktura rzeczywista R : W — W na reprezentacji zespolonej p : G — GL(V): Jest
to struktura rzeczywista na przestrzeni zespolonej V', bedaca operatorem splatajgcym dla p. Z
powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze W = VC, gdzie V := WF, oraz, ze istnieje taka reprezentacja
rzeczywista 7 : G — GL(V), ze p(g) = 7(¢9)¢ dla kazdego g € G.

Reprezentacja kwaternionowa grupy G w prawej przestrzeni kwaternionowej V: Jest
to homomorfizm grup ¢ : G — GLg(V), gdzie przez GLy(V) oznaczyliSmy grupe odwracalnych
H-liniowych odwzorowan z V w V.

Struktura kwaternionowa H : V — V na reprezentacji zespolonej p : G — GL(V): Jest
to z kolei struktura kwaternionowa na przestrzeni zespolonej V', bedaca operatorem splatajgcym
dla p. Mozemy wprowadzi¢ strukture prawej H-przestrzeni liniowej na V' oraz pokazaé, ze istnieje
reprezentacja kwaternionowa ¢ : G — GLg (V) taka, ze p(g) = ((g)c dla dowolnego g € G.

Reprezentacja sprzezona do reprezentacji zespolonej p : G — GL(V): Jest to reprezentacja
p: G — GL(V) w przestrzeni V zadana wzorem p(g) := p(g), g € G. Reprezentacje p i p, na pozor
jednakowe, moga by¢ nie rownowazne. Istotnie, operator v + v : V — V (czyli Id™) jest operatorem
splatajacym pomiedzy p i p, ale nie jest liniowy (jest potliniowy). Ale moze tez istnie¢ nietrywialny
operator liniowy splatajacy, realizujacy rownowaznosé p i p.

LEMAT Niech p bedzie reprezentacjq nieprzywiedlng i réwnowazing z p i niech C : V. — V bedzie
(liniowym) operatorem splatajgcym, realizujgcym te rownowaznosé. Wiedy C' jest okreslony z doktad-
no$cig do czynnika liczbowego, ktory mozna wybraé tak, zeby C~ 'V — V bylo strukturg rzeczywistq
lub kwaternionowgq.

Dowéd: Niech C' : V. — V bedzie innym operatorem splatajacym, realizujgcym rownowaznosc.
Wtedy C71C" : V — V jest operatorem splatajacym (pomiedzy p i p) i wedtug lematu Schura musi

by¢ postaci A1Id dla pewnego A € C. Mamy wiec C’ = \C. Zauwazmy, ze operator C: V — V =V

jest operatorem splatajacym (pomiedzy p i p), stad mozemy potozy¢ €' := (C)~'i dosta¢ (C)7! =

AC. Mamy wiec CC = (1/)) Id,U_C' = (1/\)1d. Poniewaz Tr(CC) = Tr(CC), skalar A musi by¢
rzeczywisty. Teraz zauwazmy, ze CC' = (C~)(C~). Zastepujac C przez VAC w przypadku A > 0
lub przez i\/|\| w przypadku A\ < 0, otrzymujemy wynik. [J

Typy reprezentacji: Mowimy, ze reprezentacja zespolona p jest typu
1. zespolonego, jesli p i p nie sa rownowazne;
2. rzeczywistego, jesli sa rownowazne i C'~ po przeskalowaniu jest struktura rzeczywista;

3. kwaternionowego, jesli sa rownowazne i C'~ po przeskalowaniu jest struktura kwaternionowa.
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TWIERDZENIE (Frobeniusa—Schura) Niech x bedzie charakterem nieprzywiedinej zespolonej reprezen-
tacji p: G — GL(V) skoriczonej grupy G i niech

SR

g€eG
Wtedy
1. x =0 <= p jest typu zespolonego;
2. x =1 <= p jest typu rzeczywistego;

3. ¥ = —1 <= p jest typu kwaternionowego.

Dowod: zob. |Tral.

PRZYKLAD: Rozwazmy naturalng 1-wymiarowa reprezentacje grupy cyklicznej C,, = {e,a,a?,...,a" '}
o charakterze x, x(a’) = ¢,¢ := €>"/". Reprezentacja ta nie moze byc typu kwaternionowego, bo
wymiar przestrzeni jest nieparzysty.

Z kolei, zeby reprezentacja ta byla typu rzeczywistego wartosci wlasne wszystkich operatorow
reprezentacji musza by¢ rzeczywiste. To sugeruje, ze ta reprezentacja jest typu rzeczywistego tylko
w przypadku n = 2. Istotnie, w tym przypadku z = (1/2)(x(e?) + x(a?)) = (1/2)(x(e) + x(e)) = 1.

Dlan = 3mamy z = (1/3)(x(e*)+x(a®)+x(a")) = (1/3)(x(e)+x(a®)+x(a)) = (1/3)(1+€*+e) =
0.

Dla n = 4: x = (1/4)(x(¢®) + x(a®) + x(a") + x(a®)) = (1/4)(x(e) + x(a®) + x(e) + x(a?)) =
(1/9)(1+(-1)+1+(-1)) =0.

Cwiczenie: Jak jest dla dowolnego n?
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12 Grupy Liego, cz. I

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra]

Grupa Liego: Jest to grupa (G, ) taka, ze G jest wyposazone w strukture rozmaitosci rozniczkowej
o tej wlasnosci, ze dzialanie grupowe i : G x G — G oraz odwzorowanie € : g — ¢ ! : G — G s3
gladkie.

PRZYKLAD PODSTAWOWY: G := GL(n,R) = {X € Mat(n,R) | det X # 0} grupa odwracalnych
macierzy n X n o wyrazach rzeczywistych. Funkcja det : Mat(n, R) = R™ — R jest wielomianem na
R™, wiec jest ciagla. Wnioskujemy stad, ze zbior {X € Mat(n,R) | detz = 0} = det™'(0) € R™
jest domkniety, a jego dopelnienie GL(n,R) jest zbiorem otwartym w R™. Mozemy teraz wyposazy¢
G w strukture rozmaitosci gtadkiej ,odziedziczonej” z R™.

Mnozenie mamerzy e Mat(n R) x Mat(n,R) — Mat(n,R), (X,Y) — XY, jest odwzorowaniem
wielomianowym R™ x R" — R", jest wiec gtadkie i zostaje takim po ograniczeniu do zbioru
otwartego G x G C Mat(n,R) x Mat(n,R).

Odwzorowanie € : G — G, X +— X!, jest zadane przez odwzorowanie wymierne na R czyli
takie, ze jego sktadowe sa stosunkami wielomianéw. Przy tym wielomian pojawiajacy si¢ w mianown-
iku to wyznacznik. Ostatni nie zeruje sie na podzbiorze G C R™, stad e rowniez jest odwzorowaniem
gladkim.

Uwaga: Analogicznie mozemy rozpatrywaé grupe G := GK(n,C) odwracalnych macierzy n X n o
wyrazach zespolonych. Mozna ja rozpatrywa¢ jako podzbior otwarty w Mat(n,C) = c ~ R
i traktowac¢ jako grupe Liego. Istotnie, odwzorowania p i € beda odpowiednio wielomianowym i
wymiernym (z niezerujacym sie mianownikiem) odwzorowaniami od czesci rzeczywistych i urojonych
wyrazOw macierzy.

Alternatywne spojrzenie polega na patrzeniu na G jako na rozmaitosé zespolong i zespolong grupe
Liego.

Podgrupa Liego H C G w grupie Liego G: Jest to podgrupa, bedaca podrozmaitosécia gtadka w
G. Grupa H sama jest grupa Liego. Istotnie, odwzorowania p: G x G — G i e : G — G ograniczone
do H x H i H odpowiednio, s gladkie.

PRZYKEAD: Niech G := GL(1,C) = C*, H :=U(1) = {z € GL(1,C) | 2z = 1}. Rownanie zz = 1
w zmiennych rzeczywistych ma posta¢ 22 + y? = 1, czyli zadaje okreg jednostkowy, podrozmaito$é
gltadka w G.

Algebraiczne grupy liniowe: S3 to podgrupy H C GL(n,R) grupy macierzy odwracalnych, bedace
zbiorami algebraicznymi w Mat(n,R) = R™ (zbior H C R™ nazywamy algebraicznym, jesli istnieja
wielomiany fi,..., fr na R™ takie, ze H :={z € R™ | fi(z) =0, ..., fr(x) = 0}).

LEMAT Algebraiczne grupy liniowe sq podgrupami Liego w GL(n,R).

Dowdd: Niech H := {z € R" | fi(z) = 0,..., fe(z) = 0} € GL(n,R) bedzie algebraiczna grupa
liniowa. Rozwazmy macierz Jacobiego J[f](z) = [gj;] i potozmy r := max,cy rank J[f](z), P :=
{z € H | rank J[f](z) = r}. Zauwazmy, ze zbior P jest niepusty.

Skorzystajmy z ,,jednorodnodci” grupy H C GL(n,R). Dokladniej, niech y € H bedzie dowolnym
elementem, a x € P. Wtedy istnieje h € H taki, ze hx = y. Odwzorowanie L, : GL(n,R) —

GL(n,R), g — hg, jest dyfeomorfizmem. Stad rank J[f](y) = rank J[f](z) = 7.
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Widzimy, ze rzad J[f] jest staly na calym H. Z twierdzenia o stalym rzedzie wnioskujemy, ze H
jest powierzchnia (wymiaru n? —r). O

PRZYKEAD: G := SL(n,R) ={X € GL(n,R) | det X =1}, T.G = {z € Mat(n,R) | Trx = 0}.

PRZYKLAD: G := SL(n,C) ={X € GL(n,C) | det X = 1}.

PRZYKEAD: G :=O(n,R) ={X € GL(n,R) | XX =1,}.

PRZYKEAD: G := SO(n,R) = O(n,R) N SL(n,R)

PRZYKEAD: G := Sp(n,R) = {X € GL(2n,R) | XJXT = J}, tutaj J := { _0[ IS ]

PRZYKEAD: G :=U(n) = {X € GL(n,C) | XX = I}
PRZYKEAD: G := SU(n) = U(n) N SL(n,C).

PRZYKEAD: G := Sp(n) = {X € GL(n,H) | bod = I,,}, tutaj GL(n,H) oznacza grup¢ odwracal-
nych macierzy n X n owyrazach kwaternionowych, a X oznacza macierz otrzymana z macierzy X za-
stosowaniem sprzezenia kwaternionowego do kazdego wyrazu: al + Gi + vj + 6k = al — i —vj — dk.

Przyklad podgrupy nie bedacej podgrupa Liego: Zauwazmy, ze podgrupa Liego H C G jest
podzbiorem domknietym w grupie Liego GG. Do zbudowania takiego przyktadu wystarczy wiec znalezc¢
podgrupe niedomknietq.

PRZYKEAD: Grupa (R, +) jest grupa Liego a jej podgrupa @Q liczb wymiernych nie jest domknieta:
Q=R
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13 Grupy Liego, cz. II

Algebra Liego (V,[,]): Jest to przestrzen wektorowa V nad cialem K wyposazona w dzialanie
2-liniowe (z,y) — [z,y] : V x V — V| spelniajace nastepujace warunki:

1. [z,y] = —[y,z] Vz,y € V (sko$na symetria);

2. [z, [y, 2]] + [y, [z, x]] + [z, [z, y]] = 0 Vz,y,2 € V (tozsamos¢ Jacobiego).

PRZYKEAD: Niech (A,-) bedzie dowolna algebra taczna. Wtedy (A, [,]), gdzie [z,y] =z -y—y -z
jest algebra Liego (Cwiczenie: sprawdzi¢). W szczegolnosci, Mat(n, K) z komutatorem macierzowym
jest algebra Liego. Oznaczamy gl(n,K) := (Mat(n,K), [,]).

Ogolniej, jesli W jest dowolng przestrzenia wektorowa, zbior End (W) endomorfizméw przestrzeni
W (czyli operatorow liniowych L : W — W) jest algebra Liego.

Homomorfizm algebr Liego (Vi,[,]1) i (Va,[,]2): Jest to odwzorowanie liniowe ¢ : V; — V5
zachowujace ,nawiasy”, czyli ¢lx, y|, = [px, pyla Vo, y € V).

Cwiczenie: Niech (V,[,]) bedzie przestrzeia wektorowa wyposazona w dziatanie 2-liniowe skosnie
symetryczne. Okreslmy operator ad, € End(V) wzorem ad,y := [z,y],z,y € V. Pokaza¢, ze
tozsamos¢ Jacobiego (1) jest rownowazna nastepujacemu warunkowi: [ad,, ad,] = adp, (W szczegol-
nosci, jesli [,] spetnia TJ, to odwzorowanie = +— ad, : V — End(V) jest homomorfizmem algebr
Liego).

Podalgebra h C g algebry Liego (g, [,]): Jest to podprzestrzen liniowa w g zamknieta ze wzgledu
na nawias: [h,h] C b.

PRZYKEAD: Podprzestrzen sl(n,R) C gl(n,R) macierzy bezsladowych (mamy Tr([z,y]) = Tr(zy —
yx) = 0 dla dowolnych z,y € gl(n,R), w szczegdlnosci komutator macierzy bezsladowych jest bezslad-
owy).

PRZYKEAD: Podprzestrzeni o(n,R) C gl(n, R) macierzy skosnie ortogonalnych, czyli takich macierzy
z,2¢e v = —x1. Dla z,y € o(n,R) mamy [z,y]” = (vy — yx)T = yT2" — 2Ty? = yx — 2y = —[z,y].

Algebra Liego r6zniczkowan algebry lacznej (A,-): Rdzniczkowaniem algebry lacznej nazy-
wamy odwzorowanie liniowe d : A — A spelniajace warunek d(x - y) = dz - y + x - dy. Rozniczkowa-
nia tworza podprzestrzen D C End(A) i, ponadto, podalgebre Liego w (End(A),[,]). Istotnie,
(dldg — dgdl)(.flf . y) = dl(dgﬂf y+x- dgy) — dg(d1$ “Yy+a- dly) = dldg.flﬁ Y+ dg.ﬁlﬁ . dly + dl.ilﬁ . de +
x - didey — (dedyx - y + dyx - doy + dox - dvy + x - dodyy) = (didy — dady)x -y + - (dydy — dady)y.

Algebra Liego Vect(M) p6l wektorowych na rozmaitosci gtadkiej M: Rozwazmy przestrzei
(C>*(M,R),-) funkcji gtadkich na M o wartosciach rzeczywistych ze struktura (przemiennej) algebry
lacznej wzgledem mnozenia punktowego funkcji. Rozniczkowania tej algebry nazywaja sie polams
wektorowymi na M i tworza algebre Liego wzgledem komutatora.

Inaczej na pola wektorowe mozna patrze¢ jako na ciecia gladkie wiazki stycznej TM - M.
Elementami T'M sa pary (v,z), gdzie x € M, a v jest wektorem stycznym do M zaczepionym w
punkcie z. Zbior wszystkich takich wektorow, czyli wlokno nad z, oznaczamy T,M. Kazde pole
wektorowe ma wiec posta¢ (v(x),x), gdzie x € M, a wektor v(z) € T, M gladko zalezy od punktu .

Wiazka T'M jest wiazka lokalnie trywialna, czyli jej ograniczenie TU na maly podzbiér otwarty
U C M moze byé¢ utozsamione z wigzka trywialng R" x U — U, gdzie n = dim M, a jej ciecia

46



moga by¢ utozsamione z parami (f(z),x), gdzie x € U, a f : U — R, f(z) = (fY(x),..., f"(z))
jest funkcja gtadka. Utozsamienie wlokien wigzki TU z R” jest zwiazane z wyborem wspotrzednych

lokalnych (x!,...,2™) na U. Alternatywnie, pole wektorowe zapisujemy jako f = f'0; (sumowanie
po i), gdzie 0; := %, a jego dzialanie na funkcje F' € C*(U, R) wyglada nastepujaco: fF := f(O;F)

(jest rozniczkowaniem w sensie powyzszej definicji).
Dla komutatora p6l wektorowych mamy nastepujacy wzor:

[f.9]'(x) = (2)(0;g' () — ¢’ ()(0;f"(x))

(Cwiczenie: sprawdzic).

Zachowanie pél wektorowych wzgledem dyfeomorfizméw ¢ : M — M: Kazdy taki dyfeo-
morfizm generuje odwzorowanie styczne v, : TM — TM, ktore na parach (v,z),x € M,v € T, M,
bedziemy zapisywali jako 1. (v,z) = (Vs|ov, ¥(2)), tutaj |, : ToM — Ty M jest pewnym odw-
zorowaniem liniowym. Jesli v(zg) = yo, 1 jesli (zt,...,2"), (y',...,y") sa wspolrzednymi lokalnymi
w otoczeniach X 3 x¢,Y 3 yo, odwzorowanie 1) mozna zada¢ jako n-tke funkcji (x!,..., 2") — (y' =
Y (x),...,y" = Y"(z)). Odwzorowanie ¢,|, : T,M = R" x {2} — TymyM = R" x {¢(z)} pokrywa
sie wtedy z macierza Jacobiego

ot ... On
Jl(z) == | :
R VL, W

traktowang jako odwzorowanie liniowe R" — R".

Odwzorowanie 1, dziala na pola wektorowe: Vect(M) > f +— . f € Vect(M), f = (f(z),x) —
(J[Y](x)f(z),¢¥(x)). Okazuje sie, ze 1, : Vect(M) — Vect(M) jest homomorfizmem algebry Liego,
czyli U.[f, g] = [uf, ¥ug] (Cwiczenie: sprawdzic).

Algebra Liego lewoniezmienniczych p6l wektorowych na grupie Liego G: Dla g € G
okres§lmy odwzorowanie lewej translacji L, : G — G wzorem Lgx := gx. Majac element v € T.G
mozemy zbudowaé pole wektorowe v € Vect(G) kladzac v' = ((Ly).|ev,g). Tak okreslone pole
wektorowe jest lewoniezmiennicze, czyli (L,).0' = v'. Istotnie, jesli v = (v!(g),g), to (Ly )" =
((Lg)+lgv'(9), Ly g) = (Lg)ilg(Lg)slev, 9'9) = ((LyLg)ilev, g'g) = ((Lgg)slev, g'g) = v'. Tutaj sko-
rzystaliSmy z tozsamosci (¢ o ), = . o s, gdzie ¢, n sa dowolnymi dyfeomorfizmami.

Odwrotnie, jeli pole w € Vect(G) jest lewoniezmiennicze, to w = v!, gdzie v := w(e). Mamy
wiec utozsamienie zbioru g lewoniezmienniczych pdl wektorowych z wioknem T,G. Okazuje sie, ze g

jest podalgebra Liego w Vect(G). To wynika z nastepujacego lematu.

LEMAT Niech (V,[,]) bedzie algebrg Liego, a ¥ pewnym zbiorem jej homomorfizmow. Wtedy zbior
VYV i={r eV |y(x) =1z Vi € U} jest podalgebrq Liego.

Dowdd: Niech x,y € VY, wtedy dla kazdego v € ¥ mamy v[x,y] = [¢x,vy] = [x,y], czyli [x,y] €
VY.

Algebra Liego g grupy Liego G: Jest to okreslona powyzej algebra Liego pol lewoniezmienniczych
na G. Oznaczamy tez g = Lie(G). Zauwazmy, Ze, poniewaz odwzorowanie ¢; : T.G — g,v — o',

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, dimg = n = dim GG. Ponadto, uzywajac tego izomorfizmu,
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mozemy ,przenie$¢” strukture algebry Liego z g na T,.G wedtug wzoru [v,w] = ¢ ' [pv, pw] =
[v!, w!](e).

Dlatego tez czesto pod ,algebra Liego” grupy G rozumie sie przestrzen 7,G wyposazona w
POWYZSZY nawias.

PRZYKEAD: Niech G := GL(n,R). Poniewaz G jest zbiorem otwartym w R”", mamy TG = R" x G
i kazde pole wektorowe jest postaci (V(X), X), gdzie V(X) jest gltadka funkcja na G o wartosciach
macierzowych: V(X) = . Latwo widzie¢, ze jesli V € TG = Mat(n, R),
V(X)) .. V(X))

to V! = (XV,X). Innymi stowy, V! = X;;Vju0p. Stad [VL, WY = (X;;Vip0u Xy W) —
(Xij Wik 0 Xirjr Virr) = (X Vig0iar o1y Wiinir ) — (XiWiiir Ogje Vi) = (Xirj Vi Wiar ) — (X Wi Viw ) =
X[V, Wl = ([V, W])"¥. Stad struktura algebry Liego na T;G = Mat(n,R) ,przeniesiona” z
algebry Liego pol lewoniezmienniczych pokrywa sie z gl(n, R).

Cwiczenie: Niech H C G bedzie podgrupa Liego grupy Liego G. Pokaza¢, ze podprzestrzen T,H C
T.G jest podalgebra Liego w algebrze Liego g = T.G i, co wiecej, T. H jako algebra Liego pokrywa
sie z h = Lie(H).

PRZYKEAD: Niech G := GL(n,R),H := O(n,R). Wtedy T;G = g = gl(n,R), a podprzestrzen
T;H moze by¢ obliczona jako zbior wektorow stycznych w zerze do krzywych gladkich ¢ — ¢(t) €
O(n,R),c(0) = I. Roézniczkujac tozsamo$é c(t)(c(t))? = I w zerze, otrzymujemy ¢ (0)(c(0))” +
c(0)(<(0))T =0, skad /(0) + (<(0))T = 0. Wnioskujemy stad, ze Ty H sklada si¢ z macierzy skosnie
ortogonalnych i ze h = o(n, R).

Twierdzenia Liego

TWIERDZENIE (I twierdzenie Liego) Jesli dla skoriczenie wymiarowej algebry Liego g istnieje grupa
Liego G taka, ze g = Lie(G), to istnieje tez jedyna jednospdina grupa Liego G' o wlasnosci g =
Lie(G").

Uwaga: Jednospojnosé oznacza sciagalnosé kazdej petli.

PRzZYKEAD: Grupy Liego (R, +) i U(1) maja te samg algebre Liego R (z nawiasem zerowym [z, y] =
0 Vz,y € R. Pierwsza z nich jest jednospdjna, druga nie.

TWIERDZENIE (1] twierdzenie Liego) Niech ¢ : g1 — go bedzie homomorfizmem skoriczenie wymi-
arowych algebr Liego i niech G1,Gy bedq takimi grupami Liego, ze g; = Lie(G;),i = 1,2. Jesli Gy
jest jednospdjna, to istnieje jedyny homomorfizm grup Liego ® : Gy — Gy ,catkujgcy” ¢.

Uwaga: Homomorfizmem grup Liego nazywamy odwzorowanie ® : G; — G5 bedace 1) homomor-
fizmem grup; 2) odwzorowaniem gtadkim. Okazuje sie, ze odwzorowanie ®,|., : T.,G; — T.,G2 jest
homomorfizmem odpowiednich algebr Liego ¢ := ®.|., : g1 — g2. Mowimy, ze ¢ ,catkuje” ¢.

TWIERDZENIE (Il twierdzenie Liego) Dla kazdej skoticzenie wymiarowej algebry Liego g istnieje
grupa Liego G taka, ze g = Lie(G).

Twierdzenia Liego pokazuja, ze badanie grup Liego w duzej mierze sprowadza sie do badania
algebr Liego.
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