
Teoria grup II

Wykªad 1

1 O algebrach Liego grup Liego raz jeszcze. Cz. I

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra, DK00]

Grupa Liego: Jest to grupa (G, µ) taka, »e G jest wyposa»one w struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej
o tej wªasno±ci, »e dziaªanie grupowe µ : G × G → G oraz odwzorowanie ε : g 7→ g−1 : G → G s¡
gªadkie.

Przykªad: Niech V b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡, a G := GL(V ) ⊂ End(V ) b¦dzie grup¡
odwracalnych endomor�zmów przestrzeni V .

Odwzorowania doª¡czone: Oznaczmy g := TeG (tutaj e ∈ G jest elementem neutralnym), a
przez Ag : G → G automor�zm wewn¦trzny Ag(x) := gxg−1, x, g ∈ G. Odwzorowanie Ag jest
odwzorowaniem gªadkim o wªasno±ci Ag(e) = e. W szczególno±ci, mamy odwzorowanie styczne
(Ag)∗|e : g→ g, które standardowo oznacza si¦ przez Adg (lub Adg, od angielskiego �adjoint�).

Lemat Odwzorowanie Ad : g 7→ Adg : G → End(g) jest reprezentacj¡ G w przestrzeni wektorowej
g (któr¡ nazywamy reprezentacj¡ doª¡czon¡ ).

Dowód �atwo widzie¢, »e Ag jest odwzorowaniem odwracalnym (z odwrotnym Ag−1), wi¦c Adg ∈
GL(g). Ponadto, Ag1g2 = Ag1Ag2 , sk¡d Adg1g2 = Adg1Adg2 , czyli Ad jest homomor�zmem. �

Zauwa»my, »e odwzorowanie Ad jest odwzorowaniem gªadkim, w szczególno±ci mamy odwzorowanie
styczne Ad∗|e : TeG → TIGL(g). Wiemy, »e TIGL(g) = End(g), otrzymali±my wi¦c odwzorowanie
ad : g→ End(g), X 7→ adX (standardowe oznaczenie adX lub adX).

Poªó»my
[X, Y ] := adXY,X, Y ∈ g.

Przykªad: Dla G = GL(V ) mamy g = TeG = End(V ), a odwzorowanie Ax : y 7→ xyx−1 : G → G
jest ograniczeniem odwzorowania liniowego Y 7→ xY x−1 : g→ g. St¡d jego pochodna Adx z nim si¦
pokrywa, czyli AdxY = xY x−1, Y ∈ g. Obliczymy ró»niczk¦ odwzorowania Ad : x 7→ Adx : G → g

w e = I na wektorze X ∈ g w nast¦puj¡cy sposób. Niech t 7→ x(t) b¦dzie gªadk¡ krzyw¡ w G o
wªasno±ci x(0) = e, x′(0) = X. Wtedy

adXY =
d

dt
|t=0(x(t)Y (x(t))−1) = x′(0)Y (x(0))−1 + x(0)Y ((x(t))−1)′|t=0 = XY − Y X

(tutaj skorzystali±my z równo±ci x(t)(x(t))−1 = I ró»niczkuj¡c któr¡ w zerze, mamy ((x(t))−1)′|t=0 =
−x′(0)). Innymi sªowy, nawias [X, Y ] dla endomor�zmów przestrzeni liniowej jest ich komutatorem.
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Wªasno±ci nawiasu [, ]

Twierdzenie 1. Niech G bedzie dowoln¡ grup¡ Liego, g = TeG. Wtedy para (g, [, ]) jest algebr¡
Liego, czyli nawias [, ] : g× g→ g

(a) jest dwuliniowy;

(b) jest antysymetryczny ([X, Y ] = −[Y,X] ∀X, Y ∈ g);

(c) speªnia to»samo±¢ Jakobiego ([X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 ∀X, Y, Z ∈ g).

2. Niech G,G′ b¦d¡ grupami Liego, a Φ : G → G′ b¦dzie gªadkim homomor�zmem. Oznaczmy
φ := Φ∗|e : TeG→ Te′G

′. Wtedy φ : g→ g′ jest homomor�zmem algebr Liego, czyli

φ[X, Y ]g = [φ(X), φ(Y )]g′ ∀X, Y ∈ g.

Dowód Zacznijmy dowód od drugiego punktu. Warunek homomor�zmu dla Φ implikuje

Φ(Axy) = Φ(xyx−1) = Φ(x)Φ(y)Φ(x)−1 = AΦ(x)Φ(y).

Przy ustalonym x pierwszy i ostatni czªon tego ci¡gu jest gªadkim odwzorowaniem z G w G′.
Obliczmy ró»niczk¦ tego odwzorowania w punkcie y = e na wektorze Y ∈ g, otrzymamy

Φ∗|Axe ◦ AdxY = φ(AdxY ) = AdΦ(x) ◦ Φ∗|eY = AdΦ(x)φ(Y ).

Pozwalaj¡c x si¦ zmienia¢, otrzymujemy gªadkie odwzorowanie z G w g′. Obliczaj¡c jego ró»niczk¦
w e na wektorze X ∈ g, otrzymujemy

φ(adXY ) = adφ(X)φ(Y ).

Przyst¡pmy do dowodu p. 1. Dwuliniowo±¢ [, ] jest oczywista. Teraz zastosujmy udowodniony
fakt do homomor�zmu grup Liego Ad : G → G′ = GL(g) oraz skorzystajmy z tego, »e nawias [, ]g′
pokrywa si¦ z komutatorem. Otrzymamy równo±¢

ad[X,Y ] = adXadY − adY adX .

która jest równowa»na to»samo±ci Jakobiego w zaªo»eniu, »e zachodzi antysymetryczno±¢ nawiasu
(�wiczenie: udowodnij t¦ równowa»no±¢). Czyli zostaªo nam udowodni¢ antysymetryczno±¢.

Rozwa»my odwzorowanie Ψ : G × G → G, (x, y) 7→ xyx−1y−1. Udowodnimy najpierw, »e
(e, e) jest punktem krytycznym tego odwzorowania, czyli ró»niczka Ψ∗|(e,e) znika. Istotnie, mamy
Ψ(x, e) = e,Ψ(e, y) = e dla dowolnych x, y ∈ G. St¡d ró»niczka cz¡stkowa Ψ1

∗|(e,e) wzgl¦dem pier-
wszego argumentu znika i ró»niczka cz¡stkowa Ψ2

∗|(e,e) wzgl¦dem drugiego argumentu te». Gªadko±¢
Ψ gwarantuje znikanie Ψ∗|(e,e).

Teraz obliczmy Ψ2
∗|(x,e)Y , gdzie Y ∈ g, oraz Ψ1

∗|(e,y)X, gdzie X ∈ g. Wedªug lematu, który
udowodnimy poni»ej, Ψ2

∗|(x,e)Y = AdxY − Y oraz Ψ1
∗|(e,y)X = X − AdyX. Obliczaj¡c ró»niczk¦

pierwszego wyra»enia po x na X, a drugiego po y na Y , otrzymujemy adXY oraz −adYX odpowied-
nio. Sk¡din¡d wiemy, »e te wyra»enia s¡ równe, poniewa» gªadko±¢ odwzorowania gwarantuje
symetryczno±¢ formy drugich pochodnych w punkcie krytycznym. �

2



Lemat 1. Ψ2
∗|(x,e)Y = AdxY − Y ;

2. Ψ1
∗|(e,y)X = X − AdyX.

Dowód Najpierw zauwa»my, »e, je±li φ(t), ψ(t) s¡ krzywe w G o wªasno±ciach φ(0) = e = ψ(0), φ′(0) =
Φ, ψ′(0) = Ψ, to d

dt
|t=0(φ(t) · ψ(t)) = Φ + Ψ. Istotnie, dziaªanie grupowe µ : G × G → G speªnia

to»samo±ci µ(x, e) = x, µ(e, y) = y, które implikuj¡ równo±ci ∂µk(e,e)
∂xj = δkj ,

∂µk(e,e)
∂yj = δkj . Tutaj

wybrali±my dowolny lokalny ukªad wspóªrz¦dnych na G w otoczeniu e i reprezentujemy odwzorowanie

µ przez funkcje µ1, µ2, . . . Teraz obliczamy: d
dt
|t=0(φ(t) · ψ(t)) = ∂µk(e,e)

∂xj Φj + ∂µk(e,e)
∂yj Ψj = Φk + Ψk.

Wybierzmy gªadk¡ krzyw¡ y(t) w G o wªasno±ciach y(0) = e, y′(0) = Y . Wiemy ju», »e
d
dt
|t=0(y(t))−1) = −Y . Ponadto, z de�nicji d

dt
|t=0(xy(t)x−1) = AdxY .

Oznaczmy φ(t) := xy(t)x−1, ψ(t) := (y(t))−1. Wtedy φ(0) = e = ψ(0), φ′(0) = AdxY, ψ
′(0) =

−Y . Ostatecznie, Ψ2
∗|(x,e)Y = d

dt
|t=0(xy(t)x−1(y(t))−1) = d

dt
|t=0(φ(t) ·ψ(t)) = AdxY − Y . Drugi wzór

dowodzi si¦ analogicznie. �
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