Teoria grup 11

Wyktad 1

1 O algebrach Liego grup Liego raz jeszcze. Cz. 1

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra, DKO0O]

Grupa Liego: Jest to grupa (G, p) taka, ze G jest wyposazone w strukture rozmaitosci rozniczkowej
o tej wlasnosci, ze dzialanie grupowe i : G x G — G oraz odwzorowanie € : g — ¢! : G — G s3
gladkie.

PRZYKEAD: Niech V' bedzie przestrzeniag wektorowa, a G := GL(V) C End(V) bedzie grupa
odwracalnych endomorfizméw przestrzeni V.

Odwzorowania dolaczone: Oznaczmy g := T.G (tutaj e € G jest elementem neutralnym), a
przez A, : G — G automorfizm wewnetrzny A,(z) := grg~' 2,9 € G. Odwzorowanie A, jest
odwzorowaniem gladkim o wlasnosci A,(e) = e. W szczegblnosdci, mamy odwzorowanie styczne
(Ag)«le - 8 — g, ktore standardowo oznacza si¢ przez Ad, (lub Adg, od angielskiego ,adjoint”).

LEMAT Odwzorowanie Ad : g — Ad, : G — End(g) jest reprezentacjq G w przestrzeni wektorowej
g (ktorg nazywamy reprezentacjq dotaczona ).

Dowdd Latwo widzie¢, ze A, jest odwzorowaniem odwracalnym (z odwrotnym A,-1), wiec Ad, €
GL(g). Ponadto, A, g4, = Ay Ay, skad Ady, 4, = Ady, Ady,, czyli Ad jest homomorfizmem. O

Zauwazmy, ze odwzorowanie Ad jest odwzorowaniem gladkim, w szczegélnosci mamy odwzorowanie
styczne Ad,|. : T.G — T;GL(g). Wiemy, ze T;GL(g) = End(g), otrzymalismy wiec odwzorowanie
ad : g — End(g), X — adx (standardowe oznaczenie adx lub adX).

Potézmy

9192 9192 92>

[X,Y]:=adyY,X,Y € g.

PRZYKEAD: Dla G = GL(V) mamy g = T,G = End(V), a odwzorowanie A, : y — xyz™' : G — G
jest ograniczeniem odwzorowania liniowego Y +— 2Yz~!: g — g. Stad jego pochodna Ad, z nim sie
pokrywa, czyli Ad,Y = 2Y27 1Y € g. Obliczymy rozniczke odwzorowania Ad : z +— Ad, : G — g
w e = I na wektorze X € g w nastepujacy sposob. Niech ¢t — x(t) bedzie gltadka krzywa w G o
wlasnosci 2(0) = e, 2/(0) = X. Wtedy
d
adxY = —lio(@(O)Y (2(1)) ™) = 2/ ()Y (2(0)) ™" +2(0)Y ((x(1)) ) iz = XY = VX

(tutaj skorzystalismy z rownosci z(t)(z(t)) ™! = I rozniczkujac ktora w zerze, mamy ((z(¢)) ™) |i=o =
—2/(0)). Innymi stowy, nawias [X, Y] dla endomorfizméw przestrzeni liniowej jest ich komutatorem.
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Wlasno$ci nawiasu [, ]

TWIERDZENIE 1. Niech G bedzie dowolng grupg Liego, g = T.G. Wtedy para (g, [,]) jest algebrq
Liego, czyli nawias [,] :g X g — ¢

(a) jest dwuliniowy;
(b) jest antysymetryczny ([X,Y] = —[Y,X]VX,Y € g);
(c) spetnia tozsamosé Jakobiego ([X, Y, Z||+ Y, [Z, X]|+ [Z,[X,Y]|=0VX,Y,Z € g).

2. Niech G,G" bedg grupami Liego, a ® : G — G bedzie gladkim homomorfizmem. Oznaczmy
¢ =, T.G — TuG'. Wtedy ¢ : g — ¢’ jest homomorfizmem algebr Liego, czyli

¢[X7 Y]g = [¢(X)v ¢(Y)]g’ VX>Y €g

Dowdd Zacznijmy dowod od drugiego punktu. Warunek homomorfizmu dla ® implikuje
O(Ayy) = Playa™") = 2(2)2(y)(2) " = ApwP(y).

Przy ustalonym z pierwszy i ostatni czton tego ciggu jest gladkim odwzorowaniem z G w G'.
Obliczmy rozniczke tego odwzorowania w punkcie y = e na wektorze Y € g, otrzymamy

Py la,e 0 AdyY = ¢(Ad,Y) = Adgy) 0 PuleY = Ade)o(Y).

Pozwalajac x sie zmieniaé, otrzymujemy gladkie odwzorowanie z G w g'. Obliczajac jego rozniczke
w e na wektorze X € g, otrzymujemy

¢(adxY) = adyx)p(Y).

Przystapmy do dowodu p. 1. Dwuliniowos¢ [,] jest oczywista. Teraz zastosujmy udowodniony
fakt do homomorfizmu grup Liego Ad : G — G’ = GL(g) oraz skorzystajmy z tego, ze nawias [, |y
pokrywa sie z komutatorem. Otrzymamy réwnosc¢

ad[X’y} = aandy — adyadx.

ktora jest rownowazna tozsamosci Jakobiego w zalozeniu, ze zachodzi antysymetryczno$é nawiasu
(Cwiczenie: udowodnij te réwnowaznosé). Czyli zostalo nam udowodnié¢ antysymetrycznoscé.

Rozwazmy odwzorowanie ¥ : G x G — G,(z,y) — zyr~'y~'. Udowodnimy najpierw, ze
(e,e) jest punktem krytycznym tego odwzorowania, czyli rozniczka V.|« znika. Istotnie, mamy
U(x,e) = e, ¥(e,y) = e dla dowolnych z,y € G. Stad rozniczka czastkowa W} ) wzgledem pier-
wszego argumentu znika i rozniczka czastkowa W2|. ) wzgledem drugiego argumentu tez. Gladkosé
U gwarantuje znikanie W, ).

Teraz obliczmy W2|., .Y, gdzie Y € g, oraz U], X, gdzie X € g. Wedlug lematu, ktory
udowodnimy ponizej, U?|, Y = Ad,Y — Y oraz Ui, X = X — Ad,X. Obliczajac rozniczke
pierwszego wyrazenia po x na X, a drugiego po y na Y, otrzymujemy adxY oraz —ady X odpowied-
nio. Skadinad wiemy, ze te wyrazenia sa réwne, poniewaz gtadko$é¢ odwzorowania gwarantuje
symetrycznos¢ formy drugich pochodnych w punkcie krytycznym. [



LEMAT 1 V2|, 0Y =AdY - Y;
2. Wl X = X — Ad, X.

Dowdd Najpierw zauwazmy, ze, jesli ¢(t), 1 (t) sa krzywe w G o wlasnosciach ¢(0) = e = ¥(0), ¢'(0) =
¢, ¢'(0) = U, to %]t:0(¢(t) ~p(t)) = ® 4+ V. Istotnie, dziatanie grupowe p : G x G — G spelnia
tozsamosci u(x,e) = z,pu(e,y) = y, ktore implikuja rownosci 8“8(§ ) = = oF, 8”81(;6 = oF. Tutaj
wybralismy dowolny lokalny uktad wspoétrzednych na G w otoczeniu e i reprezentujemy odwzorowanie
1 przez funkeje pt, 42, . .. Teraz obliczamy: %|,_o(4(t) - ¥(t)) = %@j + %\I’j = ok + UF,

Wybierzmy gtadka krzywa y(t) w G 0 whasnosciach y(0) = e,4/(0) = Y. Wiemy juz, ze
Lli—o(y(t))™) = =Y. Ponadto, z definicji &|—o(zy(t)z~') = Ad,Y.

Oznaczmy ¢(t) := xy( Jo L w(t) = (y(£) . Weedy 6(0) = e = 1(0),¢/(0) = Ad,Y,/(0) =
~¥. Ostatecmic, oV = £g(zy()a=" (1)) = Hlo(6(0) - (1) = Ad,Y — Y. Drngi wacn
dowodzi sie analogicznie. D
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