
Teoria grup II

Wykªad 10

1 Podalgebry Cartana i rozkªad na podprzestrzenie

pierwiastkowe. Cz. III

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Zako«czenie dowodu twierdzenia z Wykªadu 8: Ad. 5. Niech α ∈ ∆. Wtedy g−α nie mo»e by¢ zerowe,
bo to implikowaªoby (na mocy punktu 3) ortogonalno±¢ gα do caªej g. St¡d −α ∈ ∆.

Niech H ∈ h, Xα ∈ gα, X−α ∈ g−α. Wiemy, »e [Xα, X−α] ⊂ h. Ponadto Bg([Xα, X−α], H) =
−Bg(X−α, [Xα, H]) = Bg(X−α, [H,Xα]) = Bg(X−α, α(H)Xα) = α(H)Bg(Xα, X−α) = Bg(Hα, H)
Bg(Xα, X−α) = Bg(Bg(Xα, X−α)Hα, H). Z niezgegenerowano±ci Bg|h×h (punkt 4) wnioskujemy, »e

[Xα, X−α] = Bg(Xα, X−α)Hα.

Teraz udowodnimy, »e α(Hα) 6= 0. Niech Eα := Xα, X−α 6= 0. Wtedy Bg(Xα, X−α) 6= 0 (inaczej
Xα byªoby ortogonalne do g). Mo»na tak wybra¢ wektor E−α proporcjonalny do X−α, »eby

Bg(Eα, E−α) = 1.

Dla pierwiastka β oznaczmy g(β, α) :=
∑

n∈N gβ+nα, gdzie N jest zbiorem tych n ∈ Z, dla których β+

nα jest pierwiastkiem. Z to»samo±ci [gα
′
, gβ

′
] ⊂ gα

′+β′ wnioskujemy, »e g(β, α) jest podprzestrzeni¡
niezmiennicz¡ dla adEα , adE−α , adH . Poniewa» [Eα, E−α] = Hα, mamy

Tr(adHα|g(β,α)) = Tr(ad[Eα,E−α]|g(β,α)) = Tr([adEα , adE−α ]|g(β,α)) = 0

(±lad dowolnego komutatora jest równy zero).
Z innej strony, poniewa» adHα jest operatorem diagonalnym na g(β, α), mamy

Tr(adHα |g(β,α)) =
∑
n∈N

(β + nα)(Hα) dim gβ+nα.

St¡d β(Hα)
∑

n∈N dim gβ+nα = −α(Hα)
∑

n∈N n dim gβ+nα dla ka»dego α ∈ ∆ i ka»dego pierwiastka
β. Gdyby α(Hα) = 0, mieliby±my β(Hα) = 0 (bo dim gβ+nα ≥ dim gβ > 0). Z kolei to powodowaªoby
równo±¢ adHαgβ = 0 (bo adHαXβ = β(Hα)Xβ, Xβ ∈ gβ), czyli adHα = 0, co jest niemo»liwe z powodu
trywialno±ci centrum g.

Ad. 2. Zaªó»my, »e dim gα > 1. Wtedy istnieje takie Dα ∈ gα, Dα 6= 0, »e Bg(Dα, E−α) = 0.
Oznaczmy D−1 := 0, Dn := (adEα)nDα, n = 0, 1, . . .. Wtedy Dn ∈ g(n+1)α oraz [E−α, Dn] =
[E−α, (adEα)nDα] = adEα [E−α, (adEα)n−1Dα]−[adEαE−a, (adEα)n−1Dα] = adEα [E−α, Dn−1]−[Hα, Dn−1] =
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adEα [E−α, Dn−1]−nα(Hα)Dn−1. W szczególno±ci, [E−α, Dn−1] = adEα [E−α, Dn−2]−(n−1)α(Hα)Dn−2,
dlatego [E−α, Dn] = adEα(adEα [E−α, Dn−2]−(n−1)α(Hα)Dn−2)−nα(Hα)Dn−1 = (adEα)2[E−α, Dn−2]−
(n− 1)α(Hα)Dn−1 − nα(Hα)Dn−1. Stosuj¡c indukcj¦ otrzymujemy

[E−α, Dn] = (adEα)n[E−α, D0]− (1 + 2 + · · ·+ n)α(Hα)Dn−1 = −n(n+ 1)

2
α(Hα)Dn−1

(skorzystali±my z tego, »e [E−α, D0] = [E−α, Dα] = Bg(E−α, Dα)Hα = 0). Poniewa» D0 6= 0,
powy»sza równo±¢ pokazuje, »e Dn 6= 0 dla n = 1, 2, . . ., co jest niemo»liwe (zbiór pierwiastków jest
sko«czony). �

Dalsze wªasno±ci pierwiastków i rozkªadu na podprzestrzenie pierwiastkowe: Niech α ∈ ∆,
a β b¦dzie dowolnym pierwiastkiem. Zbiór wszystkich pierwiastków postaci β+nα, n ∈ Z, nazywamy
α-szeregiem zawieraj¡cym β. Maksymaln¡ z liczb n o tej wªasno±ci, »e β + nα jest pierwiastek
b¦dziemy oznacza¢ przez q = q(β, α), a minimalna przez p = p(β, α).

Lemat 1. β + nα jest pierwiastkiem dla ka»dego n, p ≤ n ≤ q.

2. −2β(Hα)
α(Hα)

= p+ q.

3. α-szereg zawieraj¡cy 0 jest postaci −α, 0, α.

4. Ukªad pierwiastków ∆ jest niezmienniczy ze wzgl¦du na odbicia podalgebry Cartana h

sα : H 7→ H − 2
α(H)

α(Hα)
Hα

wzgl¦dem hiperpªaszczyzny {H ∈ h | α(H) = 0}.

Przykªad:

Niech α := H12, β = H23. Wtedy α-szereg zawieraj¡cy β to H23, H13, mamy te» p = 0, q = 1. Podob-
nie, szereg b¦d¡ tworzyªy dowolne dwa s¡siednie pierwiastki. S¡ te» szeregi jak w p. 2 powy»szego
lematu.

Przykªad:
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Tutaj s¡ szeregi wyª¡cznie jak w p. 2 lematu.

Przykªad:

Tutaj mamy kilka typów szeregów. Przykªadowo, dla α = H1, β = H2 mamy szereg H2−H1, H2, H2+
H1 z p = −1, q = 1. Dla α = H1, β = H1 + H2 mamy szereg H2 −H1, H2, H2 + H1 z p = −2, q = 0.
Dla α = H1, β = H2 − H1 mamy H2 − H1, H2, H2 + H1 z p = 0, q = 2. Dla α = H2 − H1, β = H1

mamy H1, H2 z p = 0, q = 1. S¡ te» szeregi jak w p. 2 powy»szego lematu.

Dowód lematu: Ad. 1,2. Niech Eα ∈ gα, E−α ∈ g−α b¦d¡ takie, »e B(Eα, E−α) = 1. Niech r, s ∈ Z
b¦d¡ takie, »e β+nα jest pierwiastkiem dla dowolnego n, r ≤ n ≤ s, ale nie jest nim dla n = r−1, s+1.
Taki α-szereg zawieraj¡cy β nazwiemy prawidªowym .

Znowu podprzestrze« g′ :=
∑s

n=r gβ+nα jest niezmiennicza dla operatorów adEα , adE−α , adH .
Poniewa» Hα = [Eα, E−α], mamy Tr(adHα |g′) = 0. Z innej strony, Tr(adHα|g′) =

∑s
n=r(β + nα)(Hα)

i, poniewa» α(Hα) 6= 0, mamy

β(Hα)

α(Hα)
= −

s∑
n=r

n = −r + s

2
.

Jasne, »e ka»dy α-szereg zawieraj¡cy β skªada si¦ z szeregów prawidªowych. Powy»sza równo±¢
pokazuje, »e taki skªadnik mo»e by¢ tylko jeden.

Ad. 3.- bez dowodu.

Ad. 4. Niech V, (|) b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ z iloczynem skalarnym. Dla α ∈ V ∗ odbicie

prostopadªe w hiperpªaszczyznie {v ∈ V | α(v) = 0} jest dane wzorem v 7→ v − 2 (v|vα)
(vα|vα)

v, tutaj vα

de�niujemy przez (vα|v) = α(v), v ∈ V (�wiczenie).

Z punktu 2 mamy sα(Hβ) = Hβ− 2
α(Hβ)

α(Hα)
Hα = Hβ− 2

Bg(Hα,Hβ)

Bg(Hα,Hα)
Hα = Hβ− 2β(Hα)

α(Hα)
Hα = Hβ + (p+

q)Hα. Stad wynika, »e p ≤ p + q ≤ q, czyli sα(Hβ) jest wektorem pierwiastkowym. Istotnie, niech
β le»y po innej stronie hiperpªaszczyzny α⊥ ni» α (uto»samiamy h i h∗ za pomoc¡ Bg|h×h). Wtedy
p ≤ 0, q ≥ 0 i q ≤ p + q ≤ q (zob. rysunek). Podobnie rozumujemy, je±li β i α le»¡ po tej samej
stronie.

�
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