Teoria grup 11

Wyktad 10

1 Podalgebry Cartana i rozklad na podprzestrzenie
pierwiastkowe. Cz. III

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Zakonczenie dowodu twierdzenia z Wyktadu 8: Ad. 5. Niech a € A. Wtedy g~ nie moze by¢ zerowe,
bo to implikowatoby (na mocy punktu 3) ortogonalno$é¢ g do calej g. Stad —a € A.

Niech H € h, X, € g%, X_, € g% Wiemy, ze [X,,X_,| C bh. Ponadto By([X., X o], H) =
By(X o [Xa H)) = By(X_o,[H. X)) = By(X_aya(H)Xa) = a(H)By(Xa, X—o) = By(Ha, H)
By(Xo, X_o) = By(By(Xo, X_o)Ha, H). Z niezgegenerowanosci Bg|pxp (punkt 4) wnioskujemy, ze

[ Xa, X_0o] = Bg(Xa, X_0)Ha.

Teraz udowodnimy, ze a(H,) # 0. Niech E, := X,, X_, # 0. Wtedy By(X,, X_o) # 0 (inaczej
X, byloby ortogonalne do g). Mozna tak wybra¢ wektor E_, proporcjonalny do X_,, zeby

By(Eo, E_o) = 1.

Dla pierwiastka (8 oznaczmy g(3,a) ==, .y 877", gdzie N jest zbiorem tych n € Z, dla ktorych S+
na jest pierwiastkiem. Z tozsamosci [¢¢, g% ] € g% wnioskujemy, ze g(/3, @) jest podprzestrzenia
niezmiennicza dla adg,,adg__,ady. Poniewaz [E,, F_,] = H,, mamy

Tr(adm, |g.0)) = Tr(ads,,E_ale.0) = Tr([ade,, ads_,]|g8.a) =0

(slad dowolnego komutatora jest rowny zero).
Z innej strony, poniewaz ady, jest operatorem diagonalnym na g(f3, @), mamy

Tr(ady, |gsa) = Z(ﬁ + na)(H,) dim g#+m.

neN

Stad B(Ha) > ,cn dim g™ = —a(H,) Y, .y ndim g7 dla kazdego a € A i kazdego pierwiastka
B. Gdyby a(H,) = 0, mielibysémy 8(H,) = 0 (bo dim g#*"* > dim g” > 0). Z kolei to powodowaloby
rownoséé adg, g’ = 0 (bo adp, X5 = B(H,)Xs, X5 € g°), czyli adg, = 0, co jest niemozliwe z powodu
trywialnosci centrum g.

Ad. 2. Zalozmy, ze dimg® > 1. Wtedy istnieje takie D, € g*, D, # 0, ze By(D,, E_,) = 0.
Oznaczmy D_y := 0,D,, = (adg,)"Da,n = 0,1,.... Wtedy D, € g(”“) oraz [F_,,D,] =
[E—aa (adEa)nDoz] = adEa [E—om (adEa)nilDa]_[adEaE—aa (adEa)nilDa] = adEa [E—om Dn 1] [Hom Dn 1]
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adp, [F—a, Dn_1]—na(Hy)D,—1. W szczegdlnosci, [E_y, D,—1] = adg, [E_o, Dp—2]—(n—1)a(Hy) Dy—a,
dlatego [E_,, D,| = adg, (adg,[E_o, Dn_o]|—(n—1)a(Hy) Dy —2)—na(Hy) D,y = (adp, )?[E_a, Dp_s]—
(n—1)a(Hy)D,—1 — na(Hy)D,, 1. Stosujac indukcje otrzymujemy

n(n+1
(E_o, D] = (adp,)"[E—a, Do) — (1 42+ - + n)a(Hy)Dp_y = —%MHQ)Dn_l
(skorzystaliSmy z tego, ze [E_,, Do] = [E_n, Do) = Bg(E_o,Do)H, = 0). Poniewaz Dy # 0,
powyzsza rownosé pokazuje, ze D,, # 0 dlan = 1,2,..., co jest niemozliwe (zbior pierwiastkow jest

skoriczony). O

Dalsze wlasno$ci pierwiastkéw i rozkladu na podprzestrzenie pierwiastkowe: Niech o € A,
a [ bedzie dowolnym pierwiastkiem. Zbior wszystkich pierwiastkéw postaci f+na, n € Z, nazywamy
a-szeregiem zawierajgeym (. Maksymalng z liczb n o tej wlasnosci, ze 3 + na jest pierwiastek
bedziemy oznaczaé¢ przez q = q([3, ), a minimalna przez p = p(f3, a).

LEMAT 1. B+ na jest pierwiastkiem dla kazdego n,p <n < q.

2. —220 —p+gq.

3. «a-szereg zawierajgey 0 jest postact —a, 0, a.

4. Uktad pierwiastkow A jest niezmienniczy ze wzgledu na odbicia podalgebry Cartana b

H
s Hio H— 22D g
a(Ha)
wzgledem hiperptaszezyzny {H € b | a(H) = 0}.
PRZYKLAD:
H
23 H 5
H H.,

H H32

Niech o := Hy9, 8 = Ha3. Wtedy a-szereg zawierajacy 3 to Hos, Hi3, mamy tez p = 0,q = 1. Podob-
nie, szereg beda tworzyly dowolne dwa sasiednie pierwiastki. Sg tez szeregi jak w p. 2 powyzszego
lematu.

PRZYKLAD:



Tutaj sa szeregi wytacznie jak w p. 2 lematu.

PRZYKLAD:

Tutaj mamy kilka typow szeregdéw. Przyktadowo, dla o« = Hy, 8 = Hy mamy szereg Ho— Hy, Hy, Ho+
Hy zp=-1,q=1. Dlaa = H,,3 = H, + Hy, mamy szereg Hy, — H|,Hy, Hb + Hy z p = —2,q = 0.
Dla o = Hl,ﬁ: HQ—Hl malny HQ—Hl,HQ,H2+H1 7Zp = 0,(]: 2. Dla a = Hg—Hl,ﬂ = H1
mamy Hy, Hy z p=0,q = 1. Sa tez szeregi jak w p. 2 powyzszego lematu.

Dowdd lematu: Ad. 1,2. Niech E, € g*, E_, € g~ beda takie, ze B(E,, F_,) = 1. Niech r,;s € Z
beda takie, ze 5+na jest pierwiastkiem dla dowolnego n,r < n < s, ale nie jest nimdlan = r—1, s+1.
Taki a-szereg zawierajacy [ nazwiemy prawidtowym .

Znowu podprzestrzenn g’ = > > _ g™ jest niezmiennicza dla operatoréw adg,,adg ,ady.
Poniewaz H, = [E,, E_,|, mamy Tr(ady,|y) = 0. Z innej strony, Tr(adg,|y) = > . _.(3 + na)(H,)

i, poniewaz «(H,) # 0, mamy

B(Hy) ~~  T+5
Jasne, ze kazdy a-szereg zawierajacy [ sklada sie z szeregéw prawidlowych. Powyzsza réwnosé
pokazuje, ze taki sktadnik moze by¢ tylko jeden.

Ad. 3.- bez dowodu.

Ad. 4. Niech V| (]) bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym. Dla a € V* odbicie
(v|va)

(valva)

prostopadte w hiperptaszczyznie {v € V' | a(v) = 0} jest dane wzorem v — v — 2 v, tutaj v,
definiujemy przez (v,|v) = a(v),v € V (Cuwiczenie).

Z punktu 2 mamy s,(Hg) = Hp —Q%Ha = Hp —2%[—[@ = Hy —Qﬁgg"‘;Ha = Hz+(p+

oy g(Ha,Ha a1

q)H,. Stad wynika, ze p < p+ ¢ < ¢, czyli so(Hp) jest wektorem pierwiastkowym. Istotnie, niech
/3 lezy po innej stronie hiperplaszezyzny ot niz o (utozsamiamy b i h* za pomoca Bglgxpy). Wtedy
p<0,g>0iqg<p+q<q(zob. rysunek). Podobnie rozumujemy, jesli 3 i a leza po tej samej
stronie.

s (B)
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