Teoria grup 11

Wyktad 11

1 Istotnos$é ukladu pierwiastkéw. Formy rzeczywiste
zespolonych polprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Cze$é rzeczywista podalgebry Cartana:
LEMAT Niech b := ) A RH,. Wiedy
1. Ograniczenie by, formy Killinga By do br X br jest dodatnio okreslong formq rzeczywistq.

2. b =bgr +ibr (suma prosta).

Dowdd: Ad. 1. Dla H,H' € b mamy By(H, H') = Tr(adg o adp:) = > s B(H)B(H') (ostatnia
réwnos¢ obowiazuje poniewaz w bazie g ztozonej z dowolnej bazy b oraz wektorow Eg, 3 € A, macierz

8 10) , gdzie D jest macierza diagonalna o wyrazach
B(H) na diagonali (wartosci wlasne odpowiadajace wektorom wlasnym Ej). Z lematu w Wyktadzie
10 wiemy, ze —280ed = p(B, a) + (B, ), gdzie p(B, a),¢(3, ) € Z. Stad

operatora ady ma posta¢ blokowa postaci

o(Hy) = By(Ho Ho) = > B*(H, Za p(B, ) +q(B, @))%,

BeA BEA

Dalej obliczamy «(H,) (o ktorym juz wiemy, ze jest # 0) i widzimy, ze «(H,) jest rzeczywiste (i
dodatnie), co daje tez rzeczywistos¢ 5(H,) (znowu korzystamy ze wzoru z lematu). W konsekwencji
mamy rzeczywistosé¢ f(H) dla H € bhg (bo kazde takie H jest kombinacja liniowa H, o wspolczyn-
nikach rzeczywistych), oraz By(H, H') dla H, H' € bg.

Zeby udowodni¢ niezdegenerowano$é Bgy, xp. zauwazmy, ze ma miejsce implikacja a(H) = 0Va €
A = H = 0. Istotnie, niech a(H) = 0 dla wszystkich o € A. Z rozkladu g =bh + > ., g wynika
wtedy, ze [H, X| = 0 dla wszystkich X € g, czyli H jest elementem centrum, ktore jest trywialne.

Niech teraz H € hg bedzie takie, ze By(H, H') = 0 dla wszystkich H" € hg. Wtedy w szczegolnosci
By(H,H) = Y50 8*(H) = 0 skad 3(H) = 0 dla dowolnego § € A.

Ad. 2. Bez dowodu. O

Istotno$é uktadu pierwiastkow:



TWIERDZENIE Niech g i g’ bedg dwiema polprostymi algebrami Liego (nad C), a b,b' ich po-
dalgebrami Cartana. Niech A, A’ bedq odpowiednimi uktadami pierwiastkéw niezerowych i niech
br = > pen RHo, b := > ca RHy (mozemy patrzeé na A, A" jako na podzbiory w przestrzeniach
dualnych bk, (hg)*, poniewaz S(H),F'(H') € R dla 5 € A, € A", H € g, H' € b ).

Zatozmy, ze istnieje R-liniowy izomorfizm ¢ : hr — by taki, Ze p*(A') = A, gdzie ¢* : (hr)" — bk
jest odwzorowaniem dualnym. Wtedy istnieje C-izomorfizm algebr Liego ® : g — ¢ taki, Ze @y, = ¢.

Idea dowodu: Najpierw wybiera sie wektory E, € g% o € A, tak, zeby By(E,, E_,) = 1 (mozna to
zrobi¢, poniewaz Bg(X,, X_o) # 0 dla niezerowych X, € g%, X_, € g7*). Dla kazdej pary o, f € A
takiej, ze o + 3 € A istnieje niezerowe N, 3 € C takie, ze [E,, Eg] = NogEots-

Dalej konstruuje sie wektory E, € g’o‘/,o/ e A/, takie, ze: 1) By(Ey,E_) =1; 2) [Ey, Eg| =
NosEo s, gdzie o = ¢*(d), 8 = ¢*(F'). Stosuje sie do tego wlasnosci wspotezynnikow N, 3 wynika-
jace z tozsamosci Jacobiego oraz specjalng indukcje.

Odwzorowanie przedtuzajace ¢ wzorem ® : E, — FE, bedzie szukanym izomorfizmem algebr
Liego. Istotnie, ®[H, E,] = Pa(H)E, = o(H)Ey = o/ (¢H)E, = [PH,PE,]. Dla o, 5 € A takich,
7e o+ ﬁ e A mamy (I)[Ea,Eﬁ] = CI)NaﬁEaJrg = NCM“BEO[/+[8/ = [Ea/,Eg/] = [q)Ea,(I)Eg]. Na koniec
QE,, E_o) = PBy(Ey, E_o)Hy =PHy = Hy = [Ey, E_y] = [PE,, PE_,]|. O
Kompleksyfikacja, urzeczywistnienie i formy rzeczywiste algebr Liego: Niech (g, [,]) bedzie
algebra Liego nad R. Wtedy nawias [,] jednoznacznie przedtuza sie do zespolonego nawiasu Liego
na kompleksyfikacji g¢ = C ®g g = g + ig przestrzeni g wzorem [X' + i X" Y’ +iY"] = [ X", Y] —
(X" V" +4i([X, Y]+ [X",Y"]). Przestrzeri g* z tym nowym nawiasem nazywamy kompleksyfikacjq
algebry Liego (g, [,]).

PRZYKEAD: Algebry Liego gl(n, C),sl(n,C),so(n,C),sp(n,C) sa kompleksyfikacjami odpowiednich
rzeczywistych algebr Liego gl(n,R),sl(n,R),so(n,R),sp(n,R). Istotnie, jesli X = X' +iX")Y =
Y’ +iY" € gl(n,C), nawias [X, Y] spelnia powyzszy wzor.

Urzeczywistnieniem gg zespolonej algebry Liego g nazywamy te algebre rozumiang jako algebre nad
R.

LEMAT 1. Niech g bedzie algebrg Liego nad R. Witedy By(X,Y) = Bye(X,Y) dla X, Y € g.
2. Niech by bedzie algebrq Liego nad C. Wtedy By, (X,Y) = 2Re By(X,Y) dla X,Y € b.

Dowdd: Punkt pierwszy jest oczywisty. Zeby dowiesé¢ drugi, zauwazmy, ze jesli L : b — b jest

operatorem C-liniowym, a P+i(@) := [L]. jest macierza tego operatora w pewnej bazie e = (eq,,...,n),
to macierz operatora Lg (czyli operatora rozumianego jako operator R-liniowy) w bazie (eq,. .., ey,
iey,...,ie,) jest rowna
P —-Q
o7

Stad Tr Lg = 2ReTr L. OJ

Cwiczenie: Wywnioskuj z lematu, ze: 1) g jest polprosta wtedy i tylko wtedy gdy g° jest potprosta;
2) b jest polprosta wtedy i tylko wtedy gdy hg jest potprosta.

Formg rzeczywistq zespolonej algebry Liego g nazywamy taka rzeczywistg algebre Liego b, ze g = .
Rownowaznie, forma rzeczywista jest podalgebra algebry ggr taka, ze gr = b + ih (suma prosta
przestrzeni wektorowych).



Rozwazmy odwzorowanie o : g — g dane wzorem X' +iX" — X' —iX" X' X" € h. Ma ono
nastepujace wlasnosci: 1) o2 = Id; 2) jest antyliniowe; 3) o[X,Y] = [0 X,0Y], X|Y € g.

Odwrotnie, kazde takie odwzorowanie zadaje pewng forme rzeczywista algebry Liego g. Istotnie,
niech h = g° = {X € g | 0(X) = X}. Cwiczenie: Udowodnij, ze b jest podalgebra w gg oraz, ze

gr = b +b.
Jedna algebra zespolona moze mieé kilka nie izomorficznych form rzeczywistych.

TWIERDZENIE Kazda potprosta algebra Liego g nad C ma zwarta forme rzeczywistq.

Dowdd: Wybierzmy E, € g* tak, zeby By(E,, E_,) = 1. Wtedy mamy:
B(Ew—E_o,Ey — E_o) = —2, B(i(Ea + E_o),i(Eq + E_y)) = —2

B(Ey — E—o,i(Ea+ E_y)) =0, B(iH,,iH,) < 0.

Ostatnia nierownos¢ wynika z lematu o formie rzeczywistej podalgebry Cartana. Niech

Gow = R(H,) + > R(E,—E_o)+ > Ri(E,+ E_y).

aEA acA acA

Zeby pokazac¢, ze jest to podalgebra w gr wystarczy dowiesé, ze jesli o, 8, a+5 € A, to wspotezynniki
N, 5 okreslone przez [E,, Egl = NogEqytp sa rzeczywiste. Przyjmujemy to bez dowodu.
Lemat o formie Killinga formy rzeczywistej pokazuje, ze B, (X,Y) = By(X,Y), X, Y € b.

Ostatnia forma jest ujemnie okreslona, co wynika z powyzszych (nie)rownosci. [
PRrRZYKEAD: Niech g = 5[(”,@), Wtedy Gow = Z?:l R(Z(E]J — Ej+17j+1)) + Zj;ék R(Ejk — Ekj) -+

> iz Ri(Ejp + Eyj). Jesli A € gy, to A = A, czylio(A) = —A". Macierze o wlasnosci og(A)=A
nazywamy skosnie unitarnymi. Algebra Liego g.,, oznacza sie su(n) i jest algebra Liego specjalnej
unitarnej grupy SU(n) = {a € SL(n,C) | aa® = I}.

Na zakoniczenie zauwazmy, ze odwzorowanie o odpowiadajace formie rzeczywistej sl(n, R) algebry
Liego g jest dane wzorem o(A) = A oraz, ze formy su(n) i sl(n, R) nie sa izomorficzne (jedna jest
zwarta, druga nie).
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