Teoria grup 11

Wyktad 12

1 Abstrakcyjne uklady pierwiastkow

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Odbicie euklidesowej przestrzeni wektorowej (V, (]|)) wzdluz wektora a € V, o # 0: Jest to
przeksztalcenie ortogonalne zadane wzorem s,0 = 3 — ag o0, gdzie ag, = 2(F|a)/(a|a).
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Uktad pierwiastkéw w (V,(|)): Jest to skoriczony zbior R C V' o wlasnosciach:
1. R generuje V;
2. dla kazdego o € R odbicie s, przestrzeni V' wzdtuz a zachowuje R;
3. jedyne pierwiastki proporcjonalne do o € R to «, 0, —«;
4. dla wszystkich «, 8 € R liczby ag . okreslone wzorem s,3 = 3 — ag oo sa catkowite.

Mowimy, ze uktad pierwiastkow R C V jest nieprzywiediny, jesli nie istnieje rozkltadu V =V @V,
w ortogonalng sume prosta taka, ze R := RNVj oraz Ry := RNV, sa uktadami pierwiastow w Vp, V,
odpowiednio i R = R; U Rs.

PRZYKEAD: Zbior wektorow pierwiastkowych R(g,b) := {H, | « € AU {0}} C bgr polprostej
zespolonej algebry Liego wzgledem podalgebry Cartana b jest uktadem pierwiastkow. Istotnie, w
lemacie z Wyktadu 10 pokazaliSmy niezmienniczos¢ R C h wzgledem odbi¢ s, w ptaszczyznach a =
0, € A. Odbicia te zadawane sa wzorem s,(H) = H — 2(5‘(1_[2)11[&, gdzie —2% = —2% =
p + q jest liczba catkowita. Spelnienie warunku 3. wynika z tegoz lematu.
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nie jest nieprzywiedlny. Uklady w pozostatych przykladach (a,, b,, ¢, oraz 0,,,n > 2) sa.

Pierwiastki dodatnie i proste: Wybierzmy element v € V,v # 0 taki, ze v- N R = {0} (tuta]
vt jest hiperplaszczyzng prostopadla do v; mozemy wybra¢ takie v, bo R jest skoriczony). Zbior
pierwiastkow lezacych po tej samej stronie od v+ co i v oznaczmy przez RT. Bedziemy je nazywac
pierwiastkami dodatnimi. Pierwiastki ze zbioru R~ := R\ (RTU{0}) nazywamy ujemnymi. Mowimy,
ze a € RT jest pierwiastkiem prostym, jesli on nie moze by¢ zapisany w postaci « = S+, 3,7 € R*.

PRZYKLAD:

LEMAT Niech o, 3 bedq pierwiastkami prostymi, o # 3. Wtedy (a|3) < 0.

Dowdd: Najpierw zauwazmy, ze v := 0 — o € R. Istotnie, gdyby v € R, to § = a + 7 bylby sumg
pierwiastkow dodatnich, co jest sprzeczne z zalozeniem prostoty a. Podobnie, gdyby v € R™, to
a = [+ (—7) bylby suma pierwiastkow dodatnich.

Stad wnioskujemy, ze dla a-szeregu {8 +na | p < n < ¢}, zawierajacego 3 mamy ¢ = 0,p > 0
(pojecie a-szeregu dla abstrakcyjnych uktadow pierwiastkow okresla sie analogicznie, jak dla uktadow
R(g, b) i ma analogiczne wlasnosci; w szczegolnosci n przebiega wszystkie liczby catkowite pomiedzy
pigq, oraz —2(f|a)/(ala) = p+ q). Ostatecznie mamy (5|a) = —(1/2)(a]a)(p +q) < 0. O

Baza ukladu pierwiastkéw R: Jest to podzbiér B C R o wlasnosciach: 1) B jest baza V; 2)
kazdy pierwiastek 3 € R moze by¢ zapisany w postaci 8 = ) na«, gdzie n, sa liczby catkowite
tego samego znaku.

LEMAT Kazdy uktad pierwiastkow R posiada baze.

Dowdd: Niech B bedzie zbiorem pierwiastkow prostych. Wtedy jest to uktad liniowo niezalezny.
Istotnie, zalozmy przeciwne. Wtedy istnieja x; # 0,4 € I, takie, ze > x;a; = 0 dla pewnych o; € B.
Podzielmy te wspotczynniki na dodatnie i ujemne: I = I"UI" z; > 0,0 € I' x; < 0,5 € I". Dla



Y= iep oy mamy 0 < (Y|7) = X icp e Ti(—x5)(cilay). Ostatnie wyrazenie jest ujemne wedltug
powyzszego lematu, co daje sprzecznosé.

Teraz niech v € RT. Jesli v nie jest prosty, mozemy go rozlozyé: v = a+ 3, «, f € Rt. Dzialajac
indukcyjnie, dojdziemy do rozktadu v = > _on,a,n, € NU{0}. Jesliy € R™, to —y € RT i
powtarzamy rozumowanie.

Jasne jest, ze, poniewaz R generuje V', toi B tez. [
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Macierz Cartana ukladu pierwiastkéw: Niech B = {ay,...,} bedzie dowolna baza R.
Macierzqg Cartana uktadu pierwiastkow R zwigzang z B nazywamy macierz C' o wyrazach a;; =
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PRZYKLAD: (ay) Dla bazy B = {a; = His, a9 = Hs3} mamy macierz
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PRZYKLAD: (by) Dla bazy B = {a; = H; — Hy, s = Hy} mamy macierz
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Jak C i B wyznaczaja R: Niech B = {ay,...,q;} oraz C := ||a;;||. Kazdy pierwiastek § € R" ma
posta¢ =, n;a;. Liczbe ), n,; nazywamy wysokoscig pierwiastka 5. W szczegolnosci pierwiastki
wyskosci 1 sg elementami bazy B.

Wedtug B i C' budujemy wszystkie a;-szeregi zawierajace o;:
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(z dowodu pierwszego z powyzszych lematow wiemy, ze o; —a; nie jest pierwiastkiem, wiec p = 0,¢ =
aj;). W szczegdlnosci, otrzymujemy wszystkie pierwiastki wysokosci 2: o = a; + ;. Ponadto z C
odezytujemy wartos¢ ag. o, = 2(a|ag)/(aklar) = ajr + aix. W rezultacie mamy wszystkie oy-szeregi
zawierajace « i zawierajace sie w RT: a+ pay, ..., a + qag, gdzie p =0 (jesli k & {i,j}) lub p = —1
(jesli k € {i,7}), a ¢ wyznaczamy z réwnosci p + ¢ = —dq,q,. W ten sposob otrzymujemy wszystkie
pierwiastki wysokosci 3.

Iterujac ten proces otrzymamy pierwiastki wszystkich wysokosci. Trzeba tylko pokazac¢, ze w
uktadach pierwiastkow ,przyjmuja sie” wszystkie wysokosci pomiedzy 1 a maksymalng. To przyjmu-
jemy bez dowodu.
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PRZYKEAD: Niech C' = | —1 2 —1 |. Wtedy mamy nastepujace a;-szeregi zawierajace a;: 1)
0o -2 2

ag, a1 + ag; 2) ag,as + ag; 3) az, a + asz; 4) az, az + g, az + 2as.

Otrzymalidmy 2 pierwiastki wysokosci 2. Rozwazmy « := a1 + g, wtedy as-szereg zawierajacy
ato a,a+ as, (¢ = —Gaay = —(a13 + ag3) = 1). Dla a = as + a3 mamy ay-szereg o, a + o
(¢ = —(az +as) = 1).

Otrzymaliémy 2 pierwiastki wysokosci 3. Niech @ = ay + as + a3. Wtedy as-szereg zawierajacy
atoa,a+ay (bop=0,¢=—Gna, —q=—(a12+ ag +as) =1).

Niech a = a3 + 2ay. Wtedy ag-szereg zawierajacy o to o, + ag,a + 209 (bo p = 0,9 =
—Ogay — ¢ = —(a31 + 2a21) = 2).

Ostatecznie, otrzymaliémy nastepujacy uktad pierwiastkéw dodatnich: aq, s, a3, aq + g, g +
s, 1 + Qg+ g, 200 + (g, i + 2000 + i3, 2001 + 200, 3. Uktad ten odpowiada algebrze ¢3: wystarczy
wziag¢ oy = Hy — Hy, a0 = Hy — H3, a3 = 2H3.

Nastepne twierdzenie pokazuje, ze rekonstruowanie uktadu R z B i C' jest jednoznaczne.

TWIERDZENIE Niech R, R C V' bedg uktadami pierwiastkéw z bazami B = {aq,...,qq, }B' =
{od,..., a7}, Oznaczmy a;; = Gafals Qg 7= Galal- Jesli a;; = apy, to odwzorowanie oy +—
przedtuzone wedtug liniowosci na cate V- (ktdre oznaczamy przez ¢) odwzorowuje bijektywnie V na
V' oraz R na R’.

Idea dowodu: Grupe Weyla ukladu pierwiastkow R definiujemy jako podgrupe grupy izometrii
przestrzeni V' generowang przez odbicia s,,« € R, i oznaczamy przez W (R).

Dalej dowodzimy, ze grupa Weyla tak naprawde jest generowana przez ,,odbicia proste” s,, o € B,
oraz ze W(R)B = R.

Warunek a;; = a;j nastepnie implikuje, Ze ¢ ,komutuje z odbiciami prostymi™ ¢os, = sy 00, a €
B, oraz ze wszystkimi: ¢ o s, = s44) © 0,a € R. To daje ¢(R) = ¢(W(R)B) = W(R')p(B) =
W(R)B'=R. 0O
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