
Teoria grup II

Wykªad 12

1 Abstrakcyjne ukªady pierwiastków

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Odbicie euklidesowej przestrzeni wektorowej (V, (|)) wzdªu» wektora α ∈ V, α 6= 0: Jest to
przeksztaªcenie ortogonalne zadane wzorem sαβ = β − aβ,αα, gdzie aβ,α = 2(β|α)/(α|α).

Ukªad pierwiastków w (V, (|)): Jest to sko«czony zbiór R ⊂ V o wªasno±ciach:

1. R generuje V ;

2. dla ka»dego α ∈ R odbicie sα przestrzeni V wzdªu» α zachowuje R;

3. jedyne pierwiastki proporcjonalne do α ∈ R to α, 0,−α;

4. dla wszystkich α, β ∈ R liczby aβ,α okre±lone wzorem sαβ = β − aβ,αα s¡ caªkowite.

Mówimy, »e ukªad pierwiastków R ⊂ V jest nieprzywiedlny, je±li nie istnieje rozkªadu V = V1⊕V2

w ortogonaln¡ sum¦ prost¡ tak¡, »e R1 := R∩V1 oraz R2 := R∩V2 s¡ ukªadami pierwiastów w V1, V2

odpowiednio i R = R1 ∪R2.

Przykªad: Zbiór wektorów pierwiastkowych R(g, h) := {Hα | α ∈ ∆ ∪ {0}} ⊂ hR póªprostej
zespolonej algebry Liego wzgl¦dem podalgebry Cartana h jest ukªadem pierwiastków. Istotnie, w
lemacie z Wykªadu 10 pokazali±my niezmienniczo±¢ R ⊂ h wzgl¦dem odbi¢ sα w pªaszczyznach α =

0, α ∈ ∆. Odbicia te zadawane s¡ wzorem sα(H) = H − 2 α(H)
α(Hα)

Hα, gdzie −2 α(H)
α(Hα)

= −2
Bg(Hα,Hβ)

Bg(Hα,Hα)
=

p+ q jest liczb¡ caªkowit¡. Speªnienie warunku 3. wynika z tego» lematu.
Ukªad pierwiastków algebry d2
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nie jest nieprzywiedlny. Ukªady w pozostaªych przykªadach (an, bn, cn oraz dn, n > 2) s¡.

Pierwiastki dodatnie i proste: Wybierzmy element v ∈ V, v 6= 0 taki, »e v⊥ ∩ R = {0} (tutaj
v⊥ jest hiperpªaszczyzn¡ prostopadª¡ do v; mo»emy wybra¢ takie v, bo R jest sko«czony). Zbiór
pierwiastków le»¡cych po tej samej stronie od v⊥ co i v oznaczmy przez R+. B¦dziemy je nazywa¢
pierwiastkami dodatnimi. Pierwiastki ze zbioru R− := R\(R+∪{0}) nazywamy ujemnymi. Mówimy,
»e α ∈ R+ jest pierwiastkiem prostym, je±li on nie mo»e by¢ zapisany w postaci α = β+γ, β, γ ∈ R+.

Przykªad:

Lemat Niech α, β b¦d¡ pierwiastkami prostymi, α 6= β. Wtedy (α|β) ≤ 0.

Dowód: Najpierw zauwa»my, »e γ := β − α 6∈ R. Istotnie, gdyby γ ∈ R+, to β = α + γ byªby sum¡
pierwiastków dodatnich, co jest sprzeczne z zaªo»eniem prostoty α. Podobnie, gdyby γ ∈ R−, to
α = β + (−γ) byªby sum¡ pierwiastków dodatnich.

St¡d wnioskujemy, »e dla α-szeregu {β + nα | p ≤ n ≤ q}, zawieraj¡cego β mamy q = 0, p ≥ 0
(poj¦cie α-szeregu dla abstrakcyjnych ukªadów pierwiastków okre±la si¦ analogicznie, jak dla ukªadów
R(g, h) i ma analogiczne wªasno±ci; w szczególno±ci n przebiega wszystkie liczby caªkowite pomi¦dzy
p i q, oraz −2(β|α)/(α|α) = p+ q). Ostatecznie mamy (β|α) = −(1/2)(α|α)(p+ q) ≤ 0. �

Baza ukªadu pierwiastków R: Jest to podzbiór B ⊂ R o wªasno±ciach: 1) B jest baz¡ V ; 2)
ka»dy pierwiastek β ∈ R mo»e by¢ zapisany w postaci β =

∑
α∈R nαα, gdzie nα sa liczby caªkowite

tego samego znaku.

Lemat Ka»dy ukªad pierwiastków R posiada baz¦.

Dowód: Niech B b¦dzie zbiorem pierwiastków prostych. Wtedy jest to ukªad liniowo niezale»ny.
Istotnie, zaªó»my przeciwne. Wtedy istniej¡ xi 6= 0, i ∈ I, takie, »e

∑
xiαi = 0 dla pewnych αi ∈ B.

Podzielmy te wspóªczynniki na dodatnie i ujemne: I = I ′ ∪ I ′′, xi > 0, i ∈ I ′, xj < 0, j ∈ I ′′. Dla
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γ :=
∑

i∈I′ xiαi mamy 0 < (γ|γ) =
∑

i∈I′,j∈I′′ xi(−xj)(αi|αj). Ostatnie wyra»enie jest ujemne wedªug
powy»szego lematu, co daje sprzeczno±¢.

Teraz niech γ ∈ R+. Je±li γ nie jest prosty, mo»emy go rozªo»y¢: γ = α+β, α, β ∈ R+. Dziaªaj¡c
indukcyjnie, dojdziemy do rozkªadu γ =

∑
α∈B nαα, nα ∈ N ∪ {0}. Je±li γ ∈ R−, to −γ ∈ R+ i

powtarzamy rozumowanie.
Jasne jest, »e, poniewa» R generuje V , to i B te». �

Macierz Cartana ukªadu pierwiastków: Niech B = {α1, . . . , αl} b¦dzie dowoln¡ baz¡ R.
Macierz¡ Cartana ukªadu pierwiastków R zwi¡zan¡ z B nazywamy macierz C o wyrazach aij :=
aαi,αj .

Przykªad: (a2) Dla bazy B = {α1 = H12, α2 = H23} mamy macierz

C = 2

[
(α1|α1)/(α1|α1) (α1|α2)/(α2|α2)
(α2|α1)/(α1|α1) (α2|α2)/(α2|α2)

]
= 2

[
1 ||α1||·||α2|| cos(2π/3)

||α2||2
||α2||·||α1|| cos(2π/3)

||α1||2 1

]
=

[
2 −1
−1 2

]

Przykªad: (b2) Dla bazy B = {α1 = H1 −H2, α2 = H2} mamy macierz

C = 2

[
(α1|α1)/(α1|α1) (α1|α2)/(α2|α2)
(α2|α1)/(α1|α1) (α2|α2)/(α2|α2)

]
= 2

[
1 ||α1||·||α2|| cos(3π/3)

||α2||2
||α2||·||α1|| cos(3π/4)

||α1||2 1

]
=

[
2 −2
−1 2

]

Jak C i B wyznaczaj¡ R: Niech B = {α1, . . . , αl} oraz C := ||aij||. Ka»dy pierwiastek β ∈ R+ ma
posta¢ β =

∑
i niαi. Liczb¦

∑
i ni nazywamy wysoko±ci¡ pierwiastka β. W szczególno±ci pierwiastki

wysko±ci 1 s¡ elementami bazy B.
Wedªug B i C budujemy wszystkie αi-szeregi zawieraj¡ce αj:

αj, αj + αi, . . . , αj + ajiαi
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(z dowodu pierwszego z powy»szych lematów wiemy, »e αj−αi nie jest pierwiastkiem, wi¦c p = 0, q =
aji). W szczególno±ci, otrzymujemy wszystkie pierwiastki wysoko±ci 2: α = αj + αi. Ponadto z C
odczytujemy warto±¢ aα,αk = 2(α|αk)/(αk|αk) = ajk + aik. W rezultacie mamy wszystkie αk-szeregi
zawieraj¡ce α i zawieraj¡ce si¦ w R+: α+ pαk, . . . , α+ qαk, gdzie p = 0 (je±li k 6∈ {i, j}) lub p = −1
(je±li k ∈ {i, j}), a q wyznaczamy z równo±ci p+ q = −aα,αk . W ten sposób otrzymujemy wszystkie
pierwiastki wysoko±ci 3.

Iteruj¡c ten proces otrzymamy pierwiastki wszystkich wysoko±ci. Trzeba tylko pokaza¢, »e w
ukªadach pierwiastków �przyjmuj¡ si¦� wszystkie wysoko±ci pomi¦dzy 1 a maksymaln¡. To przyjmu-
jemy bez dowodu.

Przykªad: Niech C =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −2 2

. Wtedy mamy nast¦puj¡ce αi-szeregi zawieraj¡ce αi: 1)

α1, α1 + α2; 2) α2, α2 + α1; 3) α2, α2 + α3; 4) α3, α3 + α2, α3 + 2α2.
Otrzymali±my 2 pierwiastki wysoko±ci 2. Rozwa»my α := α1 + α2, wtedy α3-szereg zawieraj¡cy

α to α, α + α3, (q = −aα,α3 = −(a13 + a23) = 1). Dla α = α2 + α3 mamy α1-szereg α, α + α1

(q = −(a21 + a31) = 1).
Otrzymali±my 2 pierwiastki wysoko±ci 3. Niech α = α1 + α2 + α3. Wtedy α2-szereg zawieraj¡cy

α to α, α + α2 (bo p = 0, q = −aα,α2 − q = −(a12 + a22 + a32) = 1).
Niech α = α3 + 2α2. Wtedy α1-szereg zawieraj¡cy α to α, α + α1, α + 2α1 (bo p = 0, q =

−aα,α1 − q = −(a31 + 2a21) = 2).
Ostatecznie, otrzymali±my nast¦puj¡cy ukªad pierwiastków dodatnich: α1, α2, α3, α1 + α2, α2 +

α3, α1 +α2 +α3, 2α2 +α3, α1 +2α2 +α3, 2α1 +2α2,+α3. Ukªad ten odpowiada algebrze c3: wystarczy
wzi¡¢ α1 = H1 −H2, α2 = H2 −H3, α3 = 2H3.

Nast¦pne twierdzenie pokazuje, »e rekonstruowanie ukªadu R z B i C jest jednoznaczne.

Twierdzenie Niech R,R′ ⊂ V ′ b¦d¡ ukªadami pierwiastków z bazami B = {α1, . . . , αl, }B′ =
{α′1, . . . , α′l}. Oznaczmy aij := aα′

i,α
′
j
, ai′j′ := aα′

i,α
′
j
. Je±li aij = ai′j′, to odwzorowanie αi 7→ αi′

przedªu»one wedªug liniowo±ci na caªe V (które oznaczamy przez φ) odwzorowuje bijektywnie V na
V ′ oraz R na R′.

Idea dowodu: Grup¦ Weyla ukªadu pierwiastków R de�niujemy jako podgrup¦ grupy izometrii
przestrzeni V generowan¡ przez odbicia sα, α ∈ R, i oznaczamy przez W (R).

Dalej dowodzimy, »e grupa Weyla tak naprawd¦ jest generowana przez �odbicia proste� sα, α ∈ B,
oraz »e W (R)B = R.

Warunek aij = ai′j′ nast¦pnie implikuje, »e φ �komutuje z odbiciami prostymi�: φ◦sα = sα′◦φ, α ∈
B, oraz ze wszystkimi: φ ◦ sα = sφ(α) ◦ φ, α ∈ R. To daje φ(R) = φ(W (R)B) = W (R′)φ(B) =
W (R′)B′ = R′. �
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