Teoria grup 11

Wyktad 13

1 O klasyfikacji p6tprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Graf Coxetera i schemat Dynkina ukladu pierwiastkéw: Niech C' = ||¢;;|| bedzie macierza
Cartana ukladu pierwiastkow R odpowiadajaca bazie B = {a1,...,q;}. Grafem Cozxetera uktadu
R nazywamy graf o [ wierzchotkach, przy czym wierzchotki i-ty i j-ty polaczone sa za pomoca
a;ja;; neprzecinajacych sie odcinkéw. Jesli nad i-tym wierzchotkiem dopiszemy jeszcze wielokrotnoscé
(i) otrzymamy diagram Dynkina.

PRZYKLAD: (ay)

23 H 5
H H12
H31 H3Z
Dla bazy B = {a; = Hia, 90 = Ha3} 1 macierzy
2 -1
-
mamy
1 1



PRZYKLAD: (by)

-(H1aH2) - H

Dla bazy B = {o; = H; — Hs, a3 = Hs} i macierzy

=2 7]

marmy

2 1

@ @

PRZYKEAD: (c3) Dla bazy oy = Hy — Hy,as = Hy — H3, a3 = 2H3 i macierzy

2 -1 0
cC=|-1 2 -1
0 -2 2

mamy

PRZYKEAD: (03)



Dla bazy oy = Hy + Hs, s = Hy — Hs 1 macierzy

=[]

mamy

2 2

O O

W ostatnim przyktadzie otrzymalismy niespdjny graf, co odzwierciedla przywiedlnosé¢ odpowied-
niego ukladu pierwiastkow. W ogoélnosci, nieprzywiedlnym ukladom pierwiastkow odpowiadaja
spojne grafy Coxetera.

Klasyfikacja diagraméw Dynkina: Ponizej przeliczone sg wszystkie spojne diagramy Dynkina
(liste te przyjmujemy bez dowodu). Poniewaz diagram Dynkina w sposéb jednoznaczny definiuje
odpowiedniag macierz Cartana, w ten sposob otrzymujemy klasyfikacje nieprzywiedlnych uktadéw
pierwiastkow.
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(Tustracja z ksiazki [Hel00].) Na liscie tej znajdujemy 4 nieskonczone serii diagramow odpowiadajace
uktadom pierwiastkow, z ktorymi juz jestesmy zaznajomieni oraz pie¢ innych diagraméw odpowiada-
jacych tzw. wyjatkowym ukltadom pierwiastkow. Wsrod ostatnich przyktadowo rozpatrzymy diagram

go. Odpowiednia macierz Cartana ma postac

a uktad pierwiastkow wyglada nastepujaco:

51/6




(ilustracja z Wikipedii).
Macierz Cartana a generatory kanoniczne pélprostej algebry Liego:
TWIERDZENIE Niech g bedzie potprostq algebrq Liego nad C, h C g jej podalgebrg Cartana, a

C = ||laij|| macierzq Cartana odpowiadajgca pewnej bazie B = {a,...,q} uktadu pierwiastkow
R(g,b). Wtedy istniejq elementy X;,Y;, H; € g,i = 1,...,1, o wtasno$ciach:

1. [H;, H;] = 0;

2. 1X;,Y;] = Hy;

3. [X,,Y;) = 0, jesti i # j;

4. [Hy, Xy = ;X5 [H;, Y] = —ai;Y);

5. (adx,)'" 1 X; = 0,i # j;

6. (ady,)'="Y; = 0,i # j;

7. elementy X;,Y;, H; generujq g (czyli kazdy element z g jest kombinacjq liniowq wielokrotnych

nawiasow tych elementow).

Dowdd: Przypomnijmy, ze dla «, 8 € A mamy
9, 0°] = g**7, jesli a + € AU {0} (1)

(lub = 0, w przeciwnym wypadku). Niech H; := (2/(a;|ci))Ha,, X; bedzie dowolnym niezerowym
wektorem z g%, a Y; € g~ dobierzemy tak, zeby By(X;,Y;) = (2/(a;|a;)). Wtedy relacje 1,2
sa oczywiste, relacja 3 wynika z faktu, ze a; — «; nie jest pierwiastkiem (zob. dowdd jednego z
lematow w Wykladzie 12). Relacje 4 wynikaja z tego, ze [H,X;] = «o;(H)X; dla H € b oraz
a;(H;) = (2/(au]a;))(]ej) = aj;. Relacje 51 6 sa wnioskiem faktu, ze a; szereg zawierajacy «; ma
postaé a;, o+, . . ., a5 — ajiy, czyli o + (1 — aj;); nie jest pierwiastkiem. Ostatni punkt wynika
z tego, ze H; tworza baze b oraz z rownosci (1) (z uwzglednieniem faktu, ze kazdy pierwiastek jest
kombinacja bazowych). O

Klasyfikacja poélprostych zespolonych algebr Liego:

TWIERDZENIE Niech R bedzie uktadem pierwiastkow. Witedy istnieje zespolona pdtprosta algebra
Liego g oraz podalgebra Cartana by C g takie, Ze R = R(g,b).

Idea dowodu: Niech B = {cu,...,a;} bedzie bazg uktadu R, a C' = ||a||, a;; = da,a, odpowiednig

macierza Cartana. Dowo6d twierdzenia z grubsza polega na zbudowaniu algebry Liego generowanej
przez elementy X;, Y;, H; € g,© = 1,...,[, podlegajace relacjom z poprzedniego twierdzenia. []
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