
Teoria grup II

Wykªad 13

1 O klasy�kacji póªprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Graf Coxetera i schemat Dynkina ukªadu pierwiastków: Niech C = ||cij|| b¦dzie macierz¡
Cartana ukªadu pierwiastków R odpowiadaj¡c¡ bazie B = {α1, . . . , αl}. Grafem Coxetera ukªadu
R nazywamy graf o l wierzchoªkach, przy czym wierzchoªki i-ty i j-ty poª¡czone s¡ za pomoc¡
aijaji neprzecinaj¡cych si¦ odcinków. Je±li nad i-tym wierzchoªkiem dopiszemy jeszcze wielokrotno±¢
(αi|αi) otrzymamy diagram Dynkina.

Przykªad: (a2)

Dla bazy B = {α1 = H12, α2 = H23} i macierzy

C =

[
2 −1
−1 2

]
mamy
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Przykªad: (b2)

Dla bazy B = {α1 = H1 −H2, α2 = H2} i macierzy

C =

[
2 −2
−1 2

]
mamy

Przykªad: (c3) Dla bazy α1 = H1 −H2, α2 = H2 −H3, α3 = 2H3 i macierzy

C =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −2 2


mamy

Przykªad: (d2)
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Dla bazy α1 = H1 +H2, α2 = H1 −H2 i macierzy

C =

[
2 0
0 2

]
mamy

W ostatnim przykªadzie otrzymali±my niespójny graf, co odzwierciedla przywiedlno±¢ odpowied-
niego ukªadu pierwiastków. W ogólno±ci, nieprzywiedlnym ukªadom pierwiastków odpowiadaj¡
spójne grafy Coxetera.

Klasy�kacja diagramów Dynkina: Poni»ej przeliczone s¡ wszystkie spójne diagramy Dynkina
(list¦ t¦ przyjmujemy bez dowodu). Poniewa» diagram Dynkina w sposób jednoznaczny de�niuje
odpowiedni¡ macierz Cartana, w ten sposób otrzymujemy klasy�kacj¦ nieprzywiedlnych ukªadów
pierwiastków.
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(Ilustracja z ksi¡»ki [Hel00].) Na li±cie tej znajdujemy 4 niesko«czone serii diagramów odpowiadaj¡ce
ukªadom pierwiastków, z którymi ju» jeste±my zaznajomieni oraz pi¦¢ innych diagramów odpowiada-
j¡cych tzw. wyj¡tkowym ukªadom pierwiastków. W±ród ostatnich przykªadowo rozpatrzymy diagram
g2. Odpowiednia macierz Cartana ma posta¢

C =

[
2 −1
−3 2

]
a ukªad pierwiastków wygl¡da nast¦puj¡co:
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(ilustracja z Wikipedii).

Macierz Cartana a generatory kanoniczne póªprostej algebry Liego:

Twierdzenie Niech g b¦dzie póªprost¡ algebr¡ Liego nad C, h ⊂ g jej podalgebr¡ Cartana, a
C = ||aij|| macierz¡ Cartana odpowiadaj¡ca pewnej bazie B = {α1, . . . , αl} ukªadu pierwiastków
R(g, h). Wtedy istniej¡ elementy Xi, Yi, Hi ∈ g, i = 1, . . . , l, o wªasno±ciach:

1. [Hi, Hj] = 0;

2. [Xi, Yi] = Hi;

3. [Xi, Yj] = 0, je±li i 6= j;

4. [Hi, Xj = ajiXj, [Hi, Yi] = −aijYj;

5. (adXi
)1−aijXj = 0, i 6= j;

6. (adYi
)1−aijYj = 0, i 6= j;

7. elementy Xi, Yi, Hi generuj¡ g (czyli ka»dy element z g jest kombinacj¡ liniow¡ wielokrotnych
nawiasów tych elementów).

Dowód: Przypomnijmy, »e dla α, β ∈ ∆ mamy

[gα, gβ] = gα+β, je±li α + β ∈ ∆ ∪ {0} (1)

(lub = 0, w przeciwnym wypadku). Niech Hi := (2/(αi|αi))Hαi
, Xi b¦dzie dowolnym niezerowym

wektorem z gαi , a Yi ∈ g−αi dobierzemy tak, »eby Bg(Xi, Yi) = (2/(αi|αi)). Wtedy relacje 1,2
s¡ oczywiste, relacja 3 wynika z faktu, »e αi − αj nie jest pierwiastkiem (zob. dowód jednego z
lematów w Wykªadzie 12). Relacje 4 wynikaj¡ z tego, »e [H,Xj] = αj(H)Xj dla H ∈ h oraz
αj(Hi) = (2/(αi|αi))(αj|αj) = aji. Relacje 5 i 6 s¡ wnioskiem faktu, »e αi szereg zawieraj¡cy αj ma
posta¢ αj, αj +αi, . . . , αj − ajiαi, czyli αj + (1− aji)αi nie jest pierwiastkiem. Ostatni punkt wynika
z tego, »e Hi tworz¡ baz¦ h oraz z równo±ci (1) (z uwzgl¦dnieniem faktu, »e ka»dy pierwiastek jest
kombinacj¡ bazowych). �

Klasy�kacja póªprostych zespolonych algebr Liego:

Twierdzenie Niech R b¦dzie ukªadem pierwiastków. Wtedy istnieje zespolona póªprosta algebra
Liego g oraz podalgebra Cartana h ⊂ g takie, »e R = R(g, h).

Idea dowodu: Niech B = {α1, . . . , αl} b¦dzie baz¡ ukªadu R, a C = ||aij||, aij = aαiαj
odpowiedni¡

macierz¡ Cartana. Dowód twierdzenia z grubsza polega na zbudowaniu algebry Liego generowanej
przez elementy Xi, Yi, Hi ∈ g, i = 1, . . . , l, podlegaj¡ce relacjom z poprzedniego twierdzenia. �
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