Teoria grup 11

Wyktad 11

1 O algebrach Liego grup Liego raz jeszcze. Cz. II

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra, DKO0O|

Przypomnienie o polach lewoniezmienniczych: Dla ¢ € G okreSlmy odwzorowanie lewej
translacji L, : G — G wzorem Lyx := gz (i, przy okazji, prawej translacji R, : G — G wzorem
Ry := zg). Majac element V € T.G = g mozemy zbudowac pole wektorowe V! € Vect(G) kladzac
Vi = (L,)«|.V. Tak okreslone pole wektorowe jest lewoniezmiennicze, czyli (L,).V' = V'. T odwrot-
nie, kazde pole lewoniezmiennicze v € Vect(G) jest postaci v = V!, gdzie V := w(e).

Potok pola lewoniezmienniczego

LEMAT Niech ®' := ®! : G — G bedzie lokalnym potokiem pola lewoniezmienniczego w na G.
(Inaczej mowigce %@t(:ﬁo) = w(wg) dla dowolnego xq € G, czyli krzywa t — D'(xg) zadaje lokalne
rozwigzanie rownania rozniczkowego & = w(x) z warunkiem poczgtkowym xo € G.) Wtedy ma miejsce
wzor

' = Rt (o).
Dowdd: Niech x(t) := Rgt(e)xo. Wtedy x(t) = 2o®'(e) = L,,P"(e) oraz x(0) = xo. Ponadto
d
T
Stad z(t) = ®%(xg). O
Jednoparametrowe podgrupy w G: Sa to homomorfizmy grup (R, +) — G.

(t) = (Lag)slar@w(P'(e)) = w(xo®(e)) = w(x(t)).

TWIERDZENIE Dla kazdego X € g istnieje jedyna jednoparametrowa podgrupa hx : (R,+) — G
gladka oraz spetniajgca warunek Lli—ohx(t) = X. Jest ona réwna t — @, (e) (w szczegdlnosci
krzywa catkowa pola X' przechodzqca przez e jest globalna w czasie).

Dowdd: Niech @' := &' . Znana z teorii réwnan rozniczkowych jest wlasnosé &' = @' o ®* (o ile
prawa i lewa czesci sa okreslone). Z lematu mamy @' o ®° = Rgt(e) © Ros(e) = Ros(e).0t (), ale mamy
tez S = Rq;.tJrs(e). St@d q)s(e) : @t(e) = (I)tJrS(C).

Rownos¢é ta pokazuje, ze, jesli krzywa t — ®(e) jest okreslona dla t €] —¢, €[, to jest ona okreslona
rowniez dla t €] — 2¢, 2¢[. Tterujac, dostajemy globalnos¢ po t.
Jednoznacznosé: Niech h : (R,+) — G bedzie podgrupa jednoparametrowg o warunku < |,_oh(t) =
X. Roézniczkujac réwnosé

h(t 4 s) = h(t)h(s) = Lpwyh(s)
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po s w zerze mamy h(t) = (Lnw)«lcX = X'(h(t)). Stad h(t) jest krzywa catkowa pola X' prze-
chodzaca przez e, czyli jest okreslona jednoznacznie. [J

Odwzorowanie wykladnicze exp : g — G: Dla X € g definiujemy exp(X) jako hx (1), gdzie hx(t)
jest (jedyna) grupa jednoparametrows o warunku hx(0) = X.

TWIERDZENIE exp jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia U > 0 w g na pewne otoczenie V > e w
G.

Dowdd: Gladkosé exp wynika z teorii rownan rozniczkowych. Rozwazmy h : s — hx(st). Wtedy
h(s +s") = hx((s + 8)t) = hx(st + s't) = hx(st) - hx(s't) = h(s) - h(s), czyli h jest podgrupa
jendoparametrowa. Ponadto h(0) = tX, skad h(s) = hix(s). Dla s =1 to daje

hx(t) = exp(tX).

Roézniczkujac te rownos¢ w zerze, otrzymujemy X = exp, |oX, czyli exp, |o = Idy. Stosujac twierdze-
nie o odwzorowaniu odwrotnym, dostajemy wynik. [

PzykeAD: Niech G = U(1) = {# € C | 2z = 1}. Wtedy jedynym (z dokladnoscia do pro-
porcjonalnosci lewoniezmienniczym polem na G jest v = w|g, gdzie w jest polem wektorowym
na ptaszczyznie zadanym przez w = —y% + xa%. Istotnie, obrot o kat ¢ jest zadany macierza
Ly:= [ cos¢ —sing

sing  cosg } Pochodna z tego odwzorowania liniowego z nim sie pokrywa i mamy

Lou((cosdnsingn) = L | 500 | = | 00 ] (con(s + ), sinfo -+ o)

Odwzorowanie t — L, } (innymi stowy ¢ — e™) jest jednoparametrowa grupa hx, odpowiadajaca
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wektorowi X = [ (1) } = w((1,0)) € g = T.G. Odwzorowanie wykladnicze jest wiec rowne tX —
htX(]-) = hx(t) = eit.

PRZYKEAD: Niech G = GL(n,R). Pola lewoniezmiennicze V',V € g = End(R"), maja postac
(XV,X),X € G (zob. ostatni wyklad z Teorii grup I). Rownanie rozniczkowe X = XV ma
rozwiazanie t — XExp(tV), gdzie Exp jest funkcja wykladnicza od operatoréw liniowych na R”.
Rozwiazanie to zadaje jednoparametrowa podgrupe odpowiadajaca elementowi V' € g. Odwzorowanie
wykladnicze g — G ma posta¢ V +— Exp(V).

Inne wlasno$ci odwzorowania exp

TWIERDZENIE 1. Jesli G, H sq grupami Liego o algebrach Liego g, b, a ® : G — H jest gtadkim
homomorfizmem, to

O(exp X) = exp((P.)[X) VX € g.
2. Adepr = Exp(adX) VX € g.

3. vexp Xo! =exp(Ad,X) VX € g,7 € G.



Dowod: Ad. 1. Niech X € gi hy : R — G bedzie odpowiednia grupa jednoparametrowa. Wtedy
exp(X) = hx(1), ale odwzorowanie h : t — ®(hx(t)) : R — H (jako zlozenie homomorfizmow
gladkich) jest jednoparametrows podgrupa w H. Z drugiej strony 4|, _oh(t) = (®.)]e(L|—ohyx) =
(®.)[eX, czyli h = h(a,).x-

Ad. 2. Zastosujmy p. 1 do gladkiego homomorfizmu grup Liego Ad : G — GL(g).
Ad. 3. Zastosujmy p. 1 do gladkiego homomorfizmu grup Liego A, : G — G. [J
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