
Teoria grup II

Wykªad II

1 O algebrach Liego grup Liego raz jeszcze. Cz. II

Literatura dodatkowa: [Ada69, Tra, DK00]

Przypomnienie o polach lewoniezmienniczych: Dla g ∈ G okre±lmy odwzorowanie lewej
translacji Lg : G → G wzorem Lgx := gx (i, przy okazji, prawej translacji Rg : G → G wzorem
Rgx := xg). Maj¡c element V ∈ TeG = g mo»emy zbudowa¢ pole wektorowe V l ∈ Vect(G) kªadz¡c
V l = (Lg)∗|eV . Tak okreslone pole wektorowe jest lewoniezmiennicze, czyli (Lg)∗V

l = V l. I odwrot-
nie, ka»de pole lewoniezmiennicze v ∈ Vect(G) jest postaci v = V l, gdzie V := w(e).

Potok pola lewoniezmienniczego

Lemat Niech Φt := Φt
w : G → G b¦dzie lokalnym potokiem pola lewoniezmienniczego w na G.

(Inaczej mówi¡c d
dt

Φt(x0) = w(x0) dla dowolnego x0 ∈ G, czyli krzywa t 7→ Φt(x0) zadaje lokalne
rozwi¡zanie równania ró»niczkowego ẋ = w(x) z warunkiem pocz¡tkowym x0 ∈ G.) Wtedy ma miejsce
wzór

Φt = RΦt(e).

Dowód: Niech x(t) := RΦt(e)x0. Wtedy x(t) = x0Φt(e) = Lx0Φ
t(e) oraz x(0) = x0. Ponadto

d

dt
x(t) = (Lx0)∗|Φt(e)w(Φt(e)) = w(x0Φ(e)) = w(x(t)).

St¡d x(t) = Φt(x0). �

Jednoparametrowe podgrupy w G: S¡ to homomor�zmy grup (R,+)→ G.

Twierdzenie Dla ka»dego X ∈ g istnieje jedyna jednoparametrowa podgrupa hX : (R,+) → G
gªadka oraz speªniaj¡ca warunek d

dt
|t=0hX(t) = X. Jest ona równa t 7→ Φt

Xl(e) (w szczególno±ci
krzywa caªkowa pola X l przechodz¡ca przez e jest globalna w czasie).

Dowód: Niech Φt := Φt
Xl . Znana z teorii równa« ró»niczkowych jest wªasno±¢ Φt+s = Φt ◦ Φs (o ile

prawa i lewa cz¦±ci s¡ okre±lone). Z lematu mamy Φt ◦ Φs = RΦt(e) ◦ RΦs(e) = RΦs(e)·Φt(e), ale mamy
te» Φt+s = RΦt+s(e). St¡d Φs(e) · Φt(e) = Φt+s(e).

Równo±¢ ta pokazuje, »e, je±li krzywa t 7→ Φt(e) jest okre±lona dla t ∈]−ε, ε[, to jest ona okre±lona
równie» dla t ∈]− 2ε, 2ε[. Iteruj¡c, dostajemy globalno±¢ po t.
Jednoznaczno±¢: Niech h : (R,+) → G b¦dzie podgrup¡ jednoparametrow¡ o warunku d

dt
|t=0h(t) =

X. Ró»niczkuj¡c równo±¢
h(t+ s) = h(t)h(s) = Lh(t)h(s)
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po s w zerze mamy ḣ(t) = (Lh(t))∗|eX = X l(h(t)). St¡d h(t) jest krzyw¡ caªkow¡ pola X l prze-
chodz¡¢¡ przez e, czyli jest okre±lona jednoznacznie. �

Odwzorowanie wykªadnicze exp : g→ G: Dla X ∈ g de�niujemy exp(X) jako hX(1), gdzie hX(t)
jest (jedyn¡) grup¡ jednoparametrow¡ o warunku hX(0) = X.

Twierdzenie exp jest dyfeomor�zmem pewnego otoczenia U 3 0 w g na pewne otoczenie V 3 e w
G.

Dowód: Gªadko±¢ exp wynika z teorii równa« ró»niczkowych. Rozwa»my h : s 7→ hX(st). Wtedy
h(s + s′) = hX((s + s′)t) = hX(st + s′t) = hX(st) · hX(s′t) = h(s) · h(s′), czyli h jest podgrup¡
jendoparametrow¡. Ponadto ḣ(0) = tX, sk¡d h(s) = htX(s). Dla s = 1 to daje

hX(t) = exp(tX).

Ró»niczkuj¡c t¦ równo±¢ w zerze, otrzymujemy X = exp∗ |0X, czyli exp∗ |0 = Idg. Stosuj¡c twierdze-
nie o odwzorowaniu odwrotnym, dostajemy wynik. �

Pzykªad: Niech G = U(1) = {z ∈ C | zz̄ = 1}. Wtedy jedynym (z dokªadno±ci¡ do pro-
porcjonalno±ci lewoniezmienniczym polem na G jest v = w|G, gdzie w jest polem wektorowym
na pªaszczy¹nie zadanym przez w := −y ∂

∂x
+ x ∂

∂y
. Istotnie, obrót o kat φ jest zadany macierz¡

Lφ :=

[
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
. Pochodna z tego odwzorowania liniowego z nim si¦ pokrywa i mamy

Lφw((cosφ0, sinφ0)) = Lφ

[
− sinφ0

cosφ0

]
=

[
− sin(φ+ φ0)
cos(φ+ φ0)

]
= w((cos(φ+ φ0), sin(φ+ φ0)).

Odwzorowanie t 7→ Lt

[
1
0

]
(innymi sªowy t 7→ eit) jest jednoparametrow¡ grup¡ hX , odpowiadaj¡c¡

wektorowi X =

[
0
1

]
= w((1, 0)) ∈ g = TeG. Odwzorowanie wykªadnicze jest wi¦c równe tX 7→

htX(1) = hX(t) = eit.

Przykªad: Niech G = GL(n,R). Pola lewoniezmiennicze V l, V ∈ g = End(Rn), maj¡ posta¢
(XV,X), X ∈ G (zob. ostatni wykªad z Teorii grup I). Równanie ró»niczkowe Ẋ = XV ma
rozwi¡zanie t 7→ XExp(tV ), gdzie Exp jest funkcj¡ wykªadnicz¡ od operatorów liniowych na Rn.
Rozwi¡zanie to zadaje jednoparametrow¡ podgrup¦ odpowiadaj¡c¡ elementowi V ∈ g. Odwzorowanie
wykªadnicze g→ G ma posta¢ V 7→ Exp(V ).

Inne wªasno±ci odwzorowania exp

Twierdzenie 1. Je±li G,H s¡ grupami Liego o algebrach Liego g, h, a Φ : G→ H jest gªadkim
homomor�zmem, to

Φ(expX) = exp((Φ∗)|eX) ∀X ∈ g.

2. AdexpX = Exp(adX) ∀X ∈ g.

3. x expXx−1 = exp(AdxX) ∀X ∈ g, x ∈ G.
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Dowód: Ad. 1. Niech X ∈ g i hX : R → G b¦dzie odpowiedni¡ grup¡ jednoparametrow¡. Wtedy
exp(X) = hX(1), ale odwzorowanie h : t 7→ Φ(hX(t)) : R → H (jako zªo»enie homomor�zmów
gªadkich) jest jednoparametrow¡ podgrup¡ w H. Z drugiej strony d

dt
|t=0h(t) = (Φ∗)|e( ddt |t=0hX) =

(Φ∗)|eX, czyli h = h(Φ∗)|eX .

Ad. 2. Zastosujmy p. 1 do gªadkiego homomor�zmu grup Liego Ad : G→ GL(g).

Ad. 3. Zastosujmy p. 1 do gªadkiego homomor�zmu grup Liego Ax : G→ G. �
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