
Teoria grup II

Wykªad 3

1 Zwi¡zek pomi¦dzy podgrupami i podalgebrami Liego

Literatura dodatkowa: [Ada69, DK00, Hel00, Pos86]

Podrozmaito±ci wªo»one i zanurzone: Niech M b¦dzie gªadk¡ rozmaito±ci¡. Podrozmaito±ci¡
(wªo»on¡) kowymiaru k w M nazywamy podzbiór N ⊂ M taki, »e dla ka»dego x ∈ N istnieje
otoczenie otwarte U 3 x w M oraz odwzorowanie gªadkie f : U → Rk o wªasno±ciach:

1. rz¡d odwzorowania f jest równy k w dowolnym punkcie y ∈ U ∩N ;

2. z ∈ U ∩N ⇐⇒ ∃!c ∈ Rk : f(z) = c.

Podrozmaito±ci¡ zanurzon¡ kowymiaru k, z kolei, nazywamy podzbiór N ⊂ M taki, »e istnieje
rozmaito±¢ gªadka N ′ wymiaru dimM − k oraz odwzorowanie gªadkie Φ : N ′ →M o wªasno±ciach:

1. Φ jest injektywne;

2. Φ jest immersja, czyli (Φ∗)|x : TxN
′ → TΦ(x)M jest injektywne dla dowolnego x ∈ N ′;

3. Φ(N ′) = N .

�wiczenie: Udowodni¢, »e ka»da podrozmaito±¢ jest podrozmaito±ci¡ zanurzon¡.

Przykªad (�owini¦cie torusa�): M := T2 = R2/Z2, pole wektorowe va,b := a ∂
∂x1 + b ∂

∂x2 , gdzie
a, b ∈]0,∞[ s¡ ustalone, mo»e by¢ zrzutowane na pole wektorowe ṽa,b na T2. Trajektorie ostatniego
t→ P (x1 + at, x2 + bt) s¡ rzutami prostych t→ (x1 + at, x2 + bt).

Przypadek wymierny: b/a wymierne, b = mλ, a = nλ dla pewnego λ ∈ R. Wtedy dla t := 1/λ
mamy (x1 +at, x2 + bt) = (x1 +m,x2 +n) i P (x1 +at, x2 + bt) = P (x1, x2) (trajektorie s¡ domkni¦te,
czyli okresowe, i s¡ podrozmaito±ciami).

Przypadek niewymierny: b/a niewymierne (ka»da trajektoria jest podrozmaito±ci¡ zanurzon¡
g¦st¡ w M , w szczególno±ci nie jest podrozmaito±ci¡).

Podgrupa Liego H w grupie Liego G: Jest to podgrupa H ⊂ M b¦d¡ca podrozmaito±ci¡.
�wiczenie: udowodni¢, »e podgrupa Liego ma naturaln¡ struktur¦ grupy Liego oraz, ze naturalne
wªo»enie ι : H → G jest gªadkim homomor�zmem.

Wirtualna podgrupa Liego H w grupie Liego G: Jest to podgrupa H ⊂ M b¦d¡ca obrazem
gªadkiego monomor�zmu grup H ′ → G dla pewnej grupy Liego H ′. W szczególno±ci: 1) H jest
podrozmaito±ci¡ zanurzona (�wiczenie: udowodnij); 2) oraz ka»da podgrupa Liego jest wirtualn¡
podgrup¡ Liego; 3) H ma struktur¦ grupy Liego �przychodz¡c¡� z H ′.
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Przykªad: Trajektoria pola ṽa,b przechodz¡ca przez 0 jest wirtualn¡ podgrup¡ Liego i jest (prawdziw¡)
podgrup¡ Liego tylko w przypadku wymiernym.

Uwaga: Mo»na pokaza¢, »e wirtualna podgrupa Liego jest podgrup¡ Liego wtedy i tylko wtedy, gdy
H jest domkni¦ta w G (jako podprzestrze« topologiczna), zob. [Ada69].

Zwi¡zek pomi¦dzy podgrupami i podalgebrami Liego:

Twierdzenie 1. Niech H b¦dzie wirtualn¡ podgrup¡ Liego w G. Wtedy podprzestrze« h :=
TeH ⊂ TeG = g jest podalgebr¡ Liego w algebrze Liego (g, [, ]) (innymi sªowy [x, y] ∈ h dla
wszystkich x, y ∈ h). Ponadto (h, [, ]|h×h) = Lie(H) (Lie(F ) oznacza algebr¦ Liego grupy Liego
F ).

2. Odwrotnie, niech h ⊂ g b¦dzie podalgebr¡ Liego w algebrze Liego (g, [, ]) grupy Liego G. Wtedy
istnieje jedyna wirtualna podgrupa Liego H ⊂ G o wªasno±ci h = TeH. Ponadto (h, [, ]|h×h) =
Lie(H).

Dowód: Ad. 1. Rozwa»my monomor�zm Φ : H ′ → G,Φ(H ′) = H. Mamy odwzorowanie styczne φ :=
(Φ∗)|e : h′ → g (tutaj h′ := Lie(H ′), g := Lie(G)) b¦d¡cy homomor�zmem algebr Liego, zob. Wykªad
1 (dokªadniej, φ jest monomor�zmem, czyli homomor�zmem z trywialnym j¡drem). �wiczenie:
poka», »e obraz homomor�zmu g1 → g2 algebr Liego jest podalgebr¡ Liego w g2. Oczywistym
jest, »e imφ = h. To, »e (h, [, ]|h×h) = Lie(H) wynika z de�nicji struktury grupy Liego na H: ona
�przychodzi� z H ′, sk¡d struktura algebry Liego na h �przychodzi� z h′.

Dygresja o twierdzeniu Frobeniusa: Dystrybucj¡ wymiaru r na rozmaito±ci gªadkiej M nazywamy

gªadk¡ podwi¡zk¦ D ⊂ TM wi¡zki stycznej TM z wªóknem wymiaru r. Innymi sªowy jest to rodzina

podprzestrzeni Dx ⊂ TxM gªadko zale»¡ca od punktu x ∈ M . Lokalnie taka dystrybucja jest generowana

przez r liniowo niezale»nych (w ka»dym punkcie) pól wektorowych.

Mówimy, »e D jest caªkowalna, je±li przez ka»dy punkt x ∈ M przechodzi podrozmaito±¢ zanurzona Nx

o wªasno±ci TxNx = Dx (takie Nx nazywamy podrozmaito±ciami caªkowymi dla D). Gªadko±¢ D gwarantuje

jednoznaczno±¢ takiej podrozmaito±ci.

Mówimy, »e D jest inwolutywna, je±li je±li dla dowolnych dwóch pól wektorowych X, Y ∈ Vect(M) sty-

cznych do D D (czyli takich, »e X(x), Y (x) ∈ Dx dla wszystkich x ∈M) ich komutator [X, Y ] te» jest styczny
do D (równowa»nie, lokalnie istniej¡ v1, . . . , vr, vi ∈ Vect(M), i funkcje fk

ij takie, »e Span{v1, . . . , vr} = D
and [vi, vj ] = fk

ijvk; �wiczenie: udowodnij równowa»no±¢).

Przykªad: Dystrybusja D generowana przez pole wektorowe ṽa,b na T2 (jak i ka»da dystrybucja 1-

wymiarowa na dowolnej rozmaito±ci) jest inwolutywna i caªkowalna. Podrozmaito±ci caªkowe s¡ trajektoriami

pola ṽa,b.

Twierdzenie (Frobeniusa) Dystrybucja D jest caªkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest inwolutywna.

Przykªad: Dystrybucja 2-wymiarowa generowana przez pola wektorowe X = ∂
∂x + y ∂

∂z , Y = ∂
∂y na R3 nie

jest inwolutywna, wi¦c nie jest caªkowalna.

Ad. 2. (szkic dowodu) Niech X1, . . . , Xr ∈ h = TeH b¦dzie baz¡ przestrzeni liniowej h. Rozwa»my
pola lewoniezmiennicze X l

1, . . . , X
l
r oraz dystrybucj¦ gªadk¡ D ⊂ TG rozpi¦t¡ przez nie. Poniewa»

[X l
i , X

l
j] = [Xi, Xj]

l (zob. ostatni wykªad z Teorii grup I), dystrybucja D jest inwolutywna, wi¦c i
caªkowalna. Niech H b¦dzie podrozmaito±ci¡ caªkow¡ dla D przechodz¡c¡ przez e.
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Udowodnimy, »e H jest podgrup¡. Istotnie, D jest generowane przez lewoniezmiennicze pola
wektorowe, jest wi¦c lewoniezmiennicze: (Lg)∗D = D, g ∈ G. St¡d wnioskujemy, »e i zbiór jego
podrozmaito±ci caªkowych jest lewoniezmienniczy. Dokªadniej mówi¡c, je±li Hx jest podrozmaito±ci¡
caªkow¡ przechodz¡c¡ przez x ∈ G, to LgHx = Hgx. W szczególno±ci dla g ∈ H = He mamy
LgH = LgHe = Hge = Hg = H. Innymi sªowy gh ∈ H dla dowolnych g, h ∈ H. Je±li h ∈ H, to
Lh−1H = Lh−1Hh = Hh−1h = He = H. W szczególno±ci, h−1e ∈ H. Wraz z oczywistym warunkiem
e ∈ H to daje »¡dan¡ wªasno±¢ H.

Do zako«czenia dowodu nale»y wprowadzi¢ naH struktur¦ gªadk¡ tak¡, »e dziaªania grupowe oraz
wªo»enie ι : H ↪→ G s¡ gªadkie w niej (wtedyH ′ pokrywa si¦ zH z t¡ struktur¡, a monomor�zmH ′ →
G pokrywa si¦ z ι). Ta cz¦±¢ dowodu okazuje si¦ nietrywialna z powodu subtelno±ci topologicznych
(zob. [Pos86]) i j¡ opu±cimy. �
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