Teoria grup 11

Wyktad 3

1 Zwiazek pomiedzy podgrupami i podalgebrami Liego

Literatura dodatkowa: [Ada69, DK00, Hel00, Pos86]

Podrozmaitos$ci wlozone i zanurzone: Niech M bedzie gtadka rozmaitoscia. Podrozmaitoscia
(wltozong) kowymiaru k w M nazywamy podzbior N C M taki, ze dla kazdego x € N istnieje
otoczenie otwarte U > z w M oraz odwzorowanie gladkie f : U — R¥ o wlasnosciach:

1. rzad odwzorowania f jest réwny k w dowolnym punkcie y € U N N;
2. ze UNN <= 3ceR*: f(2) =c

Podrozmaitoscig zanurzong kowymiaru k, z kolei, nazywamy podzbior N C M taki, ze istnieje
rozmaitos¢ gladka N’ wymiaru dim M — k oraz odwzorowanie gladkie ® : N' — M o wilasnosciach:

1. ® jest injektywne;
2. ® jest immersja, czyli (®,)|, : ToN' — Tom)M jest injektywne dla dowolnego x € N';
3. ®(N') = N.

Cwiczenie: Udowodni¢, ze kazda podrozmaitosé jest podrozmaitoscia zanurzona.

PRZYKLAD (,OWINIECIE TORUSA"): M := T? = R?/Z?, pole wektorowe v, := a2y + ba%, gdzie
a,b €]0, 00 sa ustalone, moze by¢ zrzutowane na pole wektorowe 9,, na T2 Trajektorie ostatniego
t — P(x! 4 at,x® 4 bt) sa rzutami prostych ¢t — (x! + at, x® + bt).

Przypadek wymierny: b/a wymierne, b = mA,a = n\ dla pewnego A € R. Wtedy dla ¢ := 1/\
mamy (z' + at, 2? +bt) = (' + m,2? +n) 1 P(z* +at, 2 +bt) = P(x', 2?) (trajektorie sa domkniete,
czyli okresowe, i sa podrozmaitosciami).

Przypadek niewymierny: b/a niewymierne (kazda trajektoria jest podrozmaitoScig zanurzong

gesta w M, w szczegolnosci nie jest podrozmaitoscia).

Podgrupa Liego H w grupie Liego G: Jest to podgrupa H C M bedaca podrozmaitoscia.
Cwiczenie: udowodnié, ze podgrupa Liego ma naturalng strukture grupy Liego oraz, ze naturalne
wlozenie ¢ : H — G jest gltadkim homomorfizmem.

Wirtualna podgrupa Liego H w grupie Liego G: Jest to podgrupa H C M bedaca obrazem
gtadkiego monomorfizmu grup H' — G dla pewnej grupy Liego H'. W szczegOlnosdci: 1) H jest
podrozmaito$cia zanurzona (Cuwiczenie: udowodnij); 2) oraz kazda podgrupa Liego jest wirtualna
podgrupa Liego; 3) H ma strukture grupy Liego ,przychodzaca” z H'.



PRZYKEAD: Trajektoria pola 9, przechodzaca przez 0 jest wirtualna podgrupa Liego i jest (prawdziwa)
podgrupa Liego tylko w przypadku wymiernym.

Uwaga: Mozna pokazaé, ze wirtualna podgrupa Liego jest podgrupa Liego wtedy i tylko wtedy, gdy
H jest domknicta w G (jako podprzestrzen topologiczna), zob. [Ada69).

Zwiazek pomiedzy podgrupami i podalgebrami Liego:

TWIERDZENIE 1. Niech H bedzie wirtualng podgrupg Liego w G. Wtedy podprzestrzen § =
T.H C T.G = g jest podalgebrq Liego w algebrze Liego (g,[,]) (innymi stowy [x,y] € b dla
wszystkich x,y € §). Ponadto (h,[,]|pxy) = Lie(H) (Lie(F') oznacza algebre Liego grupy Liego

2. Oduwrotnie, niech b C g bedzie podalgebrq Liego w algebrze Liego (g, [,]) grupy Liego G. Wtedy
istnieje jedyna wirtualna podgrupa Liego H C G o wtasnosci ) = T.H. Ponadto (b, [,]|sxp) =
Lie(H).

Dowdd: Ad. 1. Rozwazmy monomorfizm ¢ : H' — G, ®(H') = H. Mamy odwzorowanie styczne ¢ :=
()] : b — g (tutaj b’ := Lie(H'), g := Lie(G)) bedacy homomorfizmem algebr Liego, zob. Wyktad
1 (dokladniej, ¢ jest monomorfizmem, czyli homomorfizmem z trywialnym jadrem). Cuwiczenie:
pokaz, ze obraz homomorfizmu g; — go algebr Liego jest podalgebra Liego w go. Oczywistym
jest, ze im¢ = h. To, ze (b, [,]|pxp) = Lie(H) wynika z definicji struktury grupy Liego na H: ona
wprzychodzi” z H', skad struktura algebry Liego na b ,przychodzi” z b'.

DYGRESJA O TWIERDZENIU FROBENIUSA: Dystrybucjg wymiaru r na rozmaitosci gtadkiej M nazywamy
gltadka podwiazke D C TM wiazki stycznej TM z wloknem wymiaru r. Innymi slowy jest to rodzina
podprzestrzeni D, C T, M gladko zalezaca od punktu x € M. Lokalnie taka dystrybucja jest generowana
przez r liniowo niezaleznych (w kazdym punkcie) pol wektorowych.

Méwimy, ze D jest catkowalna, jedli przez kazdy punkt x € M przechodzi podrozmaito$é zanurzona N,
o wtasnosci T, N, = D, (takie N, nazywamy podrozmaitosciami catkowymi dla D). Gladkos¢ D gwarantuje
jednoznaczno$é takiej podrozmaitosci.

Méwimy, ze D jest inwolutywna, jesli jesli dla dowolnych dwéch pol wektorowych X,Y € Vect(M) sty-
cznych do D D (czyli takich, ze X (z),Y (x) € D, dla wszystkich x € M) ich komutator [X, Y] tez jest styczny
do D (réwnowaznie, lokalnie istniejg v1,...,v,,v; € Vect(M), i funkcje 1]; takie, ze Span{vi,...,v.} =D
and [v,v;] = fikjvk; Cwiczenie: udowodnij réwnowaznosé).

PRZYKLAD: Dystrybusja D generowana przez pole wektorowe 0,5 na T? (jak i kazda dystrybucja 1-
wymiarowa na dowolnej rozmaitosci) jest inwolutywna i catkowalna. Podrozmaitosci catkowe sa trajektoriami
pola g p.

TWIERDZENIE (Frobeniusa) Dystrybucja D jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest inwolutywna.

PRrRzYKEAD: Dystrybucja 2-wymiarowa generowana przez pola wektorowe X = % + y%, Y = g—y na R? nie

jest inwolutywna, wiec nie jest catkowalna.

Ad. 2. (szkic dowodu) Niech Xi,..., X, € h = T.H bedzie baza przestrzeni liniowej h. Rozwazmy
pola lewoniezmiennicze X!, ... X! oraz dystrybucje gltadka D C TG rozpigta przez nie. Poniewaz
(X!, X!] = [Xi, X;]' (zob. ostatni wyktad z Teorii grup I), dystrybucja D jest inwolutywna, wiec i
catkowalna. Niech H bedzie podrozmaitoscig catkowa dla D przechodzaca przez e.



Udowodnimy, ze H jest podgrupa. Istotnie, D jest generowane przez lewoniezmiennicze pola
wektorowe, jest wiec lewoniezmiennicze: (Ly).D = D,g € G. Stad wnioskujemy, ze i zbior jego
podrozmaitosci catkowych jest lewoniezmienniczy. Dokladniej mowiac, jesli H, jest podrozmaitosciag
catkowa przechodzaca przez v € G, to L,H, = Hy. W szczegolnosci dla ¢ € H = H, mamy
LsH = LyH, = Hye = Hy = H. Innymi stowy gh € H dla dowolnych g,h € H. Jedli h € H, to
L,+H =L, 1H, = Hy, 1, = H, = H. W szczegdlnoéci, h~le € H. Wraz z oczywistym warunkiem
e € H to daje zadana wlasnos¢ H.

Do zakonczenia dowodu nalezy wprowadzi¢ na H strukture gltadka taka, ze dziatania grupowe oraz
wlozenie ¢ : H — G sa gladkie w niej (wtedy H' pokrywa sie z H z tg struktura, a monomorfizm H' —
G pokrywa sie z ¢). Ta czes¢ dowodu okazuje sie nietrywialna z powodu subtelnosci topologicznych
(zob. [Pos86]) i ja opuscimy. O
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