
Teoria grup II

Wykªad 4

1 Grupa automor�zmów algebry Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Kilka uwag wst¦pnych:

Uwaga 1: W pytaniu o jednoznaczno±ci wirtualnej podgrupy Liego H odpowiadaj¡cej podalgebrze
Liego h istotny jest wymóg spójnosci H. Na przykªad, grupa Liego GL(n,R) ma dwie skªadowe
spójne GL±(n,R) := {X ∈ GL(n,R) | ± detX > 0}. Skªadowa spójna jedynki, GL+(n,R) ma t¦
sam¡ algebr¦ Liego gl(n,R) = Mat(n,R), co i GL(n,R).

Uwaga 2: Spójna wirtualna podgrupa LiegoH ⊂ G odpowiadaj¡ca podalgebrze Liego h ⊂ g mo»e nie
pokrywa¢ si¦ z exp(h) (zob. przykªad poni»ej) ale jest generowana przez exp(h). Ostatnie oznacza,
»e elementy z H sa postaci expY1 · · · expYn dla pewnego n ∈ N i pewnych Y1, . . . , Yn ∈ h. Wynika to
z faktu, »e ka»dy punkt y z podrozmaito±ci caªkowej Nx dystrybucji D = 〈X l

1, . . . , X
l
r〉 jest postaci

Φt1
Xl

i1

◦ · · · ◦ Φtn
Xl

in

x, gdzie Φ
tj

Xl
ij

jest potokiem pola X l
ij
.

Uwaga 3: Je±li H ⊂ G jest wirtualn¡ podgrup¡ Liego w grupie Liego G to odpowiedni¡ podalgebr¦
Liego h ⊂ g mo»na szuka¢ u»ywaj¡c wzoru h = {X ∈ g | expg(X) ∈ H}, gdzie expg : g → G

odwzorowanie wykªadnicze odpowiadaj¡ce wi¦kszej grupie. �wiczenie: Udowodnij to.

Przykªad: Niech G := GL(n,R), H := SL(n,R) = {x ∈ G | detx = 1}. Wtedy h = {X ∈
Mat(n,R) | det Exp(X) = 1}. Znana jest to»samo±¢ det Exp(X) = eTr(X) (zob. [Tra, I.7.1]), która
implikuje h = {X ∈ Mat(n,R) | Tr(X) = 0} =: sl(n,R).

Przykªad: Niech X =

[
a b
c −a

]
∈ sl(2,R). Wtedy det(X − λI) = −(a2 − λ2) − bc i λ jest

warto±ci¡ wªasna wtedy i tylko wtedy gdy λ2 = a2 + bc = − det(X) =: D. Posta¢ Jordana macierzy
X i Exp(X) jest równa odpowiednio

1.

[ √
D 0

0 −
√
D

]
i

[
e
√
D 0

0 e−
√
D

]
, je±li D > 0;

2.

[
i
√
−D 0
0 −i

√
−D

]
i

[
ei
√
−D 0

0 e−i
√
−D

]
, je±li D < 0;

3.

[
0 1
0 0

]
i

[
1 1
0 1

]
, je±li D = 0.
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(�wiczenie: Znajd¹ jawn¡ posta¢ Exp(X) w ka»dym przypadku.) Wynika z tego, »e macierz x =[
α 0
0 α−1

]
∈ SL(2,R) nie le»y w Exp(sl(2,R)) dla α < 0, α 6= −1 (x pokrywa si¦ ze swoj¡ postaci¡

Jordana).

Uwaga 4: (zob. [Hel00, II,�5]) Je±li G jest grup¡ Liego, a H ⊂ G jej normaln¡ podgrup¡ Liego
(prawdziw¡), to grupa ilorazowa G/H posiada naturaln¡ struktur¦ grupy Liego, wzgl¦dem której
rzut kanoniczny π : G→ G/H jest gªadkim homomor�zmem grup.

Uwaga 5: (zob. [Hel00, II,�5]) Je±li Φ : G→ F jest homomor�zmem gªadkim grup Liego, to

1. j¡dro H := ker Φ = Φ−1(e) jest normaln¡ (prawdziw¡) podgrup¡ Liego w G;

2. istnieje jedyny gªadki homomor�zm grup Liego Φ′ : G/H → F zamykaj¡cy diagram

G

π
��

Φ

""DD
DD

DD
DD

D

G/H
Φ′ // F

.

3. obraz Φ(G) jest wirtualn¡ podgrup¡ Liego w F , przy czym odwzorowanie Φ′ zadaje izomor�zm
struktur grup Liego na G/H i Φ(G).

Automor�zmy algebry Liego g: S¡ to endomor�zmy odwracalne N ∈ GL(g) przestrzeni liniowej
g b¦d¡ce jednocze±nie homomor�zmami algebry Liego (g, [, ]). (�wiczenie: Sprawd¹, »e odwrotno±¢
takiego homomor�zmu automatycznie jest homomor�zmem.) Automor�zmy algebry Liego tworz¡
podgrup¦ Aut(g) w grupie Liego GL(g).

�wiczenie: Udowodnij, »e Aut(g) jest podgrup¡ Liego w GL(g). Wskazówka: Wyka», »e Aut(g) jest
liniow¡ grup¡ algebraiczn¡ (zob. Wykªad 12 z Teorii grup I).

Algebra Liego ∂(g) grupy Aut(g): Wiemy (zob. Uwag¦ 3), »e ∂(g) skªada si¦ z takich D ∈
gl(g) := End(g), »e Exp(tD) ∈ Aut(g) dla dowolnego t ∈ R, czyli

Exp(tD)[X, Y ] = [Exp(tD)X,Exp(tD)Y ], X, Y ∈ g. (1)

Ró»niczkuj¡c t¦ równo±¢ po t w zerze otrzymujemy

D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ], X, Y ∈ g (2)

(istotnie, Exp(tD)[X, Y ] = (I+ tD+ · · ·)[X, Y ] = [X, Y ] + tD[X, Y ] + · · · , [Exp(tD)X,Exp(tD)Y ] =
[(I + tD + · · ·)X, (I + tD + · · ·)Y ] = [X, Y ] + t([DX, Y ] + [X,DY ]) + · · ·, tutaj · · · oznacza czªony
rz¦du wy»szego ni» 1 po t). Powy»szy wzór oznacza, »e D jest ró»niczkowaniem algebry Liego (g, [, ])
(zob. ostatni wykªad z Teorii grup I).

Lemat Algebra Liego ∂(g) grupy Liego Aut(g) skªada si¦ ze wszystkich ró»niczkowa« algebry Liego
(g, [, ]).
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Dowód: Niech D b¦dzie ró»niczkowaniem. Stosuj¡c indukcj¦ otrzymujemy ze wzoru (2) wzór na
�wy»sze ró»niczkowania�: Dk[X, Y ] =

∑
i+j=k

k!
i!j!

[DiX,DjY ], gdzie D0 := Id. St¡d dla D otrzymu-

jemy wzór (1), czyli Exp(tD) ∈ Aut(g). �

Grupa doª¡czona i ró»niczkowania wewn¦trzne: To»samo±¢ Jakobiego implikuje dwa wa»ne
fakty: 1) dla dowolnego X ∈ g operator adX ∈ gl(g) jest ró»niczkowaniem (zwanym wewn¦trznym);
2) odwzorowanie X 7→ adX : g → gl(g) jest homomor�zmem algebr Liego. (�wiczenie: Udowodnij
to po raz kolejny). Obraz tego homomor�zmu oznaczamy ad(g). Jest on podalgebr¡ w ∂(g) (jako
obraz homomor�zmu).

Teraz opiszemy grup¦ Liego odpowiadaj¡c¡ tej algebrze Liego.

Lemat Niech G b¦dzie grup¡ Liego. Wtedy dla ka»dego x ∈ G endomor�zm odwracalny Adx ∈
GL(g) jest automor�zmem algebry Liego g

Dowód: Przypomnijmy, »e odwzorowanie Adx : g → g byªo zde�niowane jako pochodna w jedynce
(Ax)∗|e automor�zmu wewn¦trznego Ax, Axy := xyx−1, grupy G. Pochodna w jedynce homomor-
�zmu grup Liego jest homomor�zmem odpowiednich algebr Liego (zob. Wykªad 1), st¡d Adx jest
homomor�zmem algebry Liego g. Jest to homomor�zm odwracalny ((Adx)

−1 = Ax−1), czyli jest
automor�zmem g. �

Z lematu tego wynika, »e obraz gªadkiego homomor�zmu grup Liego Ad : G→ GL(g), x 7→ Adx,
le»y w podgrupie Liego Aut(g). Wirtualn¡ podgrup¦ Liego Ad(G) ⊂ Aut(g) oznaczamy przez
Int(g) i nazywamy grup¡ doª¡czon¡ lub grup¡ automor�zmów wewn¦trznych. Poniewa» odwzorowanie
ad : g→ End(g) byªo de�niowane jako pochodna Ad w jedynce, Lie(Int(g)) = im ad = ad(g).

Lemat Niech G b¦dzie spójn¡ grupa Liego, a Z = {x ∈ G | x · y = y · x ∀y ∈ G} ⊂ G b¦dzie jej
centrum. Wtedy j¡dro homomor�zmu grup Ad : G → Aut(g) pokrywa si¦ z Z. W szczególno±ci,
Int(g) jest izomor�czna jako grupa Liego z G/Z.

Dowód. Je±li x ∈ Z, to Ax = IdG i jego pochodna Adx te» jest identyczno±ci¡, czyli x ∈ ker Ad.
Odwrotnie, niech x ∈ ker Ad. Wzór x expXx−1 = exp(AdxX) (zob. Wykªad II) implikuje, »e

je±li x ∈ Z, to x komutuje ze wszystkimi elementami postaci expX,X ∈ g. Poniewa» takie elementy
generuj¡ G (zob. Uwag¦ 2), x ∈ Z. �

Literatura

[Hel00] Sigudur Helgason, Di�erential geometry, Lie groups, and symmetric spaces, AMS, 2000.

[Tra] Andrzej Trautman, Grupy oraz ich reprezentacje, Skrypt do wykªadu, dost¦pne na
http://www.fuw.edu.pl/ amt.

3


