Teoria grup 11

Wyktad 4

1 Grupa automorfizmoéw algebry Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]
Kilka uwag wstepnych:

Uwaga 1: W pytaniu o jednoznaczno$ci wirtualnej podgrupy Liego H odpowiadajacej podalgebrze
Liego b istotny jest wymog spojnosci H. Na przyklad, grupa Liego GL(n,R) ma dwie sktadowe
spojne GLy(n,R) := {X € GL(n,R) | £det X > 0}. Skladowa spojna jedynki, GL(n,R) ma te¢
sama algebre Liego gl(n,R) = Mat(n,R), co i GL(n,R).

Uwaga 2: Spojna wirtualna podgrupa Liego H C GG odpowiadajaca podalgebrze Liego h C g moze nie
pokrywaé sie z exp(h) (zob. przyktad ponizej) ale jest generowana przez exp(h). Ostatnie oznacza,
ze elementy z H sa postaci expY; ---exp Y, dla pewnego n € N i pewnych Yi,...,Y,, € h. Wynika to
z faktu, ze kazdy punkt y z podrozmaitoéci catkowej N, dystrybucji D = (X!, ..., X!) jest postaci
'L 0.0 dh x, gdzie Cbt;('@ jest potokiem pola X,L-lj.
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Uwaga 3: Jesli H C G jest wirtualng podgrupa Liego w grupie Liego G to odpowiednia podalgebre
Liego h C g mozna szuka¢ uzywajac wzoru h = {X € g | exp,(X) € H}, gdzie exp, : g — G
odwrzorowanie wykladnicze odpowiadajace wiekszej grupie. Cwiczenie: Udowodnij to.

PRzZYKEAD: Niech G := GL(n,R),H := SL(n,R) = {z € G | detx = 1}. Wtedy h = {X €
Mat(n, R) | det Exp(X) = 1}. Znana jest tozsamosé det Exp(X) = ™) (zob. [Tra, 1.7.1]), ktora
implikuje h = {X € Mat(n,R) | Tr(X) = 0} =: sl(n, R).

b

PRZYKLAD: Niech X = { CCL } € sl(2,R). Wtedy det(X — M) = —(a® — A\?) —bc i A jest

wartodcig wlasna wtedy i tylko wtedy gdy A? = a® + bec = —det(X) =: D. Posta¢ Jordana macierzy
X i Exp(X) jest r6wna odpowiednio
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(Cwiczenie: Znajdz jawna posta¢ Exp(X) w kazdym przypadku.) Wynika z tego, ze macierz x =
a 0
0 a”
Jordana).

1 } € SL(2,R) nie lezy w Exp(sl(2,R)) dla @ < 0, # —1 (x pokrywa sie ze swoja postacia

Uwaga 4: (zob. [Hel00, I1,85]) Jesli G jest grupa Liego, a H C G jej normalng podgrupa Liego
(prawdziwa), to grupa ilorazowa G/H posiada naturalna strukture grupy Liego, wzgledem ktorej
rzut kanoniczny 7 : G — G/H jest gtadkim homomorfizmem grup.

Uwaga 5: (zob. [Hel00, I1,85]) Jesli & : G — F jest homomorfizmem gladkim grup Liego, to
1. jadro H :=ker ® = ®~!(e) jest normalng (prawdziwa) podgrupa Liego w G;
2. istnieje jedyny gladki homomorfizm grup Liego &' : G/H — F zamykajacy diagram

G

X

G/HX-F

3. obraz ®(G) jest wirtualna podgrupa Liego w F', przy czym odwzorowanie ¢’ zadaje izomorfizm
struktur grup Liego na G/H i ®(G).

Automorfizmy algebry Liego g: Sa to endomorfizmy odwracalne N € GL(g) przestrzeni liniowe;
g bedace jednoczesnie homomorfizmami algebry Liego (g,[,]). (Cwiczenie: Sprawdz, ze odwrotnogé
takiego homomorfizmu automatycznie jest homomorfizmem.) Automorfizmy algebry Liego tworza
podgrupe Aut(g) w grupie Liego GL(g).

Cwiczenie: Udowodnij, ze Aut(g) jest podgrupa Liego w GL(g). Wskazéwka: Wykaz, ze Aut(g) jest
liniowa, grupa algebraiczna (zob. Wyktad 12 z Teorii grup I).

Algebra Liego 0(g) grupy Aut(g): Wiemy (zob. Uwage 3), ze 0(g) sktada sie z takich D €
gl(g) := End(g), ze Exp(tD) € Aut(g) dla dowolnego t € R, czyli

Exp(tD)[X,Y] = [Exp(tD)X,Exp(tD)Y], X,Y € g. (1)

Rozniczkujac te rownosé po t w zerze otrzymujemy
DX,)Y|=[DX, Y]+ [X,DY],X,Y € ¢ (2)
(istotnie, Exp(tD)[X,Y] = (I+tD+--)[X,Y]| = [X,Y]+tD[X,Y]+---, [Exp(tD)X,Exp(tD)Y] =
(I +tD+-- )X, (I+tD+--)Y]=[X, Y]+ t([DX,Y] + [X,DY]) + - - -, tutaj - - - oznacza czlony

rzedu wyzszego niz 1 po t). Powyzszy wzor oznacza, ze D jest rdzniczkowaniem algebry Liego (g, [,])
(zob. ostatni wyktad z Teorii grup I).

LEMAT Algebra Liego 0(g) grupy Liego Aut(g) sktada sie ze wszystkich rézniczkowan algebry Liego

(9,,])-



Dowdd: Niech D bedzie rozniczkowaniem. Stosujac indukcje otrzymujemy ze wzoru (2) wzor na
Wyzsze rozniczkowania” DF[X Y] = Ziﬂ.:k %[DiX, DY, gdzie D° := Id. Stad dla D otrzymu-
jemy wzor (1), czyli Exp(tD) € Aut(g). O

Grupa dolaczona i rézniczkowania wewnetrzne: Tozsamo$é¢ Jakobiego implikuje dwa wazne
fakty: 1) dla dowolnego X € g operator ady € gl(g) jest rozniczkowaniem (zwanym wewnetrznym);
2) odwzorowanie X +— ady : g — gl(g) jest homomorfizmem algebr Liego. (Cwiczenie: Udowodnij
to po raz kolejny). Obraz tego homomorfizmu oznaczamy ad(g). Jest on podalgebra w d(g) (jako
obraz homomorfizmu).

Teraz opiszemy grupe Liego odpowiadajaca tej algebrze Liego.

LEMAT Niech G bedzie grupg Liego. Wtedy dla kazdego x € G endomorfizm odwracalny Ad, €
GL(g) jest automorfizmem algebry Liego g

Dowdd: Przypomnijmy, ze odwzorowanie Ad, : g — g bylo zdefiniowane jako pochodna w jedynce
(A.)«|e automorfizmu wewnetrznego A,, A,y := xyz~!, grupy G. Pochodna w jedynce homomor-
fizmu grup Liego jest homomorfizmem odpowiednich algebr Liego (zob. Wyktad 1), stad Ad, jest
homomorfizmem algebry Liego g. Jest to homomorfizm odwracalny ((Ad,)™! = A,-1), czyli jest
automorfizmem g. [

Z lematu tego wynika, ze obraz gtadkiego homomorfizmu grup Liego Ad : G — GL(g), z — Ad,,
lezy w podgrupie Liego Aut(g). Wirtualna podgrupe Liego Ad(G) C Aut(g) oznaczamy przez
Int(g) i nazywamy grupa dolgczong lub grupa automorfizmdéw wewnetrznych. Poniewaz odwzorowanie
ad : g — End(g) bylo definiowane jako pochodna Ad w jedynce, Lie(Int(g)) = im ad = ad(g).

LEMAT Niech G bedzie spéjng grupa Liego, a Z = {x € G |x -y =y-x Yy € G} C G bedzie jej
centrum. Wtedy jgdro homomorfizmu grup Ad : G — Aut(g) pokrywa si¢ z Z. W szczegdlnosci,
Int(g) jest izomorficzna jako grupa Liego z G/Z.

Dowdd. Jesli x € Z, to A, = Idg i jego pochodna Ad, tez jest identyczno$cia, czyli x € ker Ad.

Odwrotnie, niech x € ker Ad. Wzor zexp Xz™' = exp(Ad,X) (zob. Wyktad II) implikuje, ze
jesli x € Z, to x komutuje ze wszystkimi elementami postaci exp X, X € g. Poniewaz takie elementy
generuja G (zob. Uwage 2), x € Z. J
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