Teoria grup 11

Wyktad 5

1 Zwarte i polproste algebry Liego. Cz. 1

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Suma prosta (zewnetrzna) algebr Liego (g1, [,]1) i (g2, [,]2): Jest to algebra Liego (g, [, ]), gdzie
g:=0g1 D go, [(X1, Xo), (Y1,Y2)] := ([X1, Y1), [ X2, Ya]). Cuwiczenie: sprawdz, ze to jest algebra Liego.

Ideal a w algebrze Liego g: Jest to podprzestrzen wektorowa w g o wlasnosci [a,g] C a, gdzie
a,g9] = {[A,X] | A € a,X € g} (rauwazmy, ze kazdy ideal jest podalgebra). W szczegolnoscei,
1) centrum 3(g) == {X € g | [X,Y] = 0 VY € g} algebry Liego g jest idealem w g; 2) komutant
g,9] .= {[X,Y] | X,Y € g} algebry Liego g jest idealem w g; 3) jesli (g,[,]) jest suma prosta, to
(91,0), (0, g2) sa ideatami w g. Cwiczenie: sprawdz to.

Wewnetrzna suma prosta: Niech g ma idealy g, go takie, ze g = g1 © go (Wewnetrzna suma
prosta przestrzeni wektorowych, czyli g = g1 + go, 81 N g2 = {0}). Wtedy g jest izomorficzna jako
algebra Liego z zewnetrzng suma prosta g; @ go. Cwiczenie: sprawdz to.

PRzZYKEAD: Niech g := gl(n,R). Wtedy 3(g) = RI, [g,g] = sl(n,R) oraz g = 3(g) ©[g, g]. Cwiczenie:
sprawdz to.

0 a b
PRZYKEAD: Niech g:={| 0 0 ¢ | | a,b,c € R}. Wtedy g ze zwyklym komutatorem macierzy
0 00
jest algebra Liego (zwana algebrg Heisenberga). Komutator przeklada sie na nastepujace dziatanie:
[(a,b,¢),(d',U,c)] = (0,ac — d'c,0). W szczegdlnosci, 3(g) = {(0,b,0) | b € R}, ale nie istnieje
takiego idealu (nawet podalgebry) a C g, ze g = 3(g) @ a (tutaj rozumiemy ostanie wyrazenie jako
sume prosta algebr Liego). Cwiczenie: sprawdz to.
PRzZYKEAD: Niech g := b(n,R) := {[X;;] € gl(n,R) | X;; = 0 Vi > j} (algebra Liego macierzy
gornotrdjkatnych). Wtedy [g,g] = n(n,R) := {[X;;] € gl(n,R) | X;; = 0 Vi > j} (algebra Liego
macierzy Scisle gornotrdjkgtnych, dla n = 3 pokrywa sie z algebra Heisenberga). Cwiczenie: sprawdz
to.

Zwiazek pomiedzy idealami a podgrupami normalnymi:

LEMAT Niech G bedzie grupg Liego, H C G jej wirtualna podgrupg Liego i niech g = Lie(G),h =
Lie(H). Wtedy H jest podgrupg normalna, jesli i tylko jesli b jest ideatem w g.

Dowdd: Niech H normalna, czyli odwzorowanie A, : G — G, A,y = xyxz~ ',z € G, zachowuje H:

A,(H) C H. Wtedy jego pochodna Ad, : g — g zachowuje T,H = b, czyli Ad.(h) C h. Innymi

1



stowy, obraz homomorfizmu grup Liego Ad : G — End(g) lezy w podgrupie End"(g) endomorfizmow

g zachowujacych h. Wybierzmy baze e, ...,e, w g taka, ze e, ..., e jest baza h. Endomorfizmy z
B

A

0o C |

Niech ¢(t) bedzie krzywa gtadka w G o warunku ¢(0) = ¢,¢(0) = X, X € g. Odwzorowanie Ad

A(t) B(t)
0 C(t)

End"(g) w tej bazie maja macierze postaci blokowej

przeprowadza te krzywa na krzywa postaci [ } , a jego pochodna ad przeprowadza wektor

A(0) B(0)

X [ A0 20

]. Stad widzimy, ze adx tez zachowuje b, a poniewaz X € g jest dowolne, f jest

ideatem.

Odwrotnie, niech h bedzie ideatem. Wtedy adxY € h dla dowolnego X € g, Y € h. Stad tez
Exp(adx)Y € b, a wzor Exp(ady) = Adexp x (zob. Wyklad 2) pokazuje, ze i Adex, xY € . Poniewaz
exp(g) generuje G, mamy Ad,Y € h dla dowolnego = € G (istotnie, jesli x = exp X; - - - exp X, to
Ad, = Adexpx, © -+ 0 Adexp x, wskutek tego, ze Ad jest reprezentacja). Teraz zostaje skorzystac
ze wzoru exp(Ad,Y) = zexpYz™!' (zob. Wyklad 2) oraz z faktu, ze exp(h) generuje H, zeby
wywnioskowaé, ze tHx™ ' ¢ H. O
Forma Killinga na algebrze Liego g: Niech g bedzie algebra Liego nad ciatem K(= R, C). Niech
(]) bedzie dwuliniowa forma symetryczna na g. Nazywamy (|) niezmienniczq, jesli ma wlasnosé:

(X, Y)|Z2)+ (Y|[X,Z]) =0VX,Y, Z €g

(innymi stowy operator ady jest w niej skosnie symetryczny dla dowolnego X € g).

PRzZYKEAD: Forma (X|Y) := Tr(XY) na g = gl(n,R), gl(n,C) jest niezmiennicza: ([X,Y]|Z) =
TH([X,Y]Z) = To((XY — YX)Z) = Te(XYZ — YXZ) = Te(YZX — YXZ) oraz (Y|[X,Z]) =
To(Y[z, Z]) = Te(Y X Z — Y ZX) = —([X,Y]|2).

PRZYKEAD: Forma Killinga By(X,Y) := Tr(adxady) jest niezmiennicza dla dowolnej algebry Liego
g: By([X,Y],Z) = Tr(ad[x yjadz) = Tr([adx, ady]ad;) = — Tr(ady[adx, ady]) = — Tr(adyadx,z) =
_BQ<Y7 [X7 Z])

LEMAT Niech a C g bedzie ideatem, a (|) niezmienniczq forma symetryczng na g. Wtedy dopetnienie
ortogonalne at : {X € g | (X|Y) =0VY € a} tez jest idealem.

Dowdd: Niech X € a,Y € g,Z € at. Wtedy [X,Y] € a, skad 0 = ([X,Y]]|Z) = —(Y|[X, Z]), co
oznacza, ze [X,Y] € at. O
Polprosta algebra Liego: Jest to algebra Liego z niezdegenerowang forma Killinga By.

Uwaga: Polprosta algebra Liego ma trywialne centrum. Istotnie, centrum 3(g) jest jadrem odw-
zorowania ad : g — End(g). W szczegolnosei, 3(g) lezy w jadrze formy Killinga, ktore jest trywialne.

LEMAT Niech g bedzie potprostq algebrg Liego, a a C g jej ideatem. Wtedy
1. Ograniczenie Bg|axa formy Killinga algebry g do a pokrywa sie z By.
2. g=adat.

3. a (i at) jest algebrg potprostq.



Dowdd: Ad. 1. Znowu wybierzmy baze e1,...,e, w g takq, ze 61, ..., e jest baza a. Endomorfizmy
B(X)
O

w bazie ey, ..., ex pokrywaja sie z A(X). Widaé, ze Tr(audg(adg ) = = Tr(ad%ady ).

Ad. 2. Niech Z € g, X,Y € anat. Wtedy By(Z,[X,Y]) = —Bg([X, Z],Y) — 0 (bo [X,Z] €
a,Y € at), skad [X,Y] jest ortogonalne do calej g, czyli musi by¢ zero wskutek tego, ze B, jest
niezdegenerowana. Innymi stowy, a N al jest abelowq algebra Liego (czyli z zerowym nawiasem [,]).

Wybierzmy teraz baze ei,...,e, W g inaczej, tak, zeby ei,...,en bylo baza w anat. Niech
Z €g,T € anat. Wtedy adradz odwzorowuje a N at w zero (bo aNat jest ideatem jak i kazde
przeciecie dwoch ideatow, czyli [Z, aNat] C anat, a ponadto jest abelowy, czyli [T, [Z,aNat]] = 0).
Natomiast przestrzen naciggnieta na wektory e,,.1,...,e, jest odwzorowywana przez endomorfizm
adradz w anat (bo ady wszystko odwzorowuje w a N at).

ad%, X € a, w tej bazie majg macierze postaci blokowej } natomiast macierze ad’

W wybranej bazie macierz endomorfizmu adrady ma postac * }, skad Tr(adpady) = 0.

0
00
wnioskujemy, ze aNa' jest ortogonalne do calej przestrzeni, czyli anat = {0}. Niezdegenerowanos¢
B, implikuje rownos¢ dim a* = dim g — dim a, ktora daje g = a + a*.

Ad. 3. Gdyby B, bylo zdegenerowane, istnialby nietrywialny wektor v € ker By|axqe = aNat. O

Prosta algebra Liego: Jest to potprosta algebra Liego nie zawierajaca nietrywialnych ideatow
(ideaty trywialne to {0} i cala algebra).

PrRzZYKLAD: Wszystkie algebry z przyktadéw powyzej nie sa proste.

TWIERDZENIE Pdiprosta algebra Liego g jest sumq prostg g = g1 B -+ D @gn, gdzie kazde g; jest
ideatem bedgcym algebrg prostg. Ponadto kazdy ideal algebry g jest sumaq prostg pewnych g;.

Dowdd: Jesli g ma nietrywialny ideal a, rozszczepimy g na a®at. Oba idealy sg polproste. Stosujac
powyzsza procedure do a i at indukcyjnie dojdziemy do idealéw prostych i otrzymamy rozklad
g=01® - Sgn. U

Poélproste i proste grupy Liego: Sa to grupy Liego, ktorych algebry Liego sa odpowiednio
potproste i proste.
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