
Teoria grup II

Wykªad 5

1 Zwarte i póªproste algebry Liego. Cz. I

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Suma prosta (zewn¦trzna) algebr Liego (g1, [, ]1) i (g2, [, ]2): Jest to algebra Liego (g, [, ]), gdzie
g := g1 ⊕ g2, [(X1, X2), (Y1, Y2)] := ([X1, Y1], [X2, Y2]). �wiczenie: sprawd¹, »e to jest algebra Liego.

Ideaª a w algebrze Liego g: Jest to podprzestrze« wektorowa w g o wªasno±ci [a, g] ⊂ a, gdzie
[a, g] := {[A,X] | A ∈ a, X ∈ g} (zauwa»my, »e ka»dy ideaª jest podalgebr¡). W szczególno±ci,
1) centrum z(g) := {X ∈ g | [X, Y ] = 0 ∀Y ∈ g} algebry Liego g jest ideaªem w g; 2) komutant
[g, g] := {[X, Y ] | X, Y ∈ g} algebry Liego g jest ideaªem w g; 3) je±li (g, [, ]) jest sum¡ prost¡, to
(g1, 0), (0, g2) s¡ ideaªami w g. �wiczenie: sprawd¹ to.

Wewn¦trzna suma prosta: Niech g ma ideaªy g1, g2 takie, »e g = g1 ⊕ g2 (wewn¦trzna suma
prosta przestrzeni wektorowych, czyli g = g1 + g2, g1 ∩ g2 = {0}). Wtedy g jest izomor�czna jako
algebra Liego z zewn¦trzn¡ sum¡ prost¡ g1 ⊕ g2. �wiczenie: sprawd¹ to.

Przykªad: Niech g := gl(n,R). Wtedy z(g) = RI, [g, g] = sl(n,R) oraz g = z(g)⊕ [g, g]. �wiczenie:
sprawd¹ to.

Przykªad: Niech g := {

 0 a b
0 0 c
0 0 0

 | a, b, c ∈ R}. Wtedy g ze zwykªym komutatorem macierzy

jest algebr¡ Liego (zwan¡ algebr¡ Heisenberga). Komutator przekªada si¦ na nast¦puj¡ce dziaªanie:
[(a, b, c), (a′, b′, c′)] = (0, ac′ − a′c, 0). W szczególno±ci, z(g) = {(0, b, 0) | b ∈ R}, ale nie istnieje
takiego ideaªu (nawet podalgebry) a ⊂ g, »e g = z(g) ⊕ a (tutaj rozumiemy ostanie wyra»enie jako
sum¦ prost¡ algebr Liego). �wiczenie: sprawd¹ to.

Przykªad: Niech g := b(n,R) := {[Xij] ∈ gl(n,R) | Xij = 0 ∀i > j} (algebra Liego macierzy
górnotrójk¡tnych). Wtedy [g, g] = n(n,R) := {[Xij] ∈ gl(n,R) | Xij = 0 ∀i ≥ j} (algebra Liego
macierzy ±ci±le górnotrójk¡tnych, dla n = 3 pokrywa si¦ z algebr¡ Heisenberga). �wiczenie: sprawd¹
to.

Zwi¡zek pomiedzy ideaªami a podgrupami normalnymi:

Lemat Niech G b¦dzie grup¡ Liego, H ⊂ G jej wirtualna podgrup¡ Liego i niech g = Lie(G), h =
Lie(H). Wtedy H jest podgrup¡ normalna, je±li i tylko je±li h jest ideaªem w g.

Dowód: Niech H normalna, czyli odwzorowanie Ax : G → G,Axy = xyx−1, x ∈ G, zachowuje H:
Ax(H) ⊂ H. Wtedy jego pochodna Adx : g → g zachowuje TeH = h, czyli Adx(h) ⊂ h. Innymi
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sªowy, obraz homomor�zmu grup Liego Ad : G→ End(g) le»y w podgrupie Endh(g) endomor�zmów
g zachowuj¡cych h. Wybierzmy baz¦ e1, . . . , en w g tak¡, »e e1, . . . , ek jest baza h. Endomor�zmy z

Endh(g) w tej bazie maj¡ macierze postaci blokowej

[
A B
0 C

]
.

Niech c(t) b¦dzie krzyw¡ gªadk¡ w G o warunku c(0) = e, ċ(0) = X,X ∈ g. Odwzorowanie Ad

przeprowadza t¦ krzyw¡ na krzyw¡ postaci

[
A(t) B(t)

0 C(t)

]
, a jego pochodna ad przeprowadza wektor

X na

[
Ȧ(0) Ḃ(0)

0 Ċ(0)

]
. St¡d widzimy, »e adX te» zachowuje h, a poniewa» X ∈ g jest dowolne, h jest

ideaªem.
Odwrotnie, niech h b¦dzie ideaªem. Wtedy adXY ∈ h dla dowolnego X ∈ g, Y ∈ h. St¡d te»

Exp(adX)Y ∈ h, a wzór Exp(adX) = Adexp X (zob. Wykªad 2) pokazuje, »e i Adexp XY ∈ h. Poniewa»
exp(g) generuje G, mamy AdxY ∈ h dla dowolnego x ∈ G (istotnie, je±li x = expX1 · · · expXs, to
Adx = Adexp X1 ◦ · · · ◦ Adexp Xs wskutek tego, »e Ad jest reprezentacj¡). Teraz zostaje skorzysta¢
ze wzoru exp(AdxY ) = x expY x−1 (zob. Wykªad 2) oraz z faktu, »e exp(h) generuje H, »eby
wywnioskowa¢, »e xHx−1 ⊂ H. �

Forma Killinga na algebrze Liego g: Niech g b¦dzie algebr¡ Liego nad ciaªem K(= R,C). Niech
(|) b¦dzie dwuliniow¡ forma symetryczna na g. Nazywamy (|) niezmiennicz¡, je±li ma wªasno±¢:

([X, Y ]|Z) + (Y |[X,Z]) = 0 ∀X, Y, Z ∈ g

(innymi sªowy operator adX jest w niej sko±nie symetryczny dla dowolnego X ∈ g).

Przykªad: Forma (X|Y ) := Tr(XY ) na g = gl(n,R), gl(n,C) jest niezmiennicza: ([X, Y ]|Z) =
Tr([X, Y ]Z) = Tr((XY − Y X)Z) = Tr(XY Z − Y XZ) = Tr(Y ZX − Y XZ) oraz (Y |[X,Z]) =
Tr(Y [x, Z]) = Tr(Y XZ − Y ZX) = −([X, Y ]|Z).

Przykªad: Forma Killinga Bg(X, Y ) := Tr(adXadY ) jest niezmiennicza dla dowolnej algebry Liego
g: Bh([X, Y ], Z) = Tr(ad[X,Y ]adZ) = Tr([adX , adY ]adZ) = −Tr(adY [adX , adY ]) = −Tr(adY ad[X,Z]) =
−Bg(Y, [X,Z]).

Lemat Niech a ⊂ g b¦dzie ideaªem, a (|) niezmiennicz¡ form¡ symetryczn¡ na g. Wtedy dopeªnienie
ortogonalne a⊥ : {X ∈ g | (X|Y ) = 0 ∀Y ∈ a} te» jest ideaªem.

Dowód: Niech X ∈ a, Y ∈ g, Z ∈ a⊥. Wtedy [X, Y ] ∈ a, sk¡d 0 = ([X, Y ]|Z) = −(Y |[X,Z]), co
oznacza, »e [X, Y ] ∈ a⊥. �

Póªprosta algebra Liego: Jest to algebra Liego z niezdegenerowan¡ form¡ Killinga Bg.

Uwaga: Póªprosta algebra Liego ma trywialne centrum. Istotnie, centrum z(g) jest j¡drem odw-
zorowania ad : g→ End(g). W szczególno±ci, z(g) le»y w j¡drze formy Killinga, które jest trywialne.

Lemat Niech g b¦dzie póªprost¡ algebr¡ Liego, a a ⊂ g jej ideaªem. Wtedy

1. Ograniczenie Bg|a×a formy Killinga algebry g do a pokrywa si¦ z Ba.

2. g = a⊕ a⊥.

3. a (i a⊥) jest algebr¡ póªprost¡.
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Dowód: Ad. 1. Znowu wybierzmy baz¦ e1, . . . , en w g tak¡, »e e1, . . . , ek jest baza a. Endomor�zmy

adg
X , X ∈ a, w tej bazie maj¡ macierze postaci blokowej

[
A(X) B(X)

0 0

]
, natomiast macierze ada

X

w bazie e1, . . . , ek pokrywaj¡ si¦ z A(X). Wida¢, »e Tr(adg
Xadg

Y ) = Tr(A(X)A(Y )) = Tr(ada
Xada

Y ).

Ad. 2. Niech Z ∈ g, X, Y ∈ a ∩ a⊥. Wtedy Bg(Z, [X, Y ]) = −Bg([X,Z], Y ) = 0 (bo [X,Z] ∈
α, Y ∈ α⊥), sk¡d [X, Y ] jest ortogonalne do caªej g, czyli musi by¢ zero wskutek tego, »e Bg jest
niezdegenerowana. Innymi sªowy, a ∩ a⊥ jest abelow¡ algebr¡ Liego (czyli z zerowym nawiasem [, ]).

Wybierzmy teraz baz¦ e1, . . . , en w g inaczej, tak, »eby e1, . . . , em byªo baz¡ w a ∩ a⊥. Niech
Z ∈ g, T ∈ a ∩ a⊥. Wtedy adT adZ odwzorowuje a ∩ a⊥ w zero (bo a ∩ a⊥ jest ideaªem jak i ka»de
przeci¦cie dwóch ideaªów, czyli [Z, a∩a⊥] ⊂ a∩a⊥, a ponadto jest abelowy, czyli [T, [Z, a∩a⊥]] = 0).
Natomiast przestrze« naci¡gni¦ta na wektory em+1, . . . , en jest odwzorowywana przez endomor�zm
adT adZ w a ∩ a⊥ (bo adT wszystko odwzorowuje w a ∩ a⊥).

W wybranej bazie macierz endomor�zmu adT adZ ma posta¢

[
0 ∗
0 0

]
, sk¡d Tr(adT adZ) = 0.

wnioskujemy, »e a∩a⊥ jest ortogonalne do caªej przestrzeni, czyli a∩a⊥ = {0}. Niezdegenerowano±¢
Bg implikuje równo±¢ dim a⊥ = dim g− dim a, która daje g = a + a⊥.

Ad. 3. Gdyby Ba byªo zdegenerowane, istniaªby nietrywialny wektor v ∈ kerBg|a×a = a ∩ a⊥. �

Prosta algebra Liego: Jest to póªprosta algebra Liego nie zawieraj¡ca nietrywialnych ideaªów
(ideaªy trywialne to {0} i caªa algebra).

Przykªad: Wszystkie algebry z przykªadów powy»ej nie s¡ proste.

Twierdzenie Póªprosta algebra Liego g jest sum¡ prost¡ g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn, gdzie ka»de gi jest
ideaªem bed¡cym algebr¡ prost¡. Ponadto ka»dy ideaª algebry g jest sum¡ prost¡ pewnych gi.

Dowód: Je±li g ma nietrywialny ideaª a, rozszczepimy g na a⊕a⊥. Oba ideaªy s¡ póªproste. Stosuj¡c
powy»sz¡ procedur¦ do a i a⊥ indukcyjnie dojdziemy do ideaªów prostych i otrzymamy rozkªad
g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn. �

Póªproste i proste grupy Liego: S¡ to grupy Liego, których algebry Liego s¡ odpowiednio
póªproste i proste.
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