Teoria grup 11

Wyktad 6

1 Zwarte i polproste algebry Liego. Cz. 11

Literatura dodatkowa: [Hel00, Pos86]

Niezmienniczo$é¢ formy Killinga ze wzgledu na automorfizmy:

LEMAT Niech ¢ : g — g bedzie automorfizmem algebry Liego g. Wiedy By(¢(X), 9(Y)) = By(X,Y)
dla dowolnych X,Y € g (czyli ¢ jest izometrig).

Dowdd: Warunek automorfizmu ¢[X,Y| = [¢(X),¢(Y)] mozna przepisa¢ w postaci ¢ o adxY =
(ad¢(x) o QZS)Y St@d ad¢(X) = QZS (@) adX o qbil oraz Bg(gb( ), gb(Y)) = Tr(ad¢(x)ad¢(y)) = TI’(QZS o adX o
¢71¢ e} adyX ¢} gf)il) = Tr(aandy) = BQ(X, Y) ]

Przyklady pélprostych algebr Liego: Niech E;; bedzie macierza n x n o jedynym niezerowym
wyrazie rownym 1 stojacym w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Wtedy ma miejsce wzor E;;Ey =
OBy

Dla macierzy diagonalnej X = ) x;FE;; oznaczmy ¢(X) := x;. Wtedy 95 jest funkcjonatem
liniowym na przestrzeni D macierzy diagonalnych n X n oraz

[Eii, Er] = (Yr(Eii) — 0i(Eii)) B, k # 1

Wedtug liniowo$ci
(X, Bu] = (r(X)) = 1(X))) Ew
dla dowolnej X € D. Mamy tez [X,Y] = 0 dla dowolnych X,Y € D.

Rozwazmy algebre g := sl(n,K) oraz jej podprzestrzen h := D N g. Niech ¢; = E; — Ej;.
Wtedy operatory ady, X € b, sa diagonalne w bazie ez, €13,. .., €1p, Eyij, 0 # 7. W szczegolnodci,
By(X, X) = Tr(ad%) = Y (X) —ta(X)) = Y (e (X )41 (X P20 (@) (X)) = 20 Te(X?)—
2(Tr(X))? = 2n Tr(X?).

Teraz niech X € g bedzie dowolna macierza diagonalizowalna, czyli istnieje takie Y € GL(n,K),
ze Z :=YXY ! € D (zauwazmy, ze odwzorowanie X — Y XY ! jest automorfizmem g oraz , ze
Z eh). Wtedy By(X,X) = By(Z,7) = 2nTr(Z?) = 2n Tr(X?).

Teraz zauwazmy, ze kazda macierz S € g moze by¢ przyblizona macierzami diagonalizowalnymi.
Istotnie, dla K = C to wystarczy wykazaé¢ dla klatki Jordana

A1 0 -0

0O x1 -0
J =

0 00 1

0 00 - A



Niech Ay(t),..., A (t) beda funkcjami ciagltymi takimi, ze A\;(0) = \,i = 1,...,n, oraz \;(t) # \;(¢)
gdy © # j oraz t # 0. Wtedy macierz

ME) 10 0

0 Xo(t) 1 0
J(t) =

0 0 0 1

0 0 0 - M\(D)

jest diagonalizowalna (bo ma spektrum proste) oraz ma wtasnos¢ J(0) = J. Dla K = R dziala
podobny argument zastosowany do tzw. uogélnionych klatek Jordana.

Ostatecznie mozemy skorzystac z ciaglosci By, zeby wywnioskowaé, ze By(X, X) = 2n Tr(X?) dla
wszystkich X € g oraz zastosowa¢ wzor polaryzacji do udowodnienia wzoru

By(X,Y) =2nTe(XY) VX, Y € g.

Forma Tr(XY) jest niezdegenerowana na g (Cuwiczenie), co pokazuje, ze sl(n,K) jest algebra
polprosta.

Mozna tez pokazaé, ze dla algebry Liego g := so(n,K) = {X € gl(n,K) | X + X7 = 0} macierzy
antysymetrycznych spetniony jest wzor

By(X,Y) = (n—2) Te(XY) VX,Y € g,

ktory pokazuje, ze so(n,K) tez jest polprosta. Istotnie, dla X = Zij ri;Eij € g mamy x;; = —xj;

2y _ 2 _ 2 - _ -
oraz .Tr.(X )= =% = =2 ;% Jest to forma niezdegenerowana, a dla K = R zauwazamy
tez, ze jest < 0.

Rézniczkowania algebry poélprostej

LEMAT Jesli g jest potprosta, to O(g) = ad(g), czyli kazde rdzniczkowanie jest wewnetrzne.

Dowdd: Algebra ad(g) jest izomorficzna z g. Istotnie, jadro homomorfizmu ad : g — End(g) pokrywa
sie z centrum 3(g). Skoro g jest potprosta, ma 3(g) = {0}, stad g jest izomorficzna ze swoim obrazem
wzgledem ad.

Algebra izomorficzna z polprosta sama jest potprosta (dowod tego jest bardzo podobny do dowodu
Lematu na poczatku tego wyktadu).

Okazuje sie, ze ad(g) jest ideatem w 9(g): [d, adx] = adax,d € d(g), X € g (Cwiczenie: udowod-
nij ten wzor). Rozwazmy ideal a := (ad(g))* (dopelnienie ortogonalne wzgledem Byy) w 9(g).
Udowodnimy teraz, ze a = {0}.

Niech d € a. Wtedy [d,adx] € anad(g). Ostatnia przestrzen jest zerowa, poniewaz a N ad(g) =
ker By(g)lad(g)xad(s) = DBad(g = {0}. Mamy 0 = [d,adX]| = adgzxy dla dowolnego X € g. Stad
dX € 3(g), czylidX =01id=0.0

WNIOSEK  Dla algebry pdlprostej g nad R grupa dotgczona Int(g) pokrywa sie ze sktadowq jedynki
grupy automorfizmow Aut(g). W szczegdlnosci Int(g) jest prawdziwg podgrupg Liego w Aut(g).

Zwarta algebra Liego: Jest to algebra Liego g nad R taka, ze jej grupa dolaczona Int(g) jest
zwarta.



TWIERDZENIE 1. Niech g bedzie potprostq algebrg Liego nad R. Wtedy g jest zwarta jesli © tylko
jesli gdy By < 0.

2. Kazda zwarta algebra Liego g jest sumq prostg 3(g) + |8, 9], gdzie ideal [g, g] jest pdtprosty i
zwarty.

Dowdd: Niech g bedzie potprostaz By < 0, a O(g) C GL(g) oznacza grupe endomorfizméw zachowu-
jacych By, Wtedy O(g) jest zwarta (jest to domkniety podzbior sfery Tr(X X7T) = Tr(1)), mamy tez
zwarto$¢ Aut(g) C O(g) (jako domknietego podzbioru zbioru zwartego) oraz zwarto$¢ Int(g).

Odwrotnie, niech g bedzie zwarta. Wtedy G := Int(g) C GL(g) jest zwarta podgrupa Liego. Ist-
nieje wtedy niezmienniczy wzgledem G dodatnio okreslony iloczyn skalarny (|) na g (dowéd istnienia
- poprzez usrednienie, podobnie do przypadku grup skoriczonych, zob. Wyktad 6 z Teorii grup I). W
bazie ortonormalnej macierze endomorfizmow z Int(g) sa ortogonalne, a macierze elementow z ad(g)
sg antysymetryczne. Mamy

By(X,X) = Tr(adxadx) = waxﬂ = wa <

tutaj x;; jest macierza endomorfizmu ady w wybranej bazie ortonormalnej. Rowno$¢ osiaga si¢
wtedy i tylko wtedy, gdy ady = 0, czyli X € 3(g). Rozwazmy teraz dopelnienie ortogonalne g’ do 3(g)
wzgledem (]). Niezmienniczos¢ tego iloczynu ze wzgledu na ad(g) pokazuje, ze g’ tez jest ideatem, skad
By = By|gxy- Przestrzen g’ jest dopelniajaca do 3(g) = ker By, dlatego By jest niezdegenerowana i
< 0. Stad g’ jest polprosta i zwarta. Ponadto [¢/,¢'] = ¢/, skad [g,g] = [¢/,¢| =¢. O

WNIOSEK  Algebra Liego g jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy jest algebrq Liego pewnej zwarte)
grupy Liego.

Dowadd: Jesli g jest zwarta, to g = Lie(T x Int(g)), gdzie T jest torusem wymiaru dim3(g). Jesli
g = Lie(G) dla zwartej G, to Int(g) = Go/(Z N Gy) (tutaj Gy sktadowa jedynki grupy G). O
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