Teoria grup 11

Wyktad 7

1 Rozwiazalne i nilpotentne algebry Liego. Twierdzenie Leviego.

Literatura dodatkowa: [Woj86, Pos86|

Rozwigzalne i nilpotentne algebry Liego: Niech g bedzie algebra Liego. Potozmy g° := g, g" :=
(g, " '] oraz go := @, 9n = |8, Gn_1),n = 1,2, ... Otrzymujemy ciagi ideatow (Cwiczenie: ndowod-
nij, ze g", g, sa idealami w g)

g=g¢'Dg' D

g=80261 O ...,

o wlasnosci g, D g". Mowimy, ze g jest rozwigzalna (nilpotentna) jesli istnieje takie N € N, ze
gV = {0} (gn = {0}). Powyzsza wlasnos$¢ pokazuje, ze kazda algebra nilpotentna jest rozwiazalna.

PRZYKEAD: Kazda algebra abelowa g (np. 1-wymiarowa) jest nilpotentna. Istotnie, g; = {0}.

PRzZYKEAD: Niech M(k) := {[X;;] € gl(n,K) | X;; =0Vi > j+k},k =0,1,... bedzie zbiorem
macierzy o wyrazach zerowych ponizej ,k-tej gornej diagonali” (0-diagonala to diagonala gtowna).
Wtedy M (k)M(l) C M(k+1) (doktadniej M(k)M(l) = M(k+1)). Stad mamy, ze algebra Liego
macierzy Scisle gornotrojkatnych g = n(n, K) = M(1) jest nilpotentna. Istotnie, g, = [M (1), M(1)] C
M<2)792 = [M(1)>gl] - M<3)a s Bk = [M(l)agk:fl] - M(k + 1)7 skad g, = {O}

PRZYKEAD: Algebra Liego g = b(n,K) = M (0) macierzy gornotrojkatnych jest rozwiazalna. Istot-
nie, g* = [M(0), M(0)] € M(1) (tutaj wykorzystujemy fakt, ze dla X,Y € M(0) wyrazy diagonalne
w iloczynach XY, Y X sa takie same). Dalej, g? = [g', g'] C [M(1),M(1)] C M(2),g® = [g% ¢% C
[M(2),M(2)] C M(4),¢* C M(8),...,g" C M(2%71).

Zauwazmy, ze g nie jest nilpotentna: g, = [M(0), M(0)] = M(1),g2 = [M(0), M(1)] = M(1),...,
g1 = [M(0), M(k— 1)] = M(1).

Zwiazki z forma Killinga: Jesli g nilpotentna, z definicji wynika, ze adx, o ---oadx, = 0
dla wystarczajaco duzych N i dowolnych Xi,..., Xy € g. W szczegblnosci adx jest operatorem
nilpotentnym dla dowolnego X € g (przypomnijmy, Ze operator L jest nilpotentny, jesli LY = 0
dla pewnego N € N). Stad mamy tez, ze By = 0, poniewaz By(X,X) = Tr(ad%), a $lad opera-
tora nilpotentnego jest rowny zero (dlaczego?)(wykorzystujemy tu rowniez tozsamos¢ polaryzacyjna
By(X,Y) = (By(X +Y, X +Y) — By(X, X) — By(Y,Y))/2).

PrRzYKEAD: Niech g = Spanc{ey,ea, es},[e1,e2] = eo,[e1,e3] = ies, [ea,e3] = 0. Wtedy ad,, =

000 0 00 0 00
01 0],ade,=1] -1 0 0 |,adey=1| 0 0 0 |iBg=0. Cwiczenie: Sprawdzi¢ bezposred-
0 0 1 0 0O -1 0 0

nio, ze 1) g jest algebra Liego; 2) g jest rozwiazalna; 3) g nie jest nilpotentna.
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Ostatni punkt wynika tez z nastepujacego twierdzenia (bo ad., nie jest nilpotentny), ktore przyj-
mujemy bez dowodu.

TWIERDZENIE (Engel) Algebra Liego g jest nilpotentna, jesli adx jest operatorem nilpotentnym dla
dowolnego X € g.

Punkt 2) powyzszego ¢wiczenia jest wnioskiem z nastepnego twierdzenia, ktore tez przyjmujemy
bez dowodu.

TWIERDZENIE (Kryterium Cartana rozwigzalnosci) Algebra Liego g jest rozwigzalna wtedy i tylko
wtedy, gdy ker By D [g, 9] (inaczej [g, 9] = g).

Iloczyn poélprosty algebr Liego gi,go: Niech f : go — 0(g1) bedzie homomorfizmem algebr
Liego. Na sumie prostej go @ g1 przestrzeni liniowych okreslamy nawias [(X3, X7), (Ys,Y1)] =
([ X2, Yalo, [X1, Vi1 + fx, Y1 — froX1), gdzie fx := f(X),X € go. Cwiczenie: sprawdz, ze jest to
nawias Liego na go @ g;. Oznaczamy go X g1 := (g2 D g1, [, ])-

Rozszerzenia algebr Liego: Niech g bedzie algebra Liego a a C g jej ideatem. Cuwiczenie: 1)
udowodnij, ze dziatanie [X + a,Y + a] := [X,Y] + a na przestrzeni ilorazowej g/a jest okreslone
poprawnie i zadaje strukture algebry Liego; 2) pokaz, ze jadro ker ¢ dowolnego homomorfizmu algebr
Liego ¢ : g — b jest idealem w g, a jego obraz im ¢ podalgebra w h; 3) udowodnij, ze algebry Liego
im ¢ i g/ ker ¢ sa izomorficzne.

Ciggiem doktadnym algebr Liego nazywamy ciag

Pr—1 Pk
" Ok-1 7 Ok 7 Bkr1 (1)

algebr Liego i homomorfizméw pomiedzy nimi o wlasnosci ker ¢ = im ¢_; dla dowolnego k. Rozsze-
rzeniem algebry Liego g za pomoca algebry Liego g; nazywamy krotki ciqg doktadny

O_>91—L>gl>92—>0-

Powyzsze ¢wiczenie pokazuje, ze g, jest idealem w g oraz ze go = g/g;. Rozszerzenie (1) nazywamy
trywialnym lub rozszczepialnym, jesli istnieje ciecie s : go — g homomorfizmu 7 (czyli odwzorowanie
liniowe o wlasnosci mo s = Idy,) bedace homomorfizmem algebr Liego.

LEMAT Jedli rozszerzenie (1) jest rozszczepialne, algebra Liego g jest izomorficzna z iloczynem
potprostym algebr Liego go @ g1.

Dowdd: Za posrednictwem wlozenia ¢ oraz ciecia s utozsamiamy g (jako przestrzen liniowa) z go ® g;.
Homomorfizm f : g — End(g;) budujemy w sposob nastepujacy. Dla X € g, mamy adxg; C g1

(wskutek tego, ze gq jest ideatem). Otrzymalismy wiec odwzorowanie f : X +— adx|g, : g2 — 0(g1)

bedace homomorfizmem algebr Liego (poniewaz X — ady : g — 9(g) jest homomorfizmem).

Skoro «(g1) = (0, g1) oraz s(g2) = (g2,0) sa podalgebrami, mamy [(0, X;), (0,Y7)] = (0, [X1, Yi]1),
[(XQ’ 0)7 (}/2’ O)] = ([X27 )/2]27 O) Stad [(XQa Xl)’ (}/27 }/1)] = [(XQv O) + (Ole)v (}/27 0) + (Ov }/i)] =
([X2,¥2]2,0) + (0, [X1, Yi]1) + [(X5,0),(0,Y1)] + [(0, X31), (Y2,0)] = ([X3,Y2]5,0) + (0,[Xy, Y1]1) +
(0, fx, Y1) = (0, f3, X1) = ([Xo, Yalo, [X1, Yi]i + fxo Y1 — fro Xa). O



PRZYKEAD: Niech g bedzie algebra Heisenberga, g = {(x,y,2) | z,y,2 € R}, [(z,y, 2), (x1,11, 21)] =
(0,22, — zx1,0). Wtedy g1 := {(0,%,0) | y € R} jest idealem w g. Cwiczenie: udowodnij, 7e
g2 = g/g1 jest 2-wymiarowa algebra abelowa i ze rozszerzenie 0 — g — g — go — 0 nie jest
rozszczepialne.

Radykal algebry Liego g:

LEMAT Jesli g jest rozwigzalng algebrg Liego, to dowolna jej podalgebra b C g jest rozwigzalna oraz
algebra ilorazowa g/a wzgledem dowolnego ideatu a C g jest rozwigzalna. Odwrotnie, jesli g algebra
Liego, a C g ideal rozwigzalny oraz algebra ilorazowa g/a jest rozwigzalna, to g tez jest rozwigzalna.

Dowdd: Mamy h" C g", stad pierwsza teza. Niech 7 : g — g/a bedzie rzutem naturalnym. Wtedy
(g/a)" = w(g"), stad druga teza.

Teraz niech (g/a)Y = {0} dla pewnego N. Wtedy gV = a i, jesli a™ = {0}, to g™ = o™ = {0}.
O

LEMAT Niech g bedzie algebrg Liego, a ay,ay C g jej ideatams rozwigzalnymi. Wtedy a; + ay tez jest
ideatem rozwigzalnym.

Dowdd: Suma dwoch idealow jest ideatem (oczywiste). Mamy izomorfizm algebr Liego (a;+ay)/ay =
a;/a; Nag. Ostatnia algebra jest rozwigzalna, a ideal ay C a; 4 ay tez jest rozwigzalny. Stad a; + as
jest algebra rozwigzalna. [

Sume wszystkich idealéw rozwiazalnych danej algebry Liego g nazywamy radykatem tej algebry
i oznaczamy t(g). Nastepujace twierdzenie przyjmiemy bez dowodu.

TWIERDZENIE Niech g bedzie dowolng algebrqg Liego. Wtedy
1. v(g) = [g, 9] (dopetnienie ortogonalne w sensie formy Killinga Bg);

2. algebra ilorazowa g/v(g) jest polprosta;

3. rozszerzenie 0 — t(g) — g — g/t(g) — 0 jest rozszczepialne.

Uwagi: 7 pierwszego punktu wynika, ze radykat algebry polprostej jest trywialny. Ostatni punkt jest
znany jako twierdzenie Leviego. Wynika z niego, ze kazda algebra Liego g jest iloczynem poétprostym
g2 X t(g) swojego radykalu oraz pewnej algebry polprostej go. Algebry poltproste sa sklasyfikowane.
Klasyfikacja algebr rozwiazalnych to problem otwarty.

PRZYKEAD: Niech go := so(n,R) bedzie algebra Liego grupy obrotow. Wtedy g, dziala w sposob
naturalny na R™ za pomoca wlozenia f : g; — End(R"). Odpowiedni iloczyn potprosty g := go x R”
nazywamy algebra euklidesowq i oznaczamy e(n,R). Jest to algebra Liego grupy Liego przeksztalcen
euklidesowych R"™. Tutaj v(g) = R" jest idealem abelowym.
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