
Teoria grup II

Wykªad 8

1 Podalgebry Cartana i rozkªad na podprzestrzenie pierwiastkowe.

Cz. I

Literatura dodatkowa: [Hel00]
W tym wykªadzie b¦dziemy zakªada¢, »e g jest póªprost¡ algebr¡ Liego nad C. Naszym celem

jest badanie struktury takich algebr.

Podalgebra Cartana h ⊂ g: Jest to podalgebra Liego o wªasno±ciach: 1) h jest maksymalna
abelow¡ podalgebr¡ Liego w g (czyli ka»da abelowa podalgebra h′ ⊂ g zawieraj¡ca h pokrywa si¦ z
h); 2) dla dowolnego X ∈ h endomor�zm adX ∈ End(g) jest póªprosty (= diagonalizowalny).

Okazuje si¦, »e w ka»dej póªprostej g istnieje podalgebra Cartana (zob. twierdzenie poni»ej) oraz
»e ka»de dwie podalgebry Cartana h1, h2 s¡ �sprz¦»one�, czyli istnieje σ ∈ Aut(g) takie, »e σh1 = h2.

Elementy regularne a podalgebry Cartana: Niech H ∈ g, oznaczmy g(H,λ) := {X ∈ g |
(adH − λ Id)kX = 0 dla pewnego k}. Przestrze« g(H, λ) jest zerowa, je±li λ nie nale»y do spektrum
adH , lub pokrywa si¦ z przestrzeni¡ pierwiastkow¡ endomomor�zmu adH , je±li λ jest jedn¡ z warto±ci
wªasnych.

Element H ∈ g nazywamy regularnym, je±li

dim g(H, 0) = min
X∈g

dim g(X, 0).

Zauwa»my, »e przestrze« g(H, 0) zawiera podalgebr¦ gH := {X ∈ g | adXH = 0} b¦d¡c¡ algebr¡
Liego stabilizatora GH := {x ∈ G | AdxH = H} elementu H wzgl¦dem dziaªania doª¡czonego. Je±li
adH jest póªprosty, rozkªad Jordana pokazuje, »e g(H, 0) = ker adH = gH .

Przykªad: Niech g := sl(n,C), a H ∈ g b¦dzie macierz¡ diagonaln¡. Wtedy adH b¦dzie en-
domor�zmem póªprostym. Istotnie, macierze H12 := E11 − E22, H23 := E22 − E33, . . . , Hn−1,n :=
En−1,n−1 − Enn tworz¡ baz¦ przestrzeni h macierzy diagonalnych bez±ladowych i H mo»na wyrazi¢
jako kombinacj¦ liniow¡ tych macierzy. Z drugiej strony adHij

jest diagonalny w bazie Hi′j′ , Ekl, k 6= l:
[Hij, Hi′j′ ] = 0, [Hij, Eij] = 2Eij, [Hij, Eji] = −2Eji, [Hij, Eij′ ] = Eij′ , j

′ 6= j, [Hij, Ei′j] = −Ei′j, i′ 6= i.
St¡d g(H, 0) = gH . Niech teraz H0, ma spektrum proste (czyli nie ma krotnych warto±ci wªas-

nych). �atwo widzie¢, »e wtedy gH = h. W przypadku, gdy H ma krotno±ci w spektrum, algebra
gH jest wi¦ksza, jak to ilustruje nast¦puj¡cy rysunek:
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�wiczenie: poka», »e dim g(H, 0) = dim gH = n − 1 jest minimalnym mo»liwym wymiarem, czyli
H jest elementem regularnym w przypadku prostego spektrum (skorzystaj z rozkªadu Jordana). W
ogólno±ci jest prawdziwe nast¦puj¡ce twierdzenie, które przyjmujemy bez dowodu.

Twierdzenie Niech g b¦dzie algebr¡ póªprost¡ nad C, a H0 ∈ g b¦dzie elementem regularnym.
Wtedy g(H0, 0) jest podalgebr¡ Cartana w g.

Pierwiaski i podprzestrzenie pierwiaskowe:

Lemat Niech A,B ∈ End(V ) b¦d¡ póªprostymi komutuj¡cymi endomor�zmami przestrzeni liniowej
V . Wtedy A i B s¡ jednocze±nie diagonalizowalne, czyli istnieje baza przestrzeni V skªadaj¡ca si¦ z
wektorów wªasnych operatorów A i B.

Dowód: Niech v ∈ V b¦dzie wektorem wªasnym operatora A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ:
Av = λv. Wtedy Bv te» jest wektorem wªasnym operatora A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej
λ: ABv = BAv = Bλv = λBv. St¡d podprzestre« wªasna V ′ := V (A, λ) = {v ∈ V | Av = λv}
operatora A jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ operatora B. Ograniczenie B|V ′ jest operatorem
diagonalizowalnym, czyli istnieje baza przestrzeni V ′, w której B|V ′ jest diagonalny. W tej »e bazie
A|V ′ jest skalarny. Wybieraj¡c podobne bazy we wszystkich przestrzeniach wªasnych operatora A,
otrzymujemy wynik. �

W dalszej cz¦±ci wykªadu h b¦dzie oznaczaªo ustalon¡ podalgebr¦ Cartana w g.
Zauwa»my, »e operatory adH , H ∈ h, s¡ diagonalizowalne i komutuj¡ce, sk¡d wnioskujemy, »e

w g istnieje baza zªo»ona z wektorów wªasnych wszystkich operatorów adH . Niech X ∈ g b¦dzie
elementem takiej bazy. Wtedy adHX = α(H)X, gdzie α(H) odpowiednia warto±¢ wªasna. Okazuje
si¦, »e α liniowo zale»y od H. Istotnie, α(β1H1 +β2H2)X = adβ1H1+β2H2X = β1adH1X +β2adH2X =
(β1α(H1) + β2α(H2))X.

Niech teraz α ∈ h∗ b¦dzie dowolnym funkcjonaªem liniowym na h. Oznaczmy

gα := {X ∈ g | adHX = α(H)X ∀H ∈ h}.

Funkcjonaª α nazywamy pierwiastkiem g wzgl¦dem h, je±li gα 6= {0} (a odpowiednie gα nazywamy
podprzestrzeni¡ pierwiastkow¡).

Lemat 1. g0 = h;

2. dla dowolnych α, β ∈ h∗ mamy [gα, gβ] ⊂ gα+β.

2



Dowód: Ad. 1. Mamy g0 = {X ∈ g | [h, X] = 0}, czyli g0 skªada si¦ z elementów g komutuj¡cych z
h. Ale h z de�nicji jest maksymaln¡ podalgebr¡ abelow¡, czyli takie elementy le»a jedynie w h.
Ad. 2. niech X ∈ gα, Y ∈ gβ. Wtedy adH [X, Y ] = [adHX, Y ] + [X, adHY ] = (α(H) + β(H))[X, Y ]
dla dowolnego H ∈ h, sk¡d [X, Y ] ∈ gα+β. �

Niech ∆ ⊂ h∗ oznacza zbiór niezerowych pierwiastków.

Twierdzenie 1. g = h +
∑

α∈∆ gα (suma prosta podprzestrzeni).

2. dim gα = 1 dla ka»dego α ∈ ∆.

3. Niech α, β b¦d¡ dwoma pierwiastkami o wªasno±ci α + β 6= 0. Wtedy Bg(g
α, gβ) = 0.

4. Ograniczenie Bg|h×h jest niezdegenerowane. W szczególno±ci dla ka»dego α ∈ h∗ istnieje jedyny
element Hα ∈ h taki, »e Bg(H,Hα) = α(H) dla wszystkich H ∈ h.

5. Je±li α ∈ ∆, to −α ∈ ∆ oraz
[gα, g−α] = CHα,

przy czym α(Hα) 6= 0.

Dowód w nast¦pnym Wykªadzie.

Przykªad: Niech g := sl(n+ 1,C) =: an oraz Hi := Eii−Ei+1,i+1, i = 1, . . . , n. Wtedy h =
∑

i CHi

(algebra diagonalnych macierzy bez±ladowych) oraz

g = h +
∑
i 6=j

CEij.

Dla H ∈ h niech ei(H) oznacza odpowiedni element diagonalny. Mamy

[H,Eij] = (ei(H)− ej(H))Eij,

czyli pierwiastek odpowiadaj¡cy przestrzeni pierwiastkowej CEij jest równy ei − ej ∈ h∗, ij ∈
{1, . . . , n+ 1}.

Ju» obliczyli±my, »e Bg(X, Y ) = 2(n+1) Tr(XY ), X, Y ∈ g. Jasne, »e ograniczenie takiej formy na
h jest niezdegenerowane. W szczególno±ci, Bg(H,Hij) = (ei−ej)(H) dla macierzy Hij = 1

2(n+1)
(Eii−

Ejj).
Rozwa»my przestrze« hR :=

∑
ij RHij. W przypadku n = 2 jest to 2-wymiarowa przestrze«

rzeczywista, a ukªad pierwiastków wygl¡da w niej nast¦puj¡co:
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