Teoria grup 11

Wyktad 8

1 Podalgebry Cartana i rozklad na podprzestrzenie pierwiastkowe.
Cz. 1

Literatura dodatkowa: [Hel00]
W tym wykladzie bedziemy zakladaé¢, ze g jest polprosta algebrg Liego nad C. Naszym celem
jest badanie struktury takich algebr.

Podalgebra Cartana h C g: Jest to podalgebra Liego o wtasnosciach: 1) b jest maksymalna
abelowa podalgebra Liego w g (czyli kazda abelowa podalgebra b’ C g zawierajaca b pokrywa sie z
h); 2) dla dowolnego X € h endomorfizm adx € End(g) jest potprosty (= diagonalizowalny).
Okazuje sie, ze w kazdej potprostej g istnieje podalgebra Cartana (zob. twierdzenie ponizej) oraz
ze kazde dwie podalgebry Cartana by, ho sa ,sprzezone”, czyli istnieje o € Aut(g) takie, ze by = bs.

Elementy regularne a podalgebry Cartana: Niech H € g, oznaczmy g(H,\) := {X € g |
(ady — AId)*X = 0 dla pewnego k}. Przestrzen g(H, \) jest zerowa, jesli A nie nalezy do spektrum
adg, lub pokrywa sie z przestrzenia pierwiastkowa endomomorfizmu adg, jesli A jest jedng z wartosci
wlasnych.

Element H € g nazywamy regularnym, jesli

dim g(H,0) = mindim g(X,0).
Xeg

Zauwazmy, ze przestrzen g(H,0) zawiera podalgebre gy := {X € g | adxH = 0} bedaca algebra
Liego stabilizatora Gy := {x € G | Ad,H = H} elementu H wzgledem dzialania dotaczonego. Jesli
ady jest polprosty, rozklad Jordana pokazuje, ze g(H,0) = kerady = gy.

PRzZYKELAD: Niech g := sl(n,C), a H € g bedzie macierza diagonalna. Wtedy ady bedzie en-
domorfizmem polprostym. Istotnie, macierze Hyy := Ey; — Egg, Hog := Eoo — Ess, ..., Hy_ 1, =
E, 11— Ly, tworza baze przestrzeni h macierzy diagonalnych bezsladowych i H mozna wyrazi¢
jako kombinacjg liniowa tych macierzy. Z drugiej strony adpg,; jest diagonalny w bazie Hy 1, By, k # I:
[HU?H ] 0, [HljﬂE ]_2Eij7[HZJ>E ]_ 2EJ17[HU>E ]—Eij’,j/#] [vaE ] Ei’j7i/7£i~

Stad g(H,0) = gy. Niech teraz Hy, ma spektrum proste (czyli nie ma krotnych wartosci wlas-
nych). Latwo widzieé¢, ze wtedy gy = h. W przypadku, gdy H ma krotnosci w spektrum, algebra

g jest wicksza, jak to ilustruje nastepujacy rysunek:



Cwiczenie: pokaz, ze dimg(H,0) = dimgy = n — 1 jest minimalnym mozliwym wymiarem, czyli
H jest elementem regularnym w przypadku prostego spektrum (skorzystaj z rozktadu Jordana). W
og6lnosci jest prawdziwe nastepujace twierdzenie, ktore przyjmujemy bez dowodu.

TWIERDZENIE Niech g bedzie algebrg potprostg nad C, a Hy € g bedzie elementem reqularnym.
Wtedy g(Ho,0) jest podalgebrq Cartana w g.

Pierwiaski i podprzestrzenie pierwiaskowe:

LEMAT Niech A, B € End(V') bedq potprostymi komutujgeymi endomorfizmami przestrzeni liniowej
V. Wtedy A @ B sq jednoczesnie diagonalizowalne, czyli istnieje baza przestrzeni V' sktadajgca sie z
wektoréw wtasnych operatoréw A i B.

Dowadd: Niech v € V bedzie wektorem wtasnym operatora A odpowiadajacym wartosci wtasnej A:
Av = M. Wtedy Bv tez jest wektorem wlasnym operatora A odpowiadajacym wartosci wlasnej
A ABv = BAv = BMv = ABv. Stad podprzestren wlasna V' := V(A \) = {v € V | Av = \v}
operatora A jest podprzestrzenia niezmiennicza operatora B. Ograniczenie Bly/ jest operatorem
diagonalizowalnym, czyli istnieje baza przestrzeni V', w ktorej Bl jest diagonalny. W tej ze bazie
Aly jest skalarny. Wybierajac podobne bazy we wszystkich przestrzeniach wlasnych operatora A,
otrzymujemy wynik. [J

W dalszej czesci wyktadu b bedzie oznaczalo ustalona podalgebre Cartana w g.

Zauwazmy, ze operatory ady, H € b, sa diagonalizowalne i komutujace, skad wnioskujemy, ze
w g istnieje baza zlozona z wektorow wtlasnych wszystkich operatorow ady. Niech X € g bedzie
elementem takiej bazy. Wtedy ady X = o(H)X, gdzie a(H) odpowiednia wartos¢ wlasna. Okazuje
sie, ze a lindowo zalezy od H. Istotnie, (51 Hy + foH2) X = adg, g+ 8,1, X = Srady, X + foady, X =

(Bra(Hy) + Baa(Ha)) X
Niech teraz o € h* bedzie dowolnym funkcjonatem liniowym na f. Oznaczmy

g® = {X €g|adyX = a(H)X VH € p}.

Funkcjonal o nazywamy pierwiastkiem g wzgledem b, jesli g* # {0} (a odpowiednie g® nazywamy
podprzestrzeniq pierwiastkowaq).

LEMAT 1. g =0;

2. dla dowolnych a, 3 € b* mamy [g®, g°] C g**~.



Dowdd: Ad. 1. Mamy g = {X € g | [h, X] = 0}, czyli g° sklada sie z elementow g komutujacych z
h. Ale b z definicji jest maksymalna podalgebra abelowsa, czyli takie elementy leza jedynie w b.
Ad. 2. niech X € g*Y € g°. Wtedy ady[X,Y] = [adg X, Y] + [X,adyY] = (a(H) + B(H))[X,Y]
dla dowolnego H € b, skad [X,Y] € g**#. O

Niech A C b* oznacza zbiér niezerowych pierwiastkow.

TWIERDZENIE 1 g=b+3 ,ca8° (suma prosta podprzestrzeni).
2. dimg® =1 dla kazdego o € A.
8. Niech o, 3 bedg dwoma pierwiastkami o wlasnosci o+ 3 # 0. Wtedy By(g*, g°) = 0.

4. Ograniczenie Bglyxy jest niezdegenerowane. W szczegdlnosci dla kazdego oo € b* istnieje jedyny
element H, € b taki, ze B4(H, H,) = a(H) dla wszystkich H € b.

5. Jesli a € A, to —a € A oraz
[6% ¢7%] = CH.,

przy czym «(H,) # 0.

Dowdd w nastepnym Wyktadzie.

PRZYKEAD: Niech g = 5[(n—|— 1, C) =:a,oraz H; .= FE;; — Ei—l—l,i—l—lui = 17 o, M. Wtedy h = Zz CHI
(algebra diagonalnych macierzy bezsladowych) oraz

i#]
Dla H € b niech e;(H) oznacza odpowiedni element diagonalny. Mamy
[H, Eij] = (ei(H) — e;(H)) Ejj,

czyli pierwiastek odpowiadajacy przestrzeni pierwiastkowej CE;; jest rowny e; —e; € bh*, 1) €
{1,...,n+1}.
Juz obliczylismy, ze By(X,Y) = 2(n+1) Tr(XY), X, Y € g. Jasne, ze ograniczenie takiej formy na

b jest niezdegenerowane. W szczegolnosci, By(H, H;j) = (e; —e;)(H) dla macierzy H;; = m(E” -
Ej;).
Rozwazmy przestrzen bhr := Zij RH;;. W przypadku n = 2 jest to 2-wymiarowa przestrzen

rzeczywista, a uktad pierwiastkow wyglada w niej nastepujaco:
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